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AVERTISSEMENT  DU  TRADUCTEUR. 


Le  présent  Volume  termine  la  traduction  française  du  bel 
Ouvrage  que  M.  Lindemann  a  consacré  à  l'ensemble  de  la  Géo- 
métrie analytique,  d'après  les  Leçons  de  Clebsch.  Peut-être  ne 
sera-t-il  pas  sans  intérêt  pour  le  lecteur  de  connaître  dans  quelles 
conditions  cette  traduction  a  été  entreprise  et  s'est  poursuivie. 

Je  préparais,  depuis  assez  longtemps,  un  Ouvrage  personnel 
sur  le  même  sujet,  Ouvrage  d'ailleurs  moins  complet  et  conçu  sur 
un  autre  plan,  lorsque  le  Livre  de  M.  Lindemann  me  tomba  sous 
les  yeux.  Je  me  trouvais  ainsi  mieux  placé  que  bien  d'autres  pour 
apprécier  non  seulement  l'élégance  du  texte  et  des  formules,  mais 
surtout  la  puissance  de  vues  qui  avait  permis  à  l'Auteur,  soit  de 
parcourir,  avec  toutes  les  ressources  de  l'Algèbre  moderne,  les 
sujets  plus  anciennement  connus,  soit  de  faire  rentrer  dans  son 
cadre  sans  solution  de  continuité  une  foule  de  recherches  récentes 
ou  entièrement  neuves. 

Je  renonçai  alors,  pour  longtemps,  à  la  publication  que  j'avais 
projetée,  et  je  crus  rendre  au  public  français  un  véritable  service 
en  lui  facilitant  la  connaissance  de  l'Ouvrage  actuel. 

M.  Lindemann,  tout  en  acceptant  avec  empressement  l'idée 
d'une  traduction  française,  voulut  bien  m'avertir  que  certains 
passages  de  l'édition  allemande  avaient  besoin  de  modifications,  et 
m'adressa  successivement  un  certain  nombre  de  corrections  et  de 
changements.  Il  ne  serait  pas  possible  d'indiquer  ici  tous  les  pas- 
sages modifiés;  c'est  par  la  comparaison  attentive  des  deux  textes 
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que  le  lecteur  pourra  se  rendre  compte  de  leurs  dilTérences.  Nous 
citerons  seulement,  comme  plus  importants  parmi  les  changements 
opérés,  ceux  qui  se  trouvent  aux  endroits  suivants  : 

Tome  I,  page  38o. 

Tome  TI,  pages  4^-52,  laS-iag,  i45,  i74>  187,  2i3,  215-219, 
39.8-33 1,  342. 

Tome  III,  pages  17,  86-96,  202-253,  33 1. 

Pour  le  troisième  Volume,  M.  Lindemann  a  bien  voulu  revoir 
la  traduction  elle-même.  C'est  une  garantie  de  plus  que  la  pensée 
de  l'Auteur  dans  ces  matières  difficiles  a  été  fidèlement  rendue. 
J'ai  pu  ainsi  terminer  la  tâche  que  je  m'étais  imposée,  sans  avoir, 
je  l'espère,  dépassé  mes  forces. 

A.  B. 

Chalon-sur-Saône,  décembre  188 a. 


Nous  croyons  devoir  reproduire  ici  quelques  indications  données  dans  la 
Préfuce  de  rédition  allemande,  sur  la  composition  des  Tomes  II  et  III.  Ces  indi- 
cations font  suite  à  celles  qui  figurent  au  commencement  du  premier  Volume. 

TomeII.  —  Les  quatre  premières  Sections  du  Chapitre P""  (p.  1-9 1) 
sont  une  rédaction  de  la  première  moitié  du  Cours  n®  2  {voir  t.  I, 
p.  vu),  modifiée  en  quelques  passages  à  raison  de  la  théorie  des 
formes  algébriques  exposée  auparavant,  mais  intelligible  pour  la 
plus  grande  partie  sans  le  secours  de  cette  dernière.  On  a  ajouté 
les  théorèmes  de  Nother  sur  l'équation /=  A^ -h  B4  (p.  45  et 
suiv.  ),  les  démonstrations  effectuées  au  moyen  du  calcul  symbolique 
du  mode  d'existence  de  la  hessienne  aux  points  singuliers  de  la 
courbe  primitive  (p.  70),  la  détermination  directe  des  tangentes 
d'inflexion  de  la  steinérienne  (p.  82)  et  une  extension  du  théorème 
sur  les  points  de  rebroussement  de  cette  dernière.  Les  Sections  sur 
les  systèmes  de  courbes,  sur  le  principe  de  correspondance  étendu 
et  sur  la  correspondance  unidéterminative  de  deux  plans  superposés 
sont  été,  dans  toute  leur  étendue,  composées  d'après  les  Mémoire 
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originaux;  Tétude  algébrique  des  systèmes  élémentaires  de  co- 
niques  (  1 17-1 20)  est  seule  empruntée  à  une  Leçon  de  Clebsch  pen- 
dant rhi ver  de  1 870- 1 87 1 .  Quant  aux  transformations  de  Cremona, 
Clebsch  en  a  donné  un  court  aperçu  dans  ses  Leçons  sur  les  fonctions 
abéliennes  (hiver  1 870-1 871)  et  dans  celles  sur  la  Géométrie  de 
l'espace  (hiver  1868-1869).  Dans  les  Sections  précitées  on  trouvera 
peut-être  quelque  chose  de  nouveau,  sinon  dans  les  résultats,  du 
moins  dans  les  démonstrations;  nous  croyons  devoir  mentionner 
ici  :  la  détermination  du  mode  d'existence  de  la  jacobienne  aux 
points  communs  des  trois  courbes  primitives  (p.  97),  le  calcul  de 
la  courbe  de  coïncidence  pour  les  cas  les  plus  simples  de  la  cor- 
respondance sur  une  courbe  de  genre  quelconque  (p.  162  et  suiv.), 
les  recherches  sur  les  systèmes  de  courbes  qui  touchent  une  même 
courbe  fixe  (p.  63  et  suiv.  )  et  l'établissement  de  la  loi  de  réciprocité 
de  Bull  relativement  à  ces  systèmes,  au  moyen  du  principe  de  cor- 
respondance. 

Le  Chapitre  II  renferme  dans  ses  trois  premières  Sections  la  con- 
tinuation du  Cours  n^  2.  M.  Lindemann  y  a  ajouté  les  recherches 
sur  les  réseaux  ponctuels  et  tangentiels  de  coniques  (p.  248  et  suiv.  ) 
d'après  Rosanes,  et  les  remarques  sur  la  connexion  du  mode  de 
description  de  Grassmann  avec  celui  de  Chasles.  La  théorie  des 
formes  ternaires  cubiques  est  une  exposition  de  la  partie  corres- 
pondante du  Cours  n^  3,  prolongée  toutefois  au  delà  des  limites  de 
ce  dernier  et  élargie  par  l'intercalation  de  recherches  géométriques. 
La  sixième  Section  formait,  quant  à  son  contenu  géométrique,  la 
fin  du  Cours  n°  2.  Les  Sections  sur  l'application  des  fonctions 
elliptiques  et  sur  la  représentation  paramétrique  ont  été  composées 
personnellement  par  M.  Lindemann.  Clebsch  n'a  fait  qu'aborder 
brièvement  ce  dernier  sujet  à  la  fin  de  son  Cours  sur  les  fonctions  el- 
liptiques (été  de  1 872)  ;  l'introduction  des  fonctions  H  de  M.  Hermite 
a  été  empruntée  directement  à  cette  source  (p.  387).  Mentionnons 
la  tentative  de  résoudre  certains  problèmes  algébriques  d'élimi- 
nation par  l'usage  des  équations  de  division  des  fonctions  ellip- 
tiques (p.  4^3  6t  suiv.). 

Tome  III.  — Le  Chapitre  lest  une  rédaction,  complètement  per- 
sonnelle à  M.  Lindemann,  des  matières  qui  y  sont  contenues; 
Fauteur  s'est  cru  d'autant  plus  autorisé  à  l'entreprendre  que  la 
connexion  de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  avec  la  Géométrie 
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est  une  des  plus  belles  découvertes  que  nous  devions  à  Clebsch 
et  que  ces  applications  n'ont  été  traitées  qu'incidemment  dans 
rOuvrage  de  Clebsch  et  Gordan  sur  les  fonctions  abéliennes.  Les 
recherches  purement  algébriques  qui  s'y  trouvent  doivent  être  pour 
partie  considérées  comme  complémentaires  des  Sections  corres- 
pondantes du  Chapitre  I  du  Tome  IL  On  trouvera  peut-être  ici 
encore  des  points  de  vue  et  des  démonstrations  nouvelles;  nous 
citerons  l'exposition  de  la  démonstration  directe  de  la  conservation 
du  genre  dans  les  transformations  unidéterminatives  (p.  3  et  suiv.), 
l'établissement  des  formules  de  Brill  pour  les  correspondances 
simultanées  sur  une  courbe  (p.  176  et  suiv.  ),  la  décomposition  des 
expressions  différentielles  algébriques  en  sommes  de  différentielles 
normales  (p.  102  et  suiv.),  la  déduction  du  théorème  de  Jacobi  et 
celle  du  théorème  d'Abel  comme  conséquence  de  ce  dernier 
(p.  ao4  et  suiv.),  la  résolution  du  problème  d'inversion  étendu, 
pour  le  cas  de/>  ::=  2,  basée  sur  les  principes  de  Riemann  (p.  267  et 
suiv.)  et  l'étude  des  courbes  du  genre  zéro  (p.  287  et  suiv.). 

Dans  le  Chapitre  II  la  théorie  des  connexes  a  été  exposée  en 
prenant  pour  base  le  Cours  n'^  3  et  un  manuscrit  laissé  par  Clebsch. 
M.  Lindemann  a  ajouté  quelques  résultats  numériques  (p.  355,  377), 
l'établissement  des  propriétés  des  courbes  désignées  par  F  =  o 
et  ^  =  0  (p.  392),  les  exemples  relatifs  à  la  détermination  des 
courbes  de  coïncidence  (p.  399  et  suiv.)^  une  étude  détaillée  du 
connexe  (i-i)  basée  sur  les  Mémoires  cités  dans  le  texte,  les 
théorèmes  généraux  sur  le  connexe  (i,  /i)  et  les  recherches  de  Godt 
sur  le  connexe  (1,2).  Sont  empruntés  en  particulier  au  manuscrit 
de  Clebsch  :  le  calcul  du  connexe  conjugué  d'un  connexe  (2^  2),  les 
remarques  sur  les  différentielles  d'intégrales  algébriques  multiples 
et  les  développements  de  la  page  4o3.  Les  notions  sur  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  ainsi  que  l'étude  des  transformations 
de  contact  de  Lie  ont  pour  base  une  esquisse  manuscrite  de  M.  Klein 
qui  a  bien  voulu  permettre  à  M.  Lindemann  d'en  faire  usage. 
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I.  — -  Les  transformations  nnidéterminatives  d'une  courbe  algébrique. 

Dans  les  transformations  appelées  transformations  Cremona 
(t.  II,  p.  192),  nous  avons  appris  à  connaître  un  moyen  d'établir 
par  une  transformation  non  linéaire  une  relation  entre  deux 
plans  telle  que,  sauf  en  certains  points  exceptionnels,  à  tout  point 
de  l'un  de  ces  plans  correspondît  un  point  unique  de  l'autre,  et 
réciproquement.  D'autre  part,  nous  avons  reconnu,  sur  l'exemple 
de  la  relation  entre  la  hessienne  et  la  steinérienne  d'une  courbe 
quelconque,  la  possibilité  de  rapporter  unidéterminativement 
deux  courbes  particulières  l'une  à  l'autre  sans  que  cette  relation 
soit  unidélerminative  pour  tout  le  plan.  L'étude  de  ce  genre  de 
transformations  d'une  courbe  algébrique  particulière  va  d'abord 
nous  occuper  maintenant.  Nous  serons  naturellement  conduits  à 
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faire  des  applications  variées  du  résultat  de  nos  recherches  à  des 
points  déjà  abordés  précédemment,  ainsi  qu'à  compléter  souvent 
nos  recherches  antérieures  relatives  à  la  Géométrie  sur  une 
courbe.  Nous  insisterons  spécialement  sur  les  diverses  démonstra- 
tions de  la  conservation  du  genre  dans  ces  transformations  uni- 
■déterminatives. 

Supposons  qu'une  transformation 

où  les  fonctions  (fi  sont  des  fonctions  homogènes  du  même  ordre 
^^y*fJ^O^^  change  une  courbe/(a:)  =  o  en  une  autre  F(j^)  =  o. 
Si  le  fait  doit  se  produire  par  une  transformation  unidétermina- 
tive  réversible,  on  doit  pouvoir,  en  combinant  les  équations  (i) 
avec  F(y)  =  o,  revenir  à  l'équation  f=  o,  et,  dans  le  cours  du 
procédé  éliminatoire  nécessaire  à  cet  objet,  trouver  que  les  j^ 
sont  proportionnels  à  des  fonctions  entières  et  homogènes  des  jc, 
en  sorte  que 

(2)  ;*ri=*,(.r),     pji=*,(x),      pj3=*5(.r). 

L'équation  F  =  o  est  alors  le  résultat  de  l'élimination  des  gran- 
deurs |ui,  Xi,  j:2j  -^'3  entre  ces  équations  (2)  et  entre  l'équation 
f{x)  =  o,  et,  si  inversement  on  effectue  la  substitution  (2)  dans  F, 
F(^)  devra,  à  un  facteur  près,  se  changer  en/(a:),  c'est-à-dire 
que  l'on  aura 

(3)  f*^F(j„r«,r3)  =  F(*,,*„*3)  =M/, 

V  désignant  l'ordre  de  F.  Ce  dernier  nombre  peut  se  déterminer 
très  simplement.  Aux  points  d'intersection  d'une  courbe  du  réseau 

(4)  Mj*,  -h  «,*,-+- «5*j=o 

avec  /=  o  qui  ne  sont  pas  communs  à  toutes  les  courbes  du 
réseau  correspondent,  en  effet,  les  points  de  rencontre  de  la  droite 

avec  F(/)  =  o.  Or,  si  le  nombre  des  premiers  (lequel  dépend 
uniquement  des  éléments  donnés)  est  égal  à  v,  le  nombre  des 
derniers  sera  précisément  le  même,  en  vertu  du  caractère  unidéter- 
minatif  de  notre  transformation  :  Le  nombre  des  points  d'inter- 
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section  mobiles  des  courbes  du  réseau  (4)  a^ecf[x)  =  o  dctcr^ 
mine  donc  l'ordre  de  la  courbe  F('>^)  =  o. 

On  peut  imaginer  que  la  transformation  ainsi  établie,  et  à  déter- 
mination unique  pour  les  points  dey,  est  réalisée  géométrique- 
ment d'une  manière  semblable  à  ce  qui  se  passe  pour  les  transfor- 
mations Cremona.  Nous  nous  figurerons  d'abord  le  plan  entier  E^- 
des  points  x  comme  transformé  par  le  moyen  des  équations  (2) 
en  un  plan  E^  des  points  r«  Alors,  à  chaque  point  de  E^  corres- 
pond évidemment  un  point  de  E-^.,  et,  réciproquement,  à  tout  point 
de  E_^  que  nous  supposerons  déterminé  comme  point  de  rencontre 
de  deux  lignes  i^^=  o,  çVj=  o  correspondent  sur  E^  les  s^  points 
d'intersection  des  deux  courbes 

<'i  *!  -4-  fj *,  +  P3  *j  =r:  o     et     «'1  *i  -h  »'î  *j  +  «'3  ♦a  =  o> 

s  désignant  l'ordre  des  courbes  <!>/=  o.  11  peut  arriver  en  particu- 
lier que  toutes  les  courbes  du  réseau  (4)  aient  quelques  points 
communs;  ces  derniers  absorberont  une  certaine  quantité  des 
s^  points  d'intersection  ci-dessus,  et  l'on  doit  (comme  dans  les 
transformations  Cremona)  ne  faire  correspondre  que  les  autres  inter- 
sections, c'est-à-dire  les  intersections  mobiles  des  deux  courbes 
2^','0/:=  o,  2%v/<I>/=  o,  au  point  de  rencontre  des  droites  1^^^=  o  et 
w^=  o.  Si  le  nombre  de  ces  intersections  mobiles  est  égal  à  l'unité, 
on  a  une  transformation  Cremona.  Actuellement  les  points  communs 
des  courbes  4>  interviennent  de  nouveau,  ce  qui  a  à  peine  besoin 
de  nouvelles  explications,  comme  points  fondamentaux  pour  la 
transformation  [voir  t.  Il,  p.  190),  et  à  chaque  point  de  cette 
espèce  correspond  sur  E^  une  courbe  fondamentale  du  genre 
zéro;  cette  dernière  est  du  ri*"»«  ordre  si  le  point  fondamental 
de  E;r  auquel  elle  se  rapporte  est  un  point  multiple  d'ordre  /•  pour 
chacune  des  courbes  4>. 

A  une  courbe  quelconque  /*=  o  du  /i^^"«  ordre  sur  E^:  corres- 
pond sur  Ejr  une  courbe  dont  l'équation  s'obtient  par  l'élimina- 
tion des  Xi  et  de  la  quantité  \k  entre  les  équations  (2)  et  entre 
f=3.  o;  mais  de  cette  courbe  se  séparera  i  fois  une  courbe  fonda- 
mentale d'ordre  h  ^îf=  o  passe  i  fois  par  un  point  fondamental 
d'ordre  h  sur  E^.  Si  à  l'inverse  un  point  parcourt  sur  E^  une  courbe 
F(j^)  =  o,  à  chaque  point  de  cette  courbe  F  correspondent  (3  points 
sur  Ex,  j3  étant  le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  de 

I. 
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deux  courbes  du  réseau  (4).  et  cette  réunion  dejS  points  parcourt 
Ja  courbe  ;r  =  o,  qui  sur  E^  répond  à  la  courbe  F.  Mais,  si  F(j-)  =  o 
est  précisément  la  courbe  qui  provient,  suivant  la  manière  indi- 
quée, d'une  courbe yi[x)  =  o,  la  courbe  yj^x)  =  o  qui  répond  à 
¥(j)  devra  aussi  réciproquement  ramener  kf\^jc)  =  o,  c'est-à-dire 
que  ^  devra  renfermer  un  facteur  y*;  or  ce  fait  a  pour  nous  une 
importance  particulière. 

Le  point^,  homologue  de  x,  a  été  déterminé  comme  sommetdu 
faisceau  de  rayons  qui  correspond  sur  E^  au  faisceau  de  courbes  4> 
passant  par  x.  On  reconnaît  donc  immédiatement,  d'après  ce  qui 
précède,  que  la  transformation  d'une  courbe  J\x)  =  o  ne  peut 
être  une  transformation  à  détermination  unique  que  si  toutes  les 
courbes  du  réseau  (  \  )  qui  passent  par  un  point  quelconque  de  f 
ne  se  coupent  plus  ailleurs  sur  f  {^  *  ),  excepté  aux  points  que  toutes 
les  courbes  du  réseau  ont  en  commun  aL\ecf.  Il  est  d'ailleurs 
évident  que  le  déterminant  fonctionnel  des  4>|  ne  doit  pas  s'éva- 
nouir  identiquement,  car  autrement  les  courbes  ne  formeraient 
pas,  en  général,  un  réseau  (-).  Donc,  tandis  qu'un  point  de  base 
d'un  faisceau  provenant  du  réseau  parcourt  la  courbe  y,  les  autres 
points  de  base  mobiles  de  ce  faisceau  décrivent  une  autre  courbe, 
laquelle,  comme  on  le  voit  immédiatement,  est  représentée  par 
l'annulation  de  l'expression  désignée  dans  (3)  par  M. 

Il  peut  arriver  en  particulier  que  toutes  les  courbes  du  faisceau 
en  question  se  touchent  en  x  (cas  où  une  de  ces  courbes  a  en  a: 
un  point  double);  alors,  en  vertu  de  propositions  précédentes, 
X  est  situé  sur  la  jacobienne  du  réseau  (t.  II,  p.  102).  En  même 
temps  aussi,  un  des  autres  points  de  base  du  faisceau  qui  sont 
placés  sur  M  =  o  se  rapproche  infiniment  de  x,  c'est-à-dire  que 
la  courbe  M  =  o  passe  par  toutes  les  intersections  de  f  ^=  o  avec 
la  jacobienne  du  réseau  (4),  théorème  qui  sera  important  pour 
nous  plus  tard.  Nous  établirons  encore  immédiatement  ici  quelques 
propositions  utiles  également  pour  ce  qui  suivra.  Il  résulte  de  (3) 


(*]  Cela  arrive,  par  exemple,  toujours  si  les  trois  courbes  ^j=  o  sont  des  courbes 
adjointes  d'ordre  n  —  3  pour  une  courbe  hjperelliptique  du  »**"•  ordre;  on  ne  peut 
donc,  pour  cette  dernière,  faire  usage  de  courbes  de  l'espèce  en  question  pour  une 
transformation  unidêterminative.  Voir  les  deux  Sections  sulTantes. 

(*)  Voir  la  première  note  de  la  page  97,  t.  II. 
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que  M  =  o  est  de  l'ordre  vs  —  n,  v  désignant  encore  Tordre  de  F, 
s  celui  des  fonctions  0|.  De  plus,  le  premier  membre  de  (3)  s'an- 
nule au  degré  vr  de  multiplicité  pour  un  point  commun  7-*^*^  des  4>/ 
et  la  même  chose  a  nécessairement  lieu  pour  le  second  membre. 
Si  donc  ce  point  est  multiple  d'ordre  i  de  f^  on  reconnaît  que 
M  =  o  a,  en  tout  point  multiple  d'ordre  i  pour  f  et  multiple 
d'ordre  r  pour  chacune  des  courbes  4>|,  un  point  multiple  d'ordre 
vr  —  I. 

La  courbe  M  =:  o  présente  également  de  l'importance  pour  la 
détermination  des  points  multiples  de  F(j^)  =  o.  En  premier  lieu, 
on  aperçoit  immédiatement,  par  ce  qui  a  été  dit  à  propos  des  trans- 
formations Cremona,  que  tout  point  multiple  de^non  situé  en 
un  point  fondamental  du  plan  E^  donne  lieu  à  un  point  multiple 
de  même  sorte  de  F,  et  de  plus  que  tout  point  i*p*®  de  y  situé 
en  un  point  fondamental  de  E^  et  à  branches  ayant  un  cours 
séparé  se  trouve  résolu  en  i  points  simples  de  F.  Si  le  point 
fondamental  en  question  sur  Ejc  est  du  i'*"*  ordre,  ces  i  points  * 
simples  de  F  sont  les  points  de  rencontre  avec  F  de  la  courbe 
fondamentale  correspondante  du  7*^"«  ordre.  Cette  courbe  fon- 
damentale rencontre  encore  ailleurs  F  en  vr  —  i  points  répon- 
dant au  point  multiple  d'ordre  vr  —  i  que  M  =  o  possède  au 
susdit  point  fondamental  du  r**"*  ordre,  car  sur  E^^  l'image  de  la 
courbe  F  n'est  pas  donnée  par^* seulement,  mais  par/" réuni  à  M. 
Nous  trouverons  au  surplus  incessamment  toutes  ces  considéra- 
tions établies  par  voie  purement  algébrique.  Maintenant  il  peut 
aussi  se  produire  sur  F  de  nouveaux  points  doubles  à  chacun 
desquels  répondent  deux  points  séparés  sur  y,  et,  pour  préciser, 
le  fait  arrivera  si  les  courbes  4>  qui  passent  par  un  point  x 
de  y  (caractérisé  par  cette  circonstance)  se  rencontrent  elles- 
mêmes  en  un  second  point  de  y,  c'est-à-dire  si  un  second  point 
de  base  du  faisceau  dont  l'un  des  points  de  base  a  été  supposé 
mobile  sur /"est  également  situé  sur  y,  ce  qui  se  produit  précisé- 
ment aux  points  d'intersection  dey  avec  le  lieu  des  autres  points 
de  base,  c'est-à-dire  avec  M.  Parmi  ces  intersections  figurent  éga- 
lement, ainsi  que  nous  venons  de  le  montrer,  les  intersections  de 
la  jacobienne  du  réseau  des  0  dans  lesquelles  deux  points  de  base 
du  réseau  sont  voisins  l'un  de  l'autre,  sans  que  tous  deux  soient 
exactement  situés  sur  y;  ces  points  ne  donnent  pas,  par  suite,  lieu 
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à  des  points  doubles  de  F  (').  Nous  avons,  en  conséquence,  ce 
théorème  : 

Les  points  d' intersection  rfe  M  =  o  a\^ec  f=  o  qui  ne  sont  pas 
situés  en  des  points  communs  des  courbes  du  réseau  {^)  et  qui  ne 
tombent  pas  aux  points  d'intersection  de  la  jacobienne  de  ce 
réseau  avec  J  sont  associés  par  couples  de  telle  manière  que  les 
points  de  chaque  couple  se  réunissent,  lors  de  la  transforma» 
tion  (2),  en  un  point  double  de  la  nouvelle  courbe  F  =  o. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu^à  déterminer  les  nombres  relatifs  aux 
divers  systèmes  de  points  d'intersection  désignés  ici  pour  avoir 
immédiatement  tous  les  moyens  auxiliaires  nécessaires  à  une 
démonstration  directe  du  théorème  du  genre,  telle  que  nous  la 
donnerons  plus  tard.  Nous  reprendrons  encore  alors  algébrique- 
ment le  théorème  énoncé  en  dernier  lieu. 

On  rencontre  de  même  sur  le  plan  Ej  des  points  fondamentaux 
et  sur  Ex  des  courbes  fondamentales  si  Ton  part  des  équations  (1)  ; 
mais  celles-ci  ne  sont  pas  en  relation  par  elles-mêmes  avec  les 
figures  fondamentales  qui  se  présentent  dans  Téquation  (2)  et 
dont  nous  avons  parlé  récemment,  mais  seulement  eu  égard  à  la 
courbey=  o,  car  c'est  seulement  en  vertu  de  f=  o  que  Ton  peut 
obtenir  au  moyen  des  équations  (2)  les  j'  en  fonction  ration- 
nelle des  X,  à  moins  que  Ton  n'ait  affaire  à  une  transformation 
Creniona.  La  déduction  effective  des  équations  (i)  de  (a),  aiiisi 
que  celle  de  V équation  F  =  o  def=  o,  peut  être  réalisée  de  la 
manière  suivante.  On  éliminera  d'abord  X3  de  chacune  des  équa- 
tions (2)  au  moyen  def=  05  on  obtient  ainsi  trois  équations  de 
la  forme  (1  =  1,  2,  3) 

(5)  •^'z (.rj,  A-„  pji, prj»  f*J*8 )  =  o. 

Ensuite  on  éliminera  X2  successivement  entre  i|/,  =  o,  î|;8=o  et 
ïp2=  o,  ^1*3  =  o;  cela  donne  deux  équations  de  la  forme 


(*)  Cela  u'arriveruit  que  si  la  ligne  joi(rnant  les  deux  points  de  base  voisins,  c'est-à- 
dire  la  tangente  commune  des  courbes  ^  qui  s'y  touchent,  devait  coïncider  avec  la 
tangente  de/;  01  reconnaît  aisément,  par  la  suite  des  développements  du  texte,  qu'il 
se  produirait  alors  nur  F  un  point  de  rebroussement. 
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et  rélimi nation  de  Xy  entre  ces  dernières  donne  Téquation  cher- 
chée F  (7^)  =o,  multipliée  toutefois  d'abord  par  un  facteur  superflu, 
car  par  une  supputation  directe  on  trouverait  (t.  II,  p.  12  et  suiv.) 
l'ordre  v  de  F  phis  grand  qu'il  ne  peut  être  d'après  les  indications 
suivantes.  Actuellement,  nous  pouvons  considérer  les  équa- 
tions (6)  comme  des  équations  en  x^  pour  variable  unique  et  dont 
le  résultant  F  est  nul,  avant  conséquemment  une  racine  commune. 
Or  on  peut  calculer  rationnellement  celte  dernière  de  la  manière 
connue  (  *  )  sous  la  forme 

où  fXi  est  une  fonction  des  jv  et  de  u.  On  peut  trouver  semblable- 
menl  x^  et  x^  > 

f*f^î = eXt  [yu  r«t rs )i    [f-z^^  —  ^j (rn  ri»  r» ). 

11  ne  reste  plus  qu'à  disposer  ces  équations,  en  ajoutant  des  fac- 
teurs convenables  ou  en  chassant  les  facteurs  étrangers,  de  telle 
manière  que  dans  les  premiers  membres  figure  toujours,  au  lieu 
des  quantités  /x/,  le  même  facteur  de  proportionnalité;  les  équa- 
tions (1)  se  trouvent  par  là  établies  d'une  manière  complète. 

Dans  la  théorie  des  transformations  unidéterminatives,  une 
importance  toute  particulière  s'attache  au  théorème  établi  par 
Riemann  et  dont  nous  avons  plusieurs  fois  parlé  et  fait  usage, 
théorème  relatif  à  la  conservation  du  genre  d'une  courbe  dans 
toutes  les  transformations  unidéterminatiy^es  de  cette  dernière 
(t.  II,  p.  86).  Nous  en  avons  déjà  donné  précédemment  une  dé- 
monstration en  établissant,  d'une  manière  générale,  d'après  la 
marche  indiquée  par  Zeuthen,  une  relatjon  entre  les  genres  de 
deux  courbes  présentant  entre  elles  une  liaison  à  détermination 
multiple  (t.  II,  p.  168).  Mais  nous  avons  alors  supposé  que  les 
deux  courbes  avaient  au  plus  des  points  doubles  ou  cuspidaux  or- 
dinaires, tandis  que  notre  proposition  est  aussi  applicable  aux 
courbes  à  singularités  quelconques.  L'importance  du  théorème 
doit  au  surplus  faire  désirer  une  démonstration  directe.  D'autres 
démonstrations, en  grand  nombre, ont  été  données  successivement; 


(')  Voir,  par  exemple,  les  Leçons  d Algèbre  supérieure  de  Salmoïi,  page  64  de  la 
traduction  française  par  Bazix,  ou  page  84  de  la  a*  édition  originale. 
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toutefois,  nous  n'en  rapporterons  que  deux,  et  nous  nous  bor- 
nerons à  renvo^^er  brièvement  aux  autres  à  la  fin  de  cette  Section. 
Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  encore,  pour  com- 
mencer, que  la  courbe  y  =  o  ait  rf  points  doubles  et  /•  points  de 
rebroussement,  mais  pas  d'autres  singularités.  Les  courbes  0,  =  o, 
cl>2=  o,  4>3=  o  seront  supposées  de  l'ordre  ^,  et  nous  admettrons, 
pour  raison  de  généralité,  que  toutes  trois  ont  une  série  de  points 
fixes  en  commun  avec  la  courbe  j=^  o.  Désignons  par  a  4-  t  le 
nombre  de  ces  points  communs,  a  élant  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  des  points  simples  dey*=o,  t  le  nombre  de  ceux  qui  sont 
des  points  doubles  ou  cuspidaux  de  /'=  o.  Le  nombre  des  points 
d'intersection  mobiles  d'une  courbe  du  réseau  (4)  avec  f\  et 
par  conséquent,  d'après  ce  qui  précède  (p.  iJ),  l'ordre  de  F,  est 
alors 

V  Z=.  nS  —  (T  —  ^  T, 

n  désignant  l'ordre  de/=  6.  Or,  parmi  les  courbes  du  réseau  (4) 
qui  passent  par  un  point  quelconque  x  sont  comprises  ii[v-\-p —  1) 
courbes  rencontrant  y=  o  en  deux  points  voisins,  savoir  les 
2  (v  H-  /;  —  i)  —  r  courbes  tangentes  (*  )  et  les  ;•  courbes  du  fais- 
ceau déterminé  par  le  point  x  qui  passent  par  les  points  de  re- 
broussement. Mais  à  deux  points  voisins  sur  y  correspondent  évi- 
demment deux  points  voisins  sur  F.  Aux  ^[v -h  p  —  1)  courbes 
précitées  du  faisceau  correspondent  donc  sur  le  plan  E^-  autant  de 
droites  du  faisceau  de  rayons  passant  par  j^,  droites  rencontrant  F 
en  deux  points  voisins  si  y  répond  au  point  x.  D'autre  part,  le 
nombre  de  ces  droites  est  donné  par  le  nombre  des  tangentes 
menées  dej^'  à  F  et  par  le  nombre  des  lignes  joignant  r  aux  points 
de  rebroussement  de  F,  c'est-à-dire  qu'il  est  égal  à  2(v  4-  r  —  i), 
7î  désignant  le  genre  de  F.  Mais  de  l'égalité  des  deux  nombres 
résulte  en  fait 


TT, 


ce  qu'il  fallait  démontrer  [^). 


(')  f^oir  t.  Il,  p.  94,  171  et  187.  On  peut  aisément,  d'après  la  note  de  la  page  171, 
forraer  une  courbe  qui  truversc  ces  points  de  contact  sur/*. 

(*)  Dans  cette  démonstration  on  regarde  comme  connue  la  proposition  d'après 
laquelle,  pour  le  nombre  des  courbes  tan{;ente8du  réseau, on  ne  doit  prendre  en  con- 
sidération que  les  intersections  mobiles  des  ^^  avec  f  Nous  ne  démontrerons  ce  théo* 
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Nous  donnerons  ensuite  une  démonstration  algébrique  di^ 
recte  [*)  du  théorème  de  Rîemann,  en  déterminant  d'une  façon 
précise  le  nombre  des  points  multiples  de  la  courbe  F  et  en  calcu- 
lant ainsi  le  genre  de  cette  dernière.  Les  moyens  nécessaires  pour 
réaliser  cette  démonstration  ont  été,  au  fond,  déjà  fournis  parles 
considérations  géométriques  ci-dessus  (p.  ai  et  suiv.),  mais  nous 
en  reprendrons  encore  une  fois  partiellement  le  développement. 

En  même  temps,  nous  généraliserons  les  hypothèses  faites  sur 
la  nature  de  la  courbe/",  laquelle  pourra  posséder  a/  points  mul- 
tiples d'ordre  i,  tous,  du  reste,  à  langentes  séparées;  il  pourra  y 
avoir  aussi  r  points  de  rebroussement.  Le  genre  de^sera,  par  défi- 
nition (t.  II,  p.  i!i5  et  suiv.),  le  nombre 

(7  )  P=i["-^)['' -''-]-  ;  2!"''^'  •"')"■''• 

i 

Voyons  d'abord  comment  les  points  singuliers  def=  o  se  com- 
portent dans  la  transformation.  En  posanty=  rtj,  on  a,  indépen- 
damment des  z,  pour  un  point  de /multiple  d'ordre  p, 

(8)  a"^-f^' ai-' =  o, 

et  les  p  directions  d'avancement  partant  de  .r  sont  déterminées 
par  les  équations 

(9)  fl«-P<7j^j.=:  o,     A-,f/,r,  -f-  X,«f.rj  -h  A^(ix^=o, 

si  A'i  JTi -+- Âa^a-h /3X3=  I  désigne,  suivant  ce  que  nous  connais- 


rcroe  que  plus  lard,  à  Taide  de  celui  sur  la  conservation  du  genre,  en  prouvant  que 
pour  le  nombre  des  coïncidences  d'une  correspondance  il  faut,  d'une  manière  géné- 
rale, avoir  égard  uniquement  aux  intersections  mobiles.  On  s'assure  facilement  aussi 
de  l'cxaclitudc  de  cette  affirmation  dans  le  cas  présent,  car  O-  II,  p.  i65)  les  points 
de  contact  des  courbes  ^  qui  passent  par  x  sont  traversés  par  la  courbe 

les  déterminants  fonctionnels  étant  supposés  écrits  par  rapport  aux  variables^-,  ou 
bien,  par  exemple,  si  x  est  situé  sur  *,  =  o  ot  0,=  o,  par  (/^^O,)  =  o  {voir  t.  II, 
p.  171,  note).  Celle  courbe  coupe  en  effet /eu  2(v-h/»  — i)  points  k  employer,  ainsi 
qu'on  le  reconnaît  d'après  les  propositions  de  la  page  loi,  t.  II. 

(*)  Cette  démonstration  se  rattache  à  celle  donnée  par  Clebsco  et  Gordax,  Théorie 
der  AbeUchen  Functionen^  Leipzig,  1866,  p.  54  et  suiv.;  c'est  là  que  les  transformations 
à  détermination  unique  étudiées  par  Ricmann  ont  été  pour  la  première  fuis  traitées 
géométriquement. 
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sons,  ridentîté  qui  existe  entre  les  valeurs  absolues  des  :r/(t.  II, 

p.  i54). 

Actuellement,  si  Ton  admet  que  les  courbes  4>/  =  o  ne  passent 
pas  toutes  par  x,  et  que,  par  suite,  yi  n'est  pas  nul  pour  le  point 
Xy  au  point  x  correspond  sur  F,  en  vertu  de  (2),  un  point  complè- 
tement déterminé  j',  point  qui  est  précisément  multiple  d'ordre  p. 
Cette  dernière  conséquence  résulte  de  ce  que,  en  vertu  des  équa- 
tions découlant  de  (2),  savoir 

(10)  iL,cljri-\'yi.dii.  =  -^  dx^^  -^---^•,H-  -r—  rAr„ 

0''^\  ^'^'i  (/«^j 

à  tout  système  de  valeurs  des  dxi  répond  un  système  de  valeurs 
complètement  déterminé  des  ^z,  tant  que  fx  n'est  pas  nul,  et  le 
fait  a  lieu  indépendamment  de  la  question  de  savoir  si  les  valeurs 
des  dxi  qui  se  tirent  de  (9)  sont  différentes  ou  non  les  unes  des 
autres,  et  dans  le  cas  même  où  deux  branches  de^  tangentes  en  x 
se  confondraient  encore  dans  les  dérivées  d*ordre  supérieur. 
Nous  avons,  en  conséquence,  ce  théorème  [voir  t.  II,  p.  207 
et  suiv.)  : 

u4  un  point  singulier  de  f  par  lequel  ne  passent  pas  à  la  fois 
toutes  les  courbes  employées  pour  la  transformation  correspond 
sur  F  un  point  singulier  de  même  nature. 

Admettons  maintenant  que  x  soit  im  point  fondamental  de  la 
transformation,  c'est-à-dire  que  toutes  les  courbes  du  réseau  (4) 
passent  par  x;  nous  aurons  simultanément 

Alors,  dans  les  premiers  membres  des  équations  (10),  il  ne  reste 
plus  que  les  expressions  j/Jjtx,  d^  étant  différent  de  zéro,  et,  par 
conséquent,  à  chaque  direction  d'avancement  dx  sur  y  répond  un 
point  j-  sur  F.  Donc,  à  un  point  multiple  d'ordre  p,  à  tangentes 
séparées  sur  y,  correspondent  p  points  différents  sur  F;  si  en  par- 
ticulier X  est  un  point  de  rebroussement  def  deux  points  voisins 
lui  correspondront  sur  F  (*).  Les  choses  se  passent  tout  à  fait  de 


(*)  Voir  aussi  la  note  de  la  pa^e  6. 
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méine  si  les  courbes  4>/  ont  toutes  à  la  fois,  en  un  point  multiple 
d'ordre  p  pour  y,  un  point  multiple  d'ordre  x,  par  exemple.  Si 
Ton  suppose  d'abord  -a  =  t.,  les  seconds  membres  des  équations 
(lo)  s^annulent  et  il  vient  r/|x  =  o.  Par  la  differentiation  de  ces 
équations,  nous  trouvons  ensuite,  en  posant  4>/ =  aj/?*, 

c'est-à-dire  qu'à  chaque  direction  d'avancement  dx  surf  corres- 
pond sur  F  un  point  y.  Dans  le  cas  de  x  =  3,  il  vient  aussi, 
d'après  (i  i),  rf^fx  =  o,  et  nous  obtenons,  en  difTérentiant  encore  une 
fois, 

.;ii)*  r/ûPf*  =  *(^~i)(^~2)a;^>'-'a'^i,    .... 

On  reconnaît  ainsi,  en  concluant  immédiatement  de  y,  =  'k  à 
X  =  A  -f-  I,  que  notre  affirmation  est  exacte.  Donc  : 

Si  les  courbes  4>/  ==  o  ont  toutes  ensemble  en  un  point  de  f^ 
multiple  d'ordre  p  et  à  tangentes  séparées,  un  point  simple  ou 
multiple,  à  ce  dernier  correspondent,  sur  F  =  o,  p  points  séparés 
{(pu  sont  les  points  de  rencontre  avec  F  de  la  courbe  fondamen- 
tale qui  répond  sur  E^  au  point  multiple  de  f  sur  Ejp)  (p.  5). 

Nous  appliquerons,  ainsi  qu*il  suit,  ce  résultat  au  calcul  du  genre 
de  F.  Supposons  que  parmi  les  a/  points  ï*p'^*  de  y  il  y  en  ait  aj  par 
lesquels  les  courbes  4>  ne  passent  pas  et  a\  par  lesquels  ces  courbes 
passent  une  ou  plusieurs  fois,  en  sorte  que 


(12)  «/  =  «i  -+-  «i. 

Dans  le  même  sens,  les  r  points  de  rebroussement  seront  sup- 
posés se  partager  en  deux  groupes  respectivement  de  z*'  et  ;•" 
points,  ces  derniers  étant  des  points  multiples  des  4>  (voir  p.  i3). 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  F  ait  /3/  points  multiples 
d'ordre  i.  Parmi  eux  figurent,  d'après  ce  qui  précède,  «J  points 
provenant  des  points  multiples  de  f;  les  autres  |3|  —  a)  restants 
proviennent  du  rapprochement  de  points  qui  étaient  séparés  surf 
Mais,  en  général,  il  ne  se  produira  à  nouveau  sur  Y  que  des  points 
doubles  [ou  cuspidaux)  simples,  en  sorte  que,  si  y  désigne  leur 
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nombre,  on  aura  les  relations  suivantes  : 

(ïS)  7=:f3g—a;,     133=  «5,     ?k=<xi, 


t  •  ■  • 


Si,  en  effet,  p  points  séparés  surydoivent  se  réunir  pour  former 
un  point  multiple  d'ordre  p  sur  F,  et  que  m^.=  o,  v^  =  o  soient 
deux  rayons  menés  par  ce  dernier,  chaque  rayon  z/^-h  X(;^=  o  ne 
peut  plus  rencontrer  la  courbe  qu'en  v  —  p  points  mobiles  ;  par 
conséquent,  les  courbes  du  faisceau 

ne  peuvent  plus,  elles  aussi,  rencontrer  la  courbe  y  =  o  qu'en  v  — p 
points  mobiles.  Donc,  tandis  qu'en  général  une  courbe  du  réseau 
(4)  est  déterminée  par  deux  points,  il  faudrait  alors  que  sury=  o 
on  pût  choisir  p  points  tels  que  par  eux  passât  un  nombre  infini 
de  courbes  du  réseau.  Il  faudrait  donc  qu'il  existât  entre  les 
courbes  du  réseau  et  la  courbe  y  =  o  des  relations  particulières, 
car,  dans  un  système  doublement  infini  de  courbes,  ce  qu'on  peut 
demander  au  maximum,  c'est,  sur  une  série  simplement  infinie  de 
points,  d'en  choisir  deux  tels  que  par  eux  passent  un  nombre 
infini  de  courbes  du  système  [voir  aussi  t.  II,  p.  i45).  Nous 
supposerons  donc  d'abord  que  les  équations  (i3)  existent  pour 
notre  transformation.  Le  genre  deF  =  o  est  alors 

(«4)  „.-=i(v-.)(v-«)-iy«W(/-,)-,'-y. 

i 

Il  noiis  reste  à  déterminer  dans  cette  foi^mide  les  nombres  v  et  y. 
Pour  simplifier  les  développements  qui  y  conduisent,  remarquons 
que  nous  pouvons  toujours  supposer  les  courbes  $/  telles  que  la 
multiplicité  de  leurs  points  communs  situés  en  un  point  multiple 
d'ordre  i  pour  y  =  o  soit  la  même  pour  toutes  les  courbes  du 
réseau  en  tous  (*)  les  points  i^P^^'  de  J ■=  o.  L'exactitude  de  nos 
considérations  ne  serait  pas,  en  effet,  détruite  par  une  transfor- 
mation linéaire  des  j^;  il  ne  s'agit  donc  pour  notre  objet  que  des 
points  des  courbes  4>/  qui  sont  également  communs  à  toutes  les 


(*)  Cette  dernière  convention  ne   fera  qu'éviter  dans  ce  qui  suit  l'écriture  d'une 
double  somme,  tandis  que  la  première  est  d'une  importance  capitale. 
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courbes  du  réseau  (4).  Si  donc,  par  exemple,  4>3=  o  devait  avoir, 
en  un  point  r^^^''  de  <!>,  =  o,  <I>2=  o  un  point  multiple  d'ordre  p, 
p  étant  plus  grand  que  r,  il  suffirait  de  compter  ce  point  simple- 
ment comme  point  multiple  d'ordre  r.  Si  d'ailleurs  les  courbes 
4>/=  o  passent  p  fois  par  un  point  i*p'"  de  f=  o,  p'  fois  par  un 
autre,  •..,p^*^  fois  par  le  dernier  (avec  la  condition  |0<^jo'<[...<^p^*^), 
nous  pouvons  déterminer  une  courbe  Y  =  o  telle  que  les  courbes 
4>|y  =  o,  4>2Y=  o,  <I>jY=o  aient  en  tout  point  de^,  multiple 
d'ordre  i,  un  point  multiple  d'ordre  p^^K  Or,  si  nous  ajoutons  le 
facteur  en  question  dans  les  seconds  membres  des  équations  (2), 
le  résultat  de  la  transformation  ne  sera  pas  modifié,  l'opération 
n'ayant  d'influence  que  sur  le  facteur  M.  Mais  nous  pouvons  tou- 
jours imaginer  que  le  facteur  V  est  déjà  compris  dans  les  0/; 
noire  proposition  est  ainsi  démontrée  exacte.  Nous  pouvons  tou- 
jours admettre  que  les  courbes  ^i  aient  en  chacun  des  a]  points 
multiples  d'ordre  i  de  f  un  point  multiple  d'ordre  ri  et  en  chacun 
des  /•"  points  cuspidaux  defun  point  multiple  d'ordre  t  et  qu'elles 
aient  en  outre  q  intersections  simples  en  a  points  simples  de  f. 
Alors  le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  des  ^i  avec  J\ 
c'est-à-dire  l'ordre  de  F,  est 

f  i5)  v=:  ns  —  0-  —  ^'A^ii  —  2  r/'      (  * )- 

Pour  déterminer  enfin  le  nombre  y  qui  figure  dans  (i4)î  nous 
avons  à  chercher  une  courbe  qui  découpe  sur  f  tous  les  couples 
de  points  donnant  lieu  à  des  points  doubles  de  F.  Or  une  courbe 
de  cette  espèce  nous  est  fournie,  d'après  ce  qui  précède,  par  M  =  o 


(*)  Pour  /=  fl J, .?",  =  i/^,  *i  =  ^!?~*  ^1»  ^*""  "  =  m,  s  =:  m  —  i ,  a,-  =  aj,  «J  =  o, 
/=  0,  r  =.  r^y  ^"1=  '  —  '?»  =  '■>  '  =  I  (cette  dernière  égalité  parce  que  les  courbes  ♦ 
touchent  la  courbe  y  =  o  au  point  de  rcbroussement),  on  déduit  à  nouveau  do  là  la 
classe  de  la  courbe  primitive 

y  =m(in  —  1)  —  2a^/(<  —  i)  —  3r. 

D'uu  autre  côté,  si  l'on  prend /=  (a*c)"aJ-*^^~*<;J-*  et  encore  ♦=aj»-*<i,, 
F  =  o  donne  (t.  U,  p.  83)  l'équation  de  la  steinérienno  en  coordonnées-lignes,  et 
parla  formule  (i5)  on  trouve  pour  la  classe  de  cette  dernière,  en  observant  que  dans  le 
cas  actuel  9  =  2  (  parce  que  la  hessicnue  a,  comme  on  sait,  un  point  triple  en  chaque 
point  de  rebroussement  de  a^  =  0), 

V  =  3 (/»  —  i)(m  --  2)  —  2  a,/( c  —  i)  —  4  r. 


l4  TOME   III.  ^   CUAPITAE   I. 

• 

(p.  6  et  suiv.);  on  peut  aussi  le  reconnaître  ainsi  qu'il  suit.  Nous 
demandons  combien  de  fois  il  peut  arriver,  en  général,   que  les 

dérivéçs  — r s'évanouissent  simultanément.    Or  on  a,    d'après 

(3)  et  (2), 


'i  Zj 


f*'-^7-^=  y  -^i—  ir-^y-'-iz-^ 


k 


car  de  (2)  résulte,  par  exemple,  pour  1  =  1, 

()*t  <^*j  ^♦s 

àfx  dj\  dj\ 

Si  donc  nous  posons  — — ■  =  Fi(4>),  il  vient 

(16)  u-«F,(r)  =  F/(*). 

^D'après  cela,  les  dérivées  ^i{j)  s'évanouissent  toujours  en 
même  temps  que  les  expressions  F/(4>),  à  moins  que  toutes  les 
quantités  4>/  (et  par  suite  jix  également)  ne  soient  nulles  en- 
semble. Dans  ce  dernier  cas,  les  expressions  F|(4>^  s'évanouissent 
dans  (16)  à  l'ordre  /^(v  —  i)  pour  un  point  multiple  d'ordre  />,  et 
il  en  est  de  même  de  /ix""*  ;  si  donc  nous  connaissons  les  points  x 
de^pour  lesquels  les  F|($)  s'annulent,  nous  n'avons  à  en  séparer 
que  les  points  communs  aux  4>/;  les  autres  points  restants  déter- 
minent des  points  x  tels  qu'ils  se  réunissent  deux  à  deux  en  un 
point  double  de  F. 

En  différentiant  l'équation  (3)  suivant  les  quantités  xi,  on  en 
tire  les  trois  équations 

Premièrement  donc  les  F/(<I>)  sont  toujours  nuls  si  les  -^  s'an- 
nulent, à  moins  que  le  déterminant  fonctionnel  des  4>/,  lequel  sera 
désigné  par  (<1>4,<I>2»  ^s)»  ne  s'évanouisse;  mais  alors  x  est  un 
point  multiple  de  y,  et  nous  avons  déjà  considéré  les  cas  de  ce 
genre. 

Secondement,  les  F/(4>)  sont  toujours  nuls  si  M  s'annule,  en 
exceptant  de  nouveau  les  points  x  de  f  pour  lesquels  le  détermi- 
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nant  fonctionnel  (4>|,  <I>2>  ^a)  s'évanouît  encore,  et,  en  fait,  la 
courbe  M  =  o  passe  bien  par  les  points  d'intersection  de  /*=  o 
et  de  (4>i,4>2,4>3)  =  o  (p.  4)-  Mais  M  est  de  Tordre  V5  — /z, 
(4>|,  <I>2,  4>s)  de  Tordre  3^ —  3;  le  nombre  des  points  d'intersec- 
tion utilisables  pour  nous  de  M  avec  y  serait  donc  à  première  vue 
égal  à 

;i8)  n[vs  —  n-^  3a.-I-3). 

De  ce  nombre  nous  avons,  d'après  (i6),  à  retrancher  les  points 
situés  aux  points  communs  des  courbes  4>|.  Or,  M  a  en  tout  point 
cun  point  multiple  d'ordre  v  —  i  (p.  5)  et  en  chacun  des  a]  points 
jipi»  j^y  yjj  point  multiple  d'ordre  vri  —  i.  Par  conséquent,  aux 
points  communs  des  4>  et  de  y  sont  situées 

P=:(v  — i)<r-h  2a;/(vr,-—/)  -^  ^r" [vt  — -i] 

intersections  de  M  et  de  f.  Mais  aux  mêmes  points  se  trouvent 

aussi 

Q  =  2.(7  -h  2aî/(3r/—  i)  +  2/^(3/  —  l) 

intersections  de  y  et  de  (^i,^2>^8)»  car  en  un  point  commun 
r'P**^des  0  la  jacobienne  a  un  point  multiple  d'ordre  3/7 —  i  (t.  II, 
p.  io4).  Ces  dernières  sont  déjà  comprises  parmi  les  72  (35  —  3)  points 
qui  ont  été  considérés  dans  le  nombre  (i8).  Nous  avons  donc  à 
retrancher  en  tout  de  (i8)  le  nombre 

P  — Q={v-.3)<r-+-2a';/[(v— 3)r/— t-Mj-ha/^'lrv— 3/  — i). 

Le  nombre  des  points  d'intersection  de  M  et  dey  utilisables 
pour  nous  est  donc  finalement  égal  à  (*) 

n[vj~/?  — 35-4-3)  — (v  — 3)((r-h2r"/)  — 2:a-f[(v  — 3)r/— /-f-l]  +  2r'' 


(*)  ObserTons  que  des  relations  tout  à  fait  analogues  à  celles  qui  existent  entre  M, 
(♦it  *v  ♦•)»  /  ont  également  lieu  entre  F,  (♦),  (•„  ♦„/),/  ou  F,(*),  (*„  ♦.,  /) 
ou  F,(  «),  (*j,  ♦,,/),/,  car  des  équations  (17)  résultent  pour/=  o  les  relations 

Nous  pourrions  donc,  au  lieu  de  M,  prendre  aussi  pour  base  de  nos  considérations 
une  des  courbes  Fj(^),  comme  l'ont  fait  effectivement  Clebsch  etGordan  ( /or.  ctV.).  On 
doit  utiliser  alors,  au  lieu  des  propositions  sur  le  mode  d'existence  de  (  A,,^,,  ^,)  en 
un  point  commun  des  ^1  celles  relatives  au  mode  d'existence  d'un  déterminant 
(^fi^kt/)  (t*  lU  p<  98  etsuiv.}.  Nous  apprendrons  plus  tard  à  déterminer  ces  points 
Autrement,  (^of'r  la  Section  sur  les  généralisations  des  formules  de  correspondance.) 
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OU,  en  vertu  de  (  i5^.  à 

[v  —  i) (v  -  a)  —  [n  —  i] (/i  —  2)  -+-  2k';/(/  —  r)  +  2/'. 

Pour  chacun  de  ces  points  x,  il  y  a  évanouissement  non  seule- 
ment des  fonctions  F/(<I>),  mais  encore  des  fonctions  F/(j')  ;  deux 
d'entre  eux  donnent  donc  naissance  à  un  point  double  ou  à  un 
point  de  rebroussement  de  F,  c'est-à-dire  que  nous  avons 

(•9)      7  =  i(v-l)(v-2)-i{«_i)(n-2)4-i2«:/(/-,)+r''. 

Si  Ton  porte  ce  résultat  dans  (i4)>  il  vient,  en  vertu  de  (12), 

izz  -;  (,i  -  i)(«  -  2)  -  -•  2«,-/(/  -  i)  -  r, 

OU  enfin  7r=/>.  c.  q.  f.   d. 

Le  ihéorcmc  sur  la  conservation  du  genre  se  trouve  ainsi  dé- 
montré pour  les  suppositions  que  nous  avons  faites.  Nous  avons 
admis  qu'il  n'y  avait  pas  plus  de  deux  points  séparés  dey  se  réunis- 
sant pour  former  un  point  multiple  de  F,  mais  qu'il  y  avait  des 
points  séparés  de  F  auxquels  correspondait  un  point  multiple  dey*. 

Or  on  peut  aisément  faire  disparaître  cette  restriction.  Si  nous 
admettons  d'abord  que  sur  F  de  nouveaux  points  multiples  pren- 
nent naissance  par  suite  de  la  transformation  (2),  nous  commen- 
cerons par  remplacer  cette  dernière  par  cette  autre, 

les  fonctions  Y/  étant  du  même  ordre  que  les  fonctions  4>/,  mais, 
du  reste,  complètement  arbitraires.  On  peut  donc  ici  choisir  les 
Y/  de  telle  sorte  que  la  transformation  soit  de  nature  entièrement 
générale,  et  que,  par  suite,  la  courbe  F'  transformée  de^n'acquière 
à  nouveau  que  des  points  doubles  simples.  Actuellement,  si  l'on 
prend  e  infiniment  petit,  F'  sera  voisine  de  F,  et  il  y  a  une  partie 
des  nouveaux  points  doubles  délayant,  les  uns  par  rapport  aux 
autres,  une  situation  telle  que  pour  e  =  o  ils  se  réunissent  par 
groupes,  de  manière  à  former  de  nouveaux  points  doubles  de  F. 
Mais,  comme  notre  théorème  a  lieu  pour  F'  et  que  le  genre  de  F 
concorde  avec  le  genre  de  P,  la  proposition  a  lieu  également  pour 
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la  transformation  de  F  en  ff  et  nous  avons  par  là  démontré  le 
théorème  suivant  : 

Si  deux  courbes  qui  possèdent  des  points  multiples  à  tangentes 
non  confondues  et  des  points  de  rebroussement  séparés  ont  entre 
elles  une  relation  à  détermination  unique^  ces  courbes  appar- 
tiennent  au  même  genre  (  *  ). 

Une  étude  directe  des  cas  où  il  n'est  fait  sur  les  points  mul- 
tiples dey=  o  et  F  =  o  aucune  hypothèse  de  nature  à  simplifier 
présente  quelques  difficultés  ;  mais  on  peut  se  tirer  de  ces  cas  en 
définissant  le  genre  comme  nous  Tavons  fait  plus  haut,  à  Toccasion 
d'une  application  des  transformations  Cremona  (^).  Nous  com- 
mencerons par  changer  comme  alors,  au  moyen  de  transforma- 
tions Cremona,  les  courbes  y  et  F  en  des  courbes  C  et  G  qui  ne 
possèdent  que  des  points  multiples  ordinaires  et  dont  les  genres  p 
et  TT  concordent  par  définition  avec  les  genres  de^* et  F,  Si  main- 
tenant les  courbes  y*  et  F  sont  liées  unidéterminativement  Tune  à 
l'autre,  il  en  est  de  même  de  C  et  C;  /?«/•  conséquent,  d'après  ce 
ifui  précède,  p  =  it. 

Nous  passons  à  quelques  applications  des  méthodes  men- 
tionnées ici. 

Dans  l'étude  des  systèmes  de  points  sur  une  courbe  algébrique 
(t.  II,  p.  i36  et  suiv. ),  nous  avons  vu  qu'il  est  particulièrement 
important  de  considérer  les  groupes  de  points  qui  sont  découpés 
par  des  courbes  adjointes,  c'est-à-dire  par  des  courbes  qui  passent 
i —  I  fois  par  tout  point  i*P**  de/*,  et  parmi  ces  courbes  adjointes 
nous  avons  dû  signaler  celles  d'ordre  n  —  3.  Au  moyen  des  déve- 
loppements actuels,  cette  importance  remarquable  des  courbes 
adjointes  peut  encore  se  reconnaître  d'une  autre  manière. 

Soit  0(j^)  =  o  une  courbe  C,*  adjointe  à  F(^),  et  supposons 


(*)  Mais,  à  rinverse,  deux  courbes  de  même  genre  ne  sont  pas  toujours  transfor- 
mables unidéterminativement  Tune  on  l'autre,  et,  pour  qu'il  eu  soit  ainsi,  il  faut 
l'égalité  de  certains  nombres  (appelés  modules)  qui  correspondent  aux  invarianta 
absolus  des  transformations  linéaires,  {f^oir  sur  ce  sujet  les  deux  Sections  suivantes.) 

(*)  T.  II,  p. Q 17.  Il  est  à  remarquer  que  les  recherches  de  M.  Halphen,  citées  p.  216, 
ont  été  publiées  avec  plus  de  détails  dans  les  Mémoires  des  Sat^ants  étrangers, 
t.  XXVI.  (Foir  aussi  du  même  auteur  :  Sur  le  genre  des  courbes  algébriques.  Associa-^ 
tion  française  pour  l'avancement  des  sciences.  Congrès  de  Nantes,  1875). 

Clebsgo.  ->  Géométrie,  III.  2 
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que  9'(x)  =  o  soit  une  courbe  qui  découpe  sur  f[x)  =  o  les 
groupes  de  points  répondant  aux  points  d'intersection  de  0  et 
de  F  en  vertu  de  la  transformation  (2),  et  qui  ne  rencontre  plus 
la  courbe  /qu'aux  points  singuliers  (les  circonstances  de  ces  ren- 
contres restant  à  déterminer).  Alors  doit  exister  en  tous  les  cas 
une  équation  de  la  forme 

Ae(*)  =  B:^(.r)H-c/(x). 

Or,  par  hypothèse,  0(j^)  =  o  passe  par  tous  les  points  doubles 
de  F;  par  conséquent,  0(4>)  =0  passe  par  tous  les  couples  de 
points  de  f  dont  dérivent  les  points  doubles  en  question  de  F. 
Donc  6  =  0  doit  passer  le  même  nombre  de  fois  par  ces  points, 
car,  par  hypothèse,  S  =  o  ne  les  renferme  point.  Nous  pouvons, 
par  suite,  substituer  à  B  la  fonction  précédemment  désignée  par  M, 
à  la  condition  de  déterminer  en  môme  temps,  d'une  .manière 
convenable,  le  mode  d'existence  de  A,  &  et  C  aux  points  singuliers 
de  F.  Mais  la  courbe  M  =  o  passe  non  seulement  par  les  couples 
précités  et  par  les  points  singuliers  de^,  mais  encore  par  les  points 
d'intersection  de/*  avec  la  jacobienne  des  courbes  ^;  conséquem- 
mjent,  A  passera  également  par  les  mêmes  points.  Pour  cette  rai- 
son, nous  poserons  directement  A  ==  (4>i,  <I>2i^3)-  Alors  la  mul- 
tiplicité du  produit  A0(4>)  en  tout  point  i*p*®  dey(par  lequel  les 
courbes  4>  passent  7V  fois)  est,  d'après  des  propositions  précé- 
dentes, égale  à  fx/v-hS/v — i;  d'autre  part,  la  multiplicité  de 
B(  =  M)  est  égale  à  v/\  —  1;  l'équation  précédente  sera  donc  tou- 
jours possible,  en  supposant  que  l'on  puisse  attribuer  à  la 
courbe  S  =  o  en  tout  point  i***^®  de  f  un  point  multiple  d'ordre 
(jtx —  V  4-  3)/'|-+-  i  —  I.  Il  s'agit  donc  de  montrer  que  cette  possi- 
bilité existe  toujours,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  toujours  déterminer 
une  courbe  ^  d'ordre  convenable,  suivant  la  manière  indiquée. 

Les  ordres  de  A,  B,  0  et  4>|  étant  connus,  l'ordre  x  de  &  est 
facile  à  déterminer;  on  trouve 

(20)  X  =z3s  —  3^  fis  —  v5-4-/i=:5(fA— v-|-3)-H/i —  3. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  i' =  /■'=/''''=:  o,  et 
nous  désignerons  la  multiplicité  de  &  en  un  point  i*P^'  dejT par  y\^ 
en  sorte  que 

(21)  ^/=:(p  — v4-3)0H-/— I. 
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Le  nombre  des  coefficients  à  déterminer  dans  ^  sera  égal  à 
7x(jr  +  3).  La  courbe  â  doit  passer  par  les  fjLV  —  2y  —  Haii^i  —  i) 
points  qui  correspondent  sur  f  aux  intersections  de  0  et  de  F 
non  situées  aux  points  singuliers  de  F.  Le  nombre  total  des  con- 
ditions données  pour  les  coefficients  de  ^  est  donc,  en  tenant 
compte  de  ce  que  (pour  /^^v  —  3)  p  de  ces  derniers  points  se 
déterminent  au  moyen  des  autres,  égal,  en  vertu  de  (19)  et  (i5),  à 

fzv  —  27  —  luil{i  —  i)  —  ;?  H-  ;  2j,-  [xi  H-  l) 

—  av  —  (v  —  I  )  (v  —  2  )  -f-  /?  -f-  i^filrt  -H  l) 

—  ^[„S  —  <r  —  2«>/0  —  (v  —  l)  (v  —  2)  -h  i2j/(ji  -f-  l)  +^. 

Nous  noiLS  proposons  maintenant  de  montrer  que  ce  nombre, 
lorsque  p.  augmente,  croit  toujours  plus  lentement  que  le  nombre 
^x[x  '\'i).  Si  nous  posons  en  effet  /:x  + 1  à  la  place  de  |tz,  ce 
dernier,  d'après  (20),  augmente  de 

et  le  premier,  d'autre  part,  de 

t  =z  i.2al/-/(r,-  +  2j/  -H  i)  -h  /îf  —  <r  —  Sa^r//. 

Nous  pouvons,  en  général,  supposer  les  courbes  4>  non  décom- 
posables,  car,  si  <1>|,4>2,  4>3  se  décomposaient  individuellement  en 
facteurs,  il  n'en  serait  néanmoins  pas  ainsi  pour  une  courbe  quel- 
conque du  réseau  des  ^(*);  nous  avons  par  suite,  puisqu'il  existe 
un  nombre  doublement  infini  de  courbes  4>  dans  le  réseau,  les 
nouvelles  relations 

et  l'on  déduit  de  là,  par  combinaison,  en  observant  que  la  diffé- 
rence positive  des  deux  membres  de  la  première  inégalité  est  plus 
petite  que  celle  des  deux  membres  de  la  seconde, 

Par  conséquent,  le  premier  et  le  troisième  terme  de  z  sont  sépa- 


(*)  Si  précédemment  (p.  i3)  nous  avons  aUribué  occasionnellement  un  facteur 
commun  à  toutes  les  fonctions  ^,  ce  n'était  que  pour  simplifier  et  à  cause  du  but  que 
nous  nous  proposions  alors. 

2. 
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rément  plus  grands  que  le  premier  et  le  troisième  terme  de  t,  c^est- 
à-dJre  que  les  sommes  -jSaJrJ  et  -jSaJ/v.  Mais  le  second  terme  de  z 
est  également  plus  grand  que  la  somme  des  autres  termes  de  t 
(ou  égal  à  cette  somme),  c'est-à-dire  qu'on  a,  en  vertu  de  (20) 
et  (21), 

jft  (^  —  V  H-  3)  -H  5(1  —  3)>  (ix  —  V  -h  3)  Sajrf  -f-  /I5  —  o-  —  2a-r/. 

Ici,  en  effet,  le  coefficient  de  fi  —  v -f- 3  dans  le  premier 
membre  est,  en  vertu  de  (22),  plus  grand  que  dans  le  second 
membre  ;  le  terme  ns  se  présente  de  la  même  façon  dans  les  deux, 
et  pour  les  autres  termes  on  a  à  faire  de  nouveau  usage  de  l'équa- 
tion (22).  Notre  affirmation  précédente  est  donc  démontrée. 

Nous  montrerons  encore  incessamment  que  les  conditions 
établies  pour  ^  sont  toujours  réalisables  si  /x  =  v  —  3,  et  qu'elles  le 
sont  conséquemment,  en  vertu  de  la  proposition  que  nous  venons 
de  démontrer,  pour /x  >  V — 3.  c.  q.  f.  d. 

Les  cas  où  fi  est  <^v  —  3  se  résolvent  d'après  cela  très  facile- 
ment; il  suffit  de  prendre  z  et  t  négatifs.  Nous  pouvons  donc  fina- 
lement énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  système  des  points  d'intersection  avec  F  d'une  courbe  0 
du  ^«^'»*  ordre  adjointe  à  F  devient,  dans  la  transformation  uni- 
déterminatis^e  de  F  enf  le  système  des  points  d'intersection  d'une 
courbe  ^  adjointe  de  f^  courbe  de  l'ordre  ^(/x  —  v-|-3)-f-'i  —  3, 
s  désignant  l'ordre  des  coiwbes  de  transformation  ^i  dans  (2), 
V  celui  de  ¥^  n  celui  de  f.  Mais,  parmi  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  &  avec  f  il  y  en  a  un  plus  grand  nombre  tombant 
aux  points  multiples  def  qui  ne  se  rencontrent  pas  dans  F  qu'il 
ne  serait  nécessaire  pour  une  courbe  quelconque  adjointe  àj\  et, 
pour  préciser,  le  nombre  des  intersections  defet  de  ^  non  situées 
aux  points  singuliers  est  égal  au  nombre  des  intersections  corres* 
pondantes  de  F  et  de  0.  On  a  d'ailleurs  la  relation 

(23)  (♦»,  ♦..  ♦,)  e(*0  =  M^(x)  4-  C/, 

oii  la  fonction  M  est  définie  par  (3)  et  les  fonctions  4>i  sont  dé- 
finies  par  (2). 

Nous  avons  encore  maintenant  à  démontrer  la  dernière  équa- 
tion pour  le  cas  de  fx^zn  —  3.  Parmi  les  2^  —  2  points  d'Inter- 
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section  de  la  courbe  6  avec  F  non  situés  aux  points  singuliers 
de  F,  ^  —  I  sont,  comme  on  sait  (t.  II,  p.  i4o),  déterminés  par 
les  autres  [p  désignant  encore  ici  le  genre  de  F  ety).  Il  s'agit  donc, 
puisque  l'ordre  a:  de  ^  est  actuellement  égal  an  —  3  et  que  Ton 
trouve  ^/=i  —  i,  de  montrer  que  par  les  p  —  i  points  corres- 
pondants sur  y  on  peut  toujours  faire  passer  une  courbe  du 
(/z  —  3y*n»e  ordre  adjointe  ày,  c'est-à-dire  que 

in[n  —  3)  —  i^a/i  (/  —  i)  —p  -f- 1>  o. 

Mais  cette  condition  est  toujours  remplie,  car  le  nombre  qui 
figure  dans  le  premier  membre  devient  précisément  égal  à  zéro. 
Pour  ^=  V  —  3,  nous  avons  donc  en  particulier  l'important  théo- 
rème qui  suit  : 

a  I 

Par  suite  d'une  transformation  à  délerminaUon  unique  qui 
change  une  courbe  d'ordre  n  en  une  courbe  d'ordre  v,  le  système 
des  points  d'intersection  d'une  courbe  du  [n —  S)*^"**  ordre  adjointe 
à  la  première  se  transforme  dans  le  système  des  points  d'intersec- 
tion d'une  courbe  du  (v  —  3)**™*  ordre  adjointe  à  la  seconde.  Les 
recherches  que  nous  ferons  plus  tard  sur  les  groupes  de  points  qui 
sont  découpés  sur  une  courbe  d'ordre  npar  des  courbes  adjointes 
d'ordre  n  —  3  conservent  donc,  sans  modification,  leur  valeur 
dans  une  transformation  unidéterminative  quelconque  de  la 
courbe  de  départ. 

D'après  le  compte  que  nous  venons  de  faire,  il  y  a  toujours, 
pour  une  courbe  adjointe  C„.8,  ^Y,oLii{i — i)  conditions  données 
par  l'assujettissement  à  être  une  courbe  adjointe.  Il  existe  donc  un 
nombre  [■^n{n  —  3)  —  ^^«/^(i  —  ^)  =  P —  i]f  ois  infini  de  courbées 
adjointes  C|,_3,  en  supposant  que  les  conditions  en  question  soient 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Or  c'est  toujours  le  cas,  car 
nous  sommes  arrivés  précédemment  au  même  résultat  par  voie 
générale,  lorsque  nous  avons  démontré  (en  suivant  la  marche  de 
Brill  et  Nôther)  que  le  nombre  des  courbes  Ctn^%  linéairement 
indépendantes  les  unes  des  autres  ne  peut  non  plus  jamais  être 
plus  grand  que  ^  (t.  II,  p.  i46)*  Si  nous  supposons,  d'un  autre 
côté,  que  le  nombre  p  des  courbes  du  (n  —  3)**"*  ordre  indé- 
pendantes les  unes   des  autres  ait  déjà  été  déterminé  de   cette 
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manière,  on  en  pourrait  déduire  une  nouvelle  démonstration  de 
la  conservation  du  nombre  /?(*),  en  admettant  que  Ton  ait  prouvé 
d'une  autre  manière  Tidentilé  (  aS)  pour  les  courbes  d'ordre  n  —  3  ; 
nous,  au  contraire,  nous  avons  employé  le  théorème  dont  il  s'agit 
à  prouver  précisément  l'identité  (aS). 

Remarquons  enfin  que  ces  considérations  restent  encore  com- 
plètement vraies  si  la  courbe  primitive  possède  des  points  singu- 
liers de  nature  compliquée.  Cela  est  évident  quand  on  définit  une 
courbe  adjointe  à  une  telle  courbe  primitive  f  par  cette  propriété 
qu'elle  doit  se  changer,  par  une  transformation  Cremona,  en  une 
courbe  adjointe  ày,  cette  dernière  étant  déduite  de/'parla  même 
transformation  Cremona,  et  n'ayant  que  des  points  multiples  or- 
dinaires (t.  II,  p.  2i5).  Quant  aux  propriétés  caractéristiques 
d'une  courbe  adjointe,  on  peut  dire,  pour  abréger,  qu'elle  doit  se 
comporter,  dans  les  points  multiples  individuels  qui  se  réunissent 
pour  former  une  singularité  élevée,  comme  devrait  le  faire  une 
courbe  adjointe  si  les  points  multiples  avaient  une  situation  sé- 
parée. D'autre  part,  les  points  de  ramification  qui  interviennent 
restent  sans  influence  sur  le  mode  d'existence  d'une  courbe  ad- 
jointe, ainsi  qu'on  le  sait  pour  le  point  de  rebroussement.  Une  telle 
courbe  possédera  donc  en  tout  point/P^*^  de^un  point  (y  —  i)*^^'^; 
si  un  point  i'p**'  de  la  courbe  primitive  y  est  réuni  au  premier,  il 
s'y  trouvera  encore  un  point  (i  —  i^pi®  de  la  courbe  adjointe,  etc. 
Dans  un  point  de  contact  de  la  courbe  avec  elle-même  (lequel 
équivaut  à  deux  points  doubles  voisins),  la  tangente  commune, 
des  deux  branches  de  la  courbe  primitive  sera  nécessairement, 
d'après  cela,  tangente  de  la  courbe  adjointe;  de  même  en  un  point 
de  rebroussement  de  seconde  espèce  (équivalent  à  un  point  double 
et  un  point  de  rebroussement)  (^),  et  ainsi  de  suite. 

Les  courbes  adjointes  étant  ainsi  définies,  on  voit  immédiate- 
ment que  le  théorème  du  reste  et  toutes  les  propositions  qui  s  y 


(*)  C'est  là-dessus  que  repose  la  démonstration  donnée  dans  Clebsch  et  Gobda?: 
(/oc.  cit,^  %  i4,  p.  5o  et  suiv.)  du  théorème  de  Riemann  dont  nous  nous  occupons; 
mais  la  preuve  de  l'identité  (23)  donnée  dans  ce  passage  n'est  pas  suflisante  pour  tous 
ies  cas,  parce  qu'il  n'a  pas  été  tenu  compte  des  relations  qui  peuvent  exister  entre  les 
points  doubles  (seuls  considérés  à  l'endroit  dont  nous  parlons)  ainsi  qu'entre  les 
points  multiples. 

(*)  Voir  Salmom,  Hlgher  plane  curt^es,  a*  édition,  art.  58. 
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rattachent  relativement  aux  systèmes  de  points  conservent  toute 
leur  portée,  sans  aucune  restriction  (t.  II,  p.  i6i  et  suiv.  ).  Un  fait 
analogue  a  également  lieu  pour  les  considérations  suivantes,  ce 
que  nous  nous  dispenserons  quelquefois  de  rappeler. 

Le  résultat  de  ces  remarques  sur  les  courbes  adjointes  peut 
encore  s'énoncer  sous  une  forme  différente  et  très  importante 
pour  les  applications  que  nous  pourrons  avoir  à  en  faire  plus  tard. 
Nous  avons  vu  précédemment  que  Tinfluence  d'un  point  singu- 
lier sur  la  classe  de  la  courbe  primitive  est  la  même  que  l'influence 
des  différents  points  multiples  qui  s'y  trouvent  réunis  ;  on  doit  seu- 
lement diminuer  encore  la  classe  d'une  unité  pour  chaque  point  de 
ramification  qui  se  présente.  Actuellement,  comme  un  point  mul- 
tiple d'ordre  î  entraîne  sur  la  classe  une  réduction  égale  ki[i —  i), 
et  que  d'ailleurs  cette  dernière  elle-même  est  égale  au  nombre 
dçs  points  d'intersection  de  la  courbe  primitive  avec  une  quel- 
conque de  ses  premières  polaires  non  situés  aux  points  singuliers, 
nous  pouvons  énoncer  notre  détermination  des  courbes  adjointes 
de  la  manière  suivante  : 

Une  courbe  adjointe  à  f  aura  en  tout  point  singulier  P  defle 
même  nombre  de  points  d'intersection  avec  f  que  la  première  po- 
laire d'un  point  quelconque  relativement  à  f^  si  l'on  retranche 
de  ce  nombre  le  nombre  des  points  de  ramification  situés  enV, 

Nous  nous  proposons  d'utiliser  encore  la  théorie  des  trans- 
formations à  détermination  unique  pour  écarter  une  restriction 
qui  a  été  faite  dans  la  démonstration  de  l'extension  du  principe 
de  correspondance  (t.  II,  p.  i63)  (*).  Nous  nous  sommes  toujours 
figuré  une  correspondance  sury=  o  comme  déterminée  par  une 
équation  ç(j:,j^)  =  o,  laquelle  a  été  supposée  homogène  du  /•»«'"« 
ordre  par  rapport  aux  quantités  x/  et  du  5""**  ordre  par  rapport 
aux  quantités  j^7.  Dans  les  démonstrations,  nous  avons  constam- 
ment admis  que  les  courbes  cp  =  o  répondant  à  un  point  x  on  y 
n'avaient  pas  toutes  les  mêmes  points  fixes  communs  avecy=  o. 


(*)  L'auteur  (M.  Lindemann)  doit  les  considérations  suivantes  à  une  communica- 
tion de  M.  Brill.  Voir^  à  ce  sujet,  le  Mémoire  de  ce  dernier  sur  la  formule  de  cor- 
rcipondance  (Math,  JnnaUny  t.  VU,  p.  616  et  8uiv,)f 
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Actuellement,  pour  fixer  aussi  l'influence  de  ces  points  exception- 
nels de  la  correspondance  ç  sur  le  nombre  des  coïncidences  pro^ 
prement  dites  qui  ne  tombent  point  en  ces  points  exceptionnels 
ou  aux  points  singuliers  de  y,  nous  procéderons  de  la  manière  sui- 
vante : 

Soit  sur  la  courbe  primitive  f  dépourvue  de  points  doubles  une 
correspondance  (a,fj)^  sans  points  exceptionnels  de  l'espèce 
citée,  correspondance  donnée  par  une  équation  ç(a:,j^)  =  o;  le 
nombre  de  ses  coïncidences  proprement  dites  sera 

C  =  a4-|3-l-2  7/7  =  /ir  —  7  +  /Î5  —  7-f-2  y/?, 

r,  Sj  a,  p,  y  ayant  les  significations  précédentes.  Imaginons  main- 
tenant que  la  courbe  y  subisse,  en  même  temps  que  la  correspon- 
dance cp,  une  transformation  à  détermination  unique,  telle  que 
y=  o  se  change  en  F  =  o,  «^  =  0  en  4>=o.  Dans  cette  circon- 
stance, les  nombres  y,  C,  p  sont  conservés,  ainsi  qu'il  résulte  de 
la  notion  de  la  détermination  unique.  Les  nr  ou  ns  intersections 
mobiles  qui  répondent  à  un  point  quelconque  de  f^  et  parmi  les- 
quelles y  sont  situées  en  ce  dernier  point  lui-même,  ne  formeront 
en  général  sur  y,  après  la  transformation,  un  système  complet  d'in- 
tersections que  si  on  leur  adjoint  un  certain  nombre  de  points 
fixes  de  la  nouvelle  courbe  F,  points  signalés  précisément  comme 
points  exceptionnels  de  la  correspondance  $.  En  ces  points  excep- 
tionnels tomberont  alors  un  certain  nombre  (U)  de  coïncidences 
improprement  dites  (  de  la  détermination  desquelles  nous  nous  occu- 
perons spécialement),  tandis  que  G  coïncidences  proprement  dites 
seront  encore  situées  en  dehors  des  points  exceptionnels.  L'en- 
semble des  coïncidences  proprement  dites  et  improprement  dites 
formera,  comme  précédemment,  un  système  complet  de  points 
d'intersection  ou,  en  d'autres  termes,  sera  traversé  par  une  courbe 
de  coïncidence  (t.  II,  p.  i6i  et  suiv.);  nous  avons  donc  à  éclaircîr 
la  question  du  nombre  U  des  intersections  de  cette  dernière  ai^ec 
F  qui  sont  situées  en  des  points  exceptionnels  de  la  correspond 
dance  $• 

Les  coefficients  de  l'équation  de  cette  courbe  de  coïncidence 
dépendent  des  coefficients  des  équations  F  =  o  et  $  =  o,  et  leur 
ordre  est  le  même  que  s'il  n'existait  ni  points  exceptionnels  de  4> 
ni  points  singuliers  de  F,  car  on  peut  faire  disparaître  ou  naître 
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ces  derniers  d^une  manière  quelconque  par  modification  continue 
des  coefficients  de  F  et  de  $.  Or,  si  r',  /  sont  les  ordres  des  courbes 
qui  répondent  respectivement  en  vertu  de  $  =  o  à  un  point^  ou  x 
de  F,  l'ordre  de  la  courbe  de  coïncidence  est  égal  à  i^-^sf-^y  (v — 3). 
Actuellement,  admettons  que  F  ait  rf'-H  d"  points  doubles,  que 
0^  points  d^intersection  avec  F  des  .courbes  <I>  =  o  répondant  à  un 
point  ^  de  F  tombent  en  chacun  des  d!  points  doubles,  que  ces 
courbes  passent  encore  en  outre  chacune  <7  fois  par  e  points  fixes 
de  F,  et  qu'enfin  r',  t  soient  les  nombres  correspondants  pour  les 
courbes  $  =  o  qui  répondent  à  un  point  x  de  F  (*)  ;  nous  avons, 
pour  le  nombre  des  intersections  mobiles  de  F  avec  les  courbes  $, 
les  valeurs 

az=.  nr  —  7  =  '-"^ —  y  —  ^^ —  d'v  ^ 

P  =  ns  —  y  =:ys'  —  y  —  ex  —  r/'r', 

et  Ton  doit  avoir  la  relation 

XJ-f-  [r'v  -^y  —  e<r—  d'à)  H-  {/v—  y  —  er  — rf'r') 

-t-y[(v  — i)(v~2)— 2rf-  2£/']=v[/-+-/-i-y(v— 3)]. 

De  là  résulte  immédiatement  la  valeur  de  U, 

U  =  e((r  +  T)  -h<3?'((T'-|-T'-f-2y)  +  aycT . 

Donc  sont  absorbées  (ce  qui  concorde  avec  les  indications  don- 
nées à  une  occasion  précédente,  t.  II,  p.  1 63  et  suiv.)  : 

En  chacun  des  e  points  simples,  o*  -I-  t  coïncidences  impropre- 
ment  dites; 

En  chacun  des  d' points  doubles,  a' -H  t' 4-  2  y  coïncidences  im- 
proprement dites; 

En  chacun  des  d'^  points  doubles,  a  y  coïncidences  improprement 
dites. 

En  conséquence,  si  U  désigne  le  nombre  total  des  coïncidences 
improprement  dites,  dénombre  total  des  coïncidences  proprement 
dites  d'une  correspondance  (a,p)f  à  points  fixes  quelconques,  et 
que  n  soit  Tordre  de  la  courbe  qui  traverse  ces   coïncidences. 


(')  n  est  facile  d'apercevoir  comment  les  choses  se  passent  si  les  courbes  •  se 
comportent  différemment  aux  divers  points  doubles  tP  de  F.  Les  nombres  v  et  t  ne 
sont  an  surplus  pas  ioujonrs  indépendants  les  uns  des  autres.  Foir  t.  II,  p.  i64> 
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n  l'ordre  de  la  courbe  primitive,  p  son  genre,  on  a  la  relation 

/iir  —  U  =  C(  =  «-4-^-1-  2/?7). 

Le  nombre  total  des  coïncidences  proprement  dites  se  déter- 
mine donc  précisément  comme  s'il  n'existait  pas  de  points  excep- 
tionnels pour  la  correspondance  [^),  Nous  considérerons  comme 
exemple  la  correspondance  déterminée  s\xtJ  =  « J  =  g  par  Tcqua- 
tion  a1'~^ay'==.o..\\  nous  faut  poser  dans  les  formules  précédentes 

r'z=zn 1,    y=I,    7=2,     or'=i2,     ^nzr/,     (t=:t=:t'=«/'=C  =  o; 

d'où 

«  =  /i(/i  —  i)  —  2  —  id^     pz=zn  —  2. 

Pour  le  nombre  des  coïncidences  proprement  dites,  c'est-à-dire 
pour  le  nombre  des  points  d'inflexion,  on  obtient  ainsi  le  résultat 
connu 

C  =  3  /2  (  /?  —  2  )  —  6df 

m 

et  en  tout  point  double  de  y  sont  situées  y-f-  t'-4-  27  =  6  coïnci- 
dences improprement  dites,  ce  qui  concorde  avec  des  proposi- 
tions précédentes  sur  le  mode  d'existence  de  la  hessienne  (ici 
courbe  de  coïncidence,  t.  II,  p.  28). 

Par  ces  considérations  se  trouvent  démontrés  les  théorèmes  pro- 
visoirement donnés  plus  haut  (t.  II,  p.  itiS),  et  conséquemment 
aussi  les  nombreuses  applications  qui  s'y  rattachent,  et  en  parti- 
culier les  formules  de  contact  des  pages  171  et  r88  [ibid,).  L'in- 
fluence des  points  fixes  sur  les  correspondances  à  points  de  valeurs 
multiples  [ibid.^p.  1^2)  se  déterminera  enfin  absolument  de  la 
même  manière.  On  peut,  d'ailleurs,  étendre  aux  courbes  à  sin- 
gularités quelconques  ces  réflexions  et  les  précédentes  relatives  à 
la  formule  de  correspondance,  si  l'on  imagine  que  les  singularités 


(')  La  circonstance  que  la  démonstration  précédente  s'applique  uniquement  à  des 
correspondances  pouvant  étro  déduites,  p»r  transfoimation  unidéterminative,  de  cor- 
respondances sans  points  fixes,  ne  doit  pas  être  prise  en  considération,  car  il  s^agit  seu« 
lemcut  de  déterminer  rinfliience  de  chaque  point  fixe  en  particulier,  et  cette  inllucnce 
ne  dépend  que  du  mode  d'existence  de  la  courbe  primitive  /=  o,  ainsi  que  des 
courbes  de  correspondance  ^  =  o  dans  le  voisinage  immédiat  de  ce  point,  mais  non 
des  autres  propriétés  de  la  courbe  primitive,  comme  l'ordre,  le  genre,  etc.,  non  plus 
que  de.scfl  autres  4[>articu  la  ri  lés  par  rapport  à  la  correspondance. 
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dont  il  s'agit  aient  été  résolues  de  la  manière  connue.  Demandent 
seuls  des  éclaircissements  spéciaux  les  cas  dans  lesquels  des  points 
de  ramification  se  sont  joints  à  des  points  multiples  de  la  courbe 
primitive  (t.  II,  p.  21 4),  quelques-unes  des  coïncidences  propre- 
ment dites  pouvant  tomber  en  ces  derniers  (*). 

Nous  donnerons,  pour  terminer,  un  aperçu  des  démonstrations 
du  théorème  de  Riemann,  sur  la  conservation  du  genre.  Nous  avons 
précédemment  étudié  les  suivantes  : 

1®  Démonstration  de  Zeuthen,  où  le  théorème  est  conclu  d'une 
relation  plus  générale  (^)  entre  les  nombres  qui  expriment  les 
genres  de  deux  courbes  liées  par  une  relation  à  détermination 
multiple  (t.  II,  p.  168). 

a°  Démonstration  à  l'aide  du  nombre  donné  pour  les  courbes 
tangentes  d'un  faisceau  (  p .  8  ) . 

3°  Démonstration  algébrique  directe  (p.  9  et  suiv.). 

Dans  cette  dernière,  nous  avons  tenu  compte  en  détail  de  tous 
les  points  multiples  àe  f.  Pour  ces  points,  les  démonstrations  1® 
et  2^,  ainsi  que  celles  qu'il  nous  reste  à  citer,  ont  besoin  d'un  plus 
ample  développement  (en  ce  qui  concerne  au  moins  les  expositions 
usuelles),  développement  qui,  du  reste,  ne  se  heurte  pas  à  des  dif- 
ficultés de  premier  ordre. 

Nous  mentionnerons  encore  les  démonstrations  suivantes,  qui 
font  en  partie  usage  d'autres  méthodes  et  d'autres  notions  que 
celles  employées  par  nous  jusqu'ici  pour  traiter  les  questions  algé- 
briques. 

4^  Démonstration  originaire  de  Riemann  (').  A  une  équation 
algébrique  y (.r  1,^2, X3)  =  o  ou  en  coordonnées  rectangulaires 
F(x,j)  =  o  répond,  comme  on  le  sait,  ce  qu'on  appelle  une  sur^ 


(')  Comparez  ce  qui  a  été  dit  t.  H,  p.  16G  et  186  8ur  l'influence  des  pointa  de 
rebrousscment. 

(')  Cette  relation,  d'après  le  raisonnement  dont  elle  a  été  déduite  précédemment, 
n'aurait  lieu  qu'au  cas  où  la  relation  mutuelle  des  deux  courbes  est  établie  par  des 
systèmes  d'intersections  complets  (t.  II,  p.  i53,  note);  mnis  il  ressort  de  la  démon- 
stration donnée  par  Zeuthen  qu'elle  reste  encore  vraie  pour  les  antres  cas.  Le  premier 
cas  entre  seul  en  considération  dans  le  texte. 

(•)  Théorie  der  Abetschtn  Functionen,  J  11  (Journal  de  C relie,  t.  54). 
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face  de  Riemann,  dont  la  connexité  est  par  définition  égale   à 
ap-+-i,  c'est-à-dire  qui   peut  être  décomposée  par  2^7  sections 
transi^erses  en  une  surface  simplement  connexe,  p  désignant    le 
genre  de  F.  Maintenant,  si  deux  courbes  F  et  P  sont  liées  unî- 
déterminativement  Tune  à  Tautre^  il  en  est  de  même  des  surfaces 
de  Riemann  correspondantes.  La  connexilé,   d'après  sa  notion, 
est  alors  la  même  pour  les  deux  surfaces,  c'est-à-dire    égale  à 
2/7 -f-i;  de  là  résulte  immédiatement  l'égalité  du  genre.  Faisons 
observer  que  la  construction  de  la  surface  de  Riemann,  répondant 
à  F  en  tant  que  y  est  considéré   comme  fonction  de  .r,  dépend 
d'abord  du  système  de  coordonnées  choisi.  Il  est  donc  plus  con- 
forme aux  notions  fondamentales  de  la  Géométrie  projective  de 
considérer,  comme  l'a  fait  Klein,  les  variables  X|,  X2,  Xs  dans 
l'équation  f=  o  comme  des  coordonnées-lignes,  et  de  rattacher 
alors  directement  à  la  courbe  réciproque  f=  o  (sans  égard  à  un 
système  particulier  de  coordonnées)  la  construction  d'une  surface 
à  plusieurs  feuilles  couvrant  le  plan,  ainsi  que  nous  l'avons  décrit 
précédemment  (t.  II,  p.  369).  Cette  surface  fournit,  pour  les  fonc- 
tions dont  l'irrationnalité  est  donnée  parF  =  o,  les  mêmes  res- 
sources que  celle  de  Riemann  ;  on  peut,  en  particulier,  l'employer 
pour  démontrer  le  théorème  de  la  conservation  du  genre  (*).  Tou- 
tefois, un  développement  détaillé  delà  suite  des  idées  relatives  à  ce 
sujet  nous  conduirait  trop  loin.  Observons  seulement  que  la  rela- 
tion respective  des  deux  surfaces  de  l'espèce  citée  en  dernier  lieu 
n'est  pas  à  détermination  unique  pour  tous  leurs  points,  si   les 
courbes  auxquelles  elles  correspondent  sont  rapportées  unidéler- 
minativement  l'une  à  l'autre,  mais  que,  au  contraire,  il  se  présente 
en  général  sur  chaque  surface  des  points  fondamentaux,  c'est-à- 
dire  des  points  auxquels  correspond  une  courbe  entière  de  l'autre 
surface.  A  la  place  du  théorème  sur  l'égalité  de  la  connexité  de 
deux  surfaces  rapportées  unidéterminalivement  l'une  à  l'autre,  on 
a  donc  à  employer  une  relation  qui  existe  entre  les  nombres  de 
connexité  des  deux  surfaces  et  entre  les  nombres  des  points  fon- 
damentaux qui  se  rencontrent  de  part  et  d'autre  (^). 


(*)  Foir  Kleir,  Sitzungsberiehte  der  phjt,  med,  Societât  zu  Erlangen,  il  mai  1874. 
(*]  Voir  Klein,  Betnerkungen  ûberden  Zusummenkang der  Flàchen  {Math,  Annalen, 

t.  VU,  p.  549). 
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5**  Démonstration  de  Cremona  [^),  Cette  derDÎère  fait  usage 
des  représentations  de  la  Géométrie  de  l'espace.  Imaginons  que 
les  deux  courbes  considérées  y  et/*'  soient  situées  sur  les  deux 
plans  différents  E  et  E'  et  que  n^  d,  r  et  v,  d,  p  respectivement 
soient  leurs  nombres  caractéristiques.  Les  lignes  qui  joignent  les 
points  correspondants  formeront  une  surface  réglée  de  Tordre 
/i  -f-  V.  Cette  surface  sera  coupée  par  le  plan  E',  suivant  la  courbe^' 
et  suivant  une  autre  courbe  de  Tordre  n  composée  des  lignes  joi- 
gnant les  n  points  d'intersection  de  E'  et/" aux  points  correspon- 
dants def\  Le  plan  E'  renferme  d'après  cela  n  lignes  de  la  surface, 
et  doit  par  suite  toucher  cette  dernière  en  n  points  placés  respec- 
tivement sur  ces  lignes.  Abstraction  faite  de  ces  points  de  contact, 
la  section  E'  de  la  surface  possède 

points  doubles,  et  avec  ce  nombre  on  a  Tordre  de  la  courbe 
double  de  notre  surface  réglée,  lequel  est,  par  suite,  égal  au  nombre 
correspondant  obtenu  par  la  considération  du  plan  E,  c'est-à-dire 
égal  au  nombre 

«v  H-  ^v(v  —  3)  H-  <i  -<-  r, 

et  de  là  résulte  p  =  it. 

6®  Démonstration  de  Bertini  (*).  Joignons  les  points  x  de  fk 
un  point  Jixe  a  et  les  points  correspondants  y  de  F  à  un  autre 
point  fixe  h.  A  toute  ligne  passant  par  a  répondront  n  lignes  pas- 
sant par  i,  et  le  point  de  rencontre  \  de  deux  lignes  correspon- 
dantes décrira  une  nouvelle  courbe  X,  qui  est  liée  par  une  relation 
unidéterminative  aussi  bien  à  y*  qu'à  F.  Notre  construction  donne 


(')  Voir  Preliminari  di  una  teoria  geometrica  délie  superficie  {Mémoires  de  Vjécu' 
demie  de  Bologne,  ^*  série,  t.  VI  et  Vil),  p.  54  dans  1b  traduction  allemande  de  CcBTZBf 
Berlin,  1870. 

(*)  Voir  Journal  de  BattagUni,  t.  VII,  ainsi  que  Salhox,  Higher  plane  curves,  3*  édi- 
tion, p.  3i4,  et  Zedthb!«,  Math,  Annalen,  t.  I,  p.  i5o,  et  t.  III,  toc,  cit.  Une  marche 
de  démonstration  analogue,  mais  un  peu  différente  quant  à  la  forme  et  quant  à 
l'ordre,  setroure  dans  Yoss  :  Gôttinger  Nachrichten,  1873.  Les  calculs  y  sont  effec- 
faés  à  Faide  du  principe  de  correspondance  de  Chasles.  La  démonstration  a  été 
formulée  algébriquement  par  Clbdsch;  Doir,  sur  ce  point,  ^'Ôthbr,  Math,  Annalen, 
t.  VIII,  p.  497. 
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pour  les  coordonnées  de  Ç  les  valeurs 

ou,  en  supposant  encore  la  relation  entrée  et  F  établie  au  moyen 
des  équations  fX7i  =  ^/(x), 

triiez  [xab)^i —  [xa^)bi. 

Prenons  maintenant  a  et  ^  pour  sommets  du  triangle  des  coor- 
données (et  supposons  qu'ils  ne  soient  situés  ni  sur  y  ni  sur  F), 
c'est-à-dire  posons  a^  =  o,  a,  =  i ,  «3  =  o,  t <  =  o,  b2=  o,  bz  =  i', 
il  vient 

Admettons  que  les  courbes  $  coupent  la  courbe  y  en  v  points 
mobiles,  en  sorte  que  v  soit  l'ordre  de  F.  Les  courbes  de  trans- 
formation de  la  transformation  représentée  par  (I),  c'est-à-dire 
les  courbes  du  réseau 

coupent  la  courbe  y  en  v  4-  »  points  mobiles,  et  par  suite  X  est 
de  l'ordre  v  4-  w.  Mais  les  lignes  du  faisceau  ^1  -h  ^^3  =  o  coupent 
X  seulement  en  n  points  mobiles,  car  les  lignes  du  faisceau 
Xt-^^Xz=  o  leur  correspondent  (le  facteur  $  se  séparant).  La 
courbe  X  a  donc  au  point  a  (c'est-à-dire  au  point  Çi  =  o,  $3=  o) 
un  point  multiple  d'ordre  v.  De  ce  dernier,  on  peut  encore  mener 
jc  —  2  V  tangentes  à  la  courbe  X  (  *  ),  x  désignant  la  classe  de  X.  Si 
ensuite  y^  est  le  genre  de  cette  dernière  courbe,  nous  avons, 
d'après  les  formules  de  Plucker, 

X  —  2V  =:  2^  —  2  -H  2  (/I  -f-  v)  —  2V. 

Tel  doit  être  également  le  nombre  des  lignes  correspondantes 
du  faisceau  Xj-H  Ax3  =  o  qui  touchent  y,  c'est-à-dire  le  nombre 

^-f-r=2/>  —  2-f-  2«, 

et  de  là  résulte  p  =  X*  Nous  pouvons  de  même   considérer   la 


(*)  Il  faut  compter  avec  ces  dernières  les  lignes  joignant  a  aux  points  de  rebrous- 
aement  qui  peuvent  exister  dans  X  (p.  8). 


LA    GÉOMÉTRIE  SVK  Om  COmiBB  ALGÉBRlQCB.  a3i 

relation  entre  les  courbes  F  et  X;  nous  obtiendrons  par  là  le 
résultat  tt  =  ;{,  tt  étant  le  genre  de  F,  et  conséquemment  on  en  a 
fait  y7  :=  TT.  La  simplicité  de  cete  démonstration  repose  sur  Tintro- 
duction  de  la  courbe  auxiliaire^  X. 

7°  Démonstration  de  Brill  et  Nàther,  Sur  toute  courbe  C,,  du 
genre  p  il  existe  un  ensemble  p  —  i  fois  infini  de  systèmes  de 
points  qui  sont  découpés  par  des  courbes  adjointes  Cn^j,  théorème 
que  nous  avons  reconnu  précédemment  être  une  conséquence 
A\\n  autre  théorème  sur  les  systèmes  d'intersections  de  courbes 
adjointes  d'ordre  n  —  3  (t.  II,  p.  147)-  Nous  utiliserons  ici  le  pre- 
mier et  le  second  théorème.  Prenons  arbitrairement  sur  f  un 
groupe  Gie  de  ir  points  résiduel  avec  un  autre  groupe  G^,  tt  dési- 
gnant encore  le  genre  de  F.  Si  tt  était  >p^  il  y  aurait  au  moins  un 
nombre  tt  —  p  infini  d'autres  groupes  de  ir  points  chacun  qui  se- 
raient de  même  résiduels  par  rapport  à  G^,  c'est-à-dire  qui  se- 
raient corésiduels  de  Gic  (t.  II,  p.  i38).  Cette  réunion  de  groupes 
g^^'^"^  se  transforme  encore  lors  d'une  transformation  unidétermina- 
tive,  d'après  la  notion  de  ce  genre  de  transformation,  en  une  réu- 
nion de  groupes  g^^~^^  sur  F.  Mais,  pour  cette  dernière,  la  condition 

est  satisfaite,  car  nous  avons  q  z=z  p  —  tt,  Q  =  tt.  La  réunion  de 
groupes  g^i""'*'  placée  sur  F  peut  donc,  d'après  une  proposition 
précédente,  être  découpée  par  des  courbes  adjointes  C,,.,  (t.  II, 
p.  143),  et,  en  conséquence,  chaque  groupe  qui  en  fait  partie  ne 
dépend  que  de  tt  —  i  éléments  déterminateurs  arbitraires,  tandis 
que  nous  avons  pris  arbitrairement  tt  points  du  groupe  correspon- 
dant sur  y.  Par  conséquent,  l'hypothèse  T^^p  implique  contra- 
diction ;  on  peut  démontrer  la  même  chose  en  suivant  la  même 
marche  à  l'égard  de  l'hypothèse  7r<[/7,  et  par  conséquent  il  ne 
reste  comme  possible  que  la  seule  hypothèse  ir  =  ^,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

II.  —  Systèmes  de  points  d'intersection  de  conrbes  adjointes  d'ordre  /i  — 3 
aToc  la  courbe  primitiTe.  Sjrstémes  ou  familles  spéciales. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  surtout  occupé  de  la 
théorie  de  la  transformation  unidéterminative  en  elle-même  ;  ac- 
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tuellement  se  présente  naturellement  la  question  de  savoir  quelles 
sont  les  propriétés  d'une  courbe  qui  persistent  dans  ce  genre  de 
transformation;  c'est  ainsi  que  précédemment  nous  avons  étudié 
les  propriétés  d'une  courbe  qui  ne  sont  pas  détruites  par  collinéa- 
tion.  Dans  ce  qui  suit,  nous  dévorons  donc  considérer  comme,  au 
fond,  identiques  entre  elles  toutes  les  courbes  qui  peuv^ent  être 
changées  les  unes  dans  les  autres  par  transformation  à  détermi- 
nation unique.  Mais  quels  sont,  devons-nous  nous  demander 
d'abord,  les  marques  distinctives  de  la  possibilité  d'une  semblable 
transformation?  Comme  condition  nécessaire,  nous  avons  déjà 
reconnu  l'égalité  du  genre  des  deux  courbes  en  présence;  mais 
cette  condition  n'est  pas  suffisante.  De  même,  l'égalité  de  l'ordre 
des  deux  courbes  était  nécessaire  pour  pouvoir  les  transformer 
linéairement  Tune  dans  l'autre,  mais  il  fallait  en  o^tre  que  leurs 
invariants  absolus  fussent  les  mêmes  (*).  Ces  invariants  absolus 
étaient  certaines  constantes  caractéristiques  pour  la  courbe,  et 
leur  nombre  était  par  suite  égal  au  nombre  des  constantes  figurant 
dans  l'équation  de  cette  dernière  qui  ne  peuvent  être  détruites  par 
transformation  linéaire,  c'est-à-dire  égal  k\n[n'\-'Z)  —  8. 

De  même,  actuellement,  la  possibilité  de  la  transformation  uni- 
déterminative  de  deux  courbes  l'une  en  l'autre  dépendra  de  cer- 
taines constantes  absolues  appelées  modules^  ainsi  que  nous  l'étu- 
dierons  plus  tard  encore  avec  plus  de  soin  (^),  et  le  nombre  de 
ces  modules  doit  nécessairement  être  égal  au  nombre  des  con- 
stantes figurant  dans  l'équation  de  la  courbe  qu'on  ne  peut  plus 
détruire  par  transformation  à  détermination  unique.  Pour  déter- 
miner ce  nombre,  le  point  de  départ  doit  être  avant  tout  d'abaisser 
autant  que  possible  l'ordre  de  la  courbe,  et  nous  serons  ainsi  con- 
duits au  problème  suivant  :  Indiquer  la  courbe  de  l'ordre  le  moins 
élevée  (courbe  normale)  en  laquelle  une  courbe  de  genre  donné 
peut  être  changée  par  transformation  à  détermination  unique» 
La  solution  générale  de  ce  problème  se  rattache  étroitement  à  des 
recherches   générales  relatives  aux  systèmes  de  points  sur  une 


(*)  Il  était  de  plus  nécessaire  que  pour  chacune  des  deux  courbes  les  mêmes  cova* 
riants  s'évanouissent  identiquement  si  l'une  d'elles  était  particularisée  par  l'évanouis- 
sement identique  d'invariants  fonctionnels. 
'    (')  Voir  la  Section  suivante. 
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courbe  qui  possèdent  des  propriétés  de  nature  à  persister  dans  les 
transformations  unidéterminatives,  et  il  sera  surtout  question,  en 
cette  circonstance,  des  systèmes  de  points  d'intersection  de  courbes 
adjointes  Cfl_8,  car  un  système  de  cette  espèce  devient  le  système 
de  courbes  (X-j  adjointes  à  la  courbe  Cv  si  C/i  se  transforme  en  C,. 
Nous  traiterons,  dans  Tordre  suivant,  les  riches  matières  qui  se 
pressent  en  réponse  à  ces  questions  : 

1^  Nous  étudierons  la  transformation  de  la  courbe  C/,  au  moyen 
d*un  réseau  de  courbes  adjointes  Cn-zt  comme  courbes  de  trans- 
formation ; 

7?  Nous  considérerons  une  série  d'exemples  concernant  des  sys- 
tèmes de  points  d'un  caractère  spécial  sur  une  courbe  et  leurs 
relations  respectives  ; 

3"  Nous  traiterons  en  général  la  détermination  sur  C„  de  groupes 
de  points  par  lesquels  passe  une  multiplicité  plus  éle\^ée  de  courbes 
adjointes  C„_8  que  l'on  ne  devait  s'y  attendre  diaprés  le  nombre 
de  points  d'un  tel  groupe  [groupes  spéciaux).  Nous  ferons  alors 
connaître,  en  particulier,  la  proposition  appelée  théorème  de  Mie" 
mann  et  Rock.  A  cela  se  rattacheront  dans  les  deux  sections  sui- 
vantes : 

4^  La  détermination  des  courbes  normales  et  des  modules  ; 

5®  L'étude  complète  (au  point  de  vue  de  la  Géométrie  du 
nombre)  de  quelques  problèmes  qui  se  présentent,  par  le  moyen 
de  recherches  sur  les  correspondances. 

Les  propriétés  remarquables,  plusieurs  fois  signalées,  des  courbes 
adjointes  C/1.3  donnent  naturellement  l'idée  d'employer  un  sys- 
tème doublement  infini  de  courbes  de  cette  espèce  à  la  place  des 
courbes  de  transformation  $.  Nous  placerons  alors  tous  les  points 
fixes  du  réseau  sur  la  courbe  ^  elle-même,  en  sorte  que  le  réseau 
dépende  uniquement  de  points  de  cette  courbe.  Or  comme,  parmi 
les  points  de  rencontre  d'une  courbe  adjointe  C„_j,  p  —  1  déter- 
minent en  général  les  p  —  i  restants,  il  passera  par/^  — 3  points 
quelconques  Ae  f  nn  nombre  doublement  infini  de  courbes  ad- 
jointes C„»j.  Nous  avons  donc  à  poser,  dans  les  formules  précé- 
dentes, 

sz=zn  —  3,  r/=/— I,   «/=«',  «i  =  o,  rznt"^  r' =r  o,  /=i,  (T^=p  —  3, 
Clebscu.  —  Géométrie,  III.  3 
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d'où  l'on  déduit,  en  vertu  de  (i 5)  et  de  (19), 

Il  est  donc  en  général  possible  de  transformer  une  courbe  f  du 
genre  p  en  une  courbe  d'ordre  p  +  1  à^p[p  —  3)  points  doubles, 
et  la  chose  s'effectue  par  une  transformation  du[n  —  3 )**"*'  ordre 
dans  laquelle  toutes  les  courbes  0  sont  adjointes  à  f  et  passent 
en  outre  par  p  —  3  points  a  arbitrairement  choisis  surf[*). 

Donc,  ayant  p  —  3  points  quelconques  de  f  on  pourra  encore 
trouver  y/7  (/7  —  3)  couples  de  points  tels,  que  par  les  premiers 
p  —  3  points  et  par  les  points  d'un  couple  (conséquerament  par 
p  —  I  points  en  tout)  passe  un  nombre  simplement  infini  de 
courbes  adjointes  Cn-z*  Nous  énoncerons  ce  résultat  sous  une 
forme  un  peu  diflerente,  qui  a  de  l'importance  pour  ce  qui  suit. 
Le  réseau  de  courbes  considéré  étant  donné  par 

et  J'y  z  formant  les  points  d'un  couple  précité,  on  a 

p?i{r)  =  ?i(^)>    p?«(r)  =  ?j(2)»    pf3(j)  =  7j(2). 

Le  nombre  {^(p  —  3)  donne  donc  aussi  le  nombre  des  couples 
de  valeurs j^^,  z  qui  satisfont  simultanément  aux  trois  équations 

?i(r)?î(2)  — ît(r)î'i(2)  =  o, 

[si  d'ailleurs  y  (j^)  =  o,y^(z)  =:  o],  les  solutions  identiques  j^  =  z 
étant  exclues  par  avance.  Nous  pouvons   aussi   représenter  som- 


(*)  Cette  transrormation  a  été  iudiquée  par  Clebscu  et  Gordax,  Théorie  der  AbeV- 
tchen  Ftinctionen;  Leipzig,  1866,  p.  65.  Elle  est  évidemment  impossible  pour  les  cas 
de  /»  =  o,  I,  a  qui  sont  traités  chacun  en  particulier  à  la  fin  de  ce  Chapitré.  Dans  les 
autres  cas,  il  peut  se  présenter  encore  une  exception  lorsque,  étant  donnés  p — 3 
points  quelconques,  un  certain  nombre  d'autres  points  des  courbes  C^.^  se  trouYeni 
par  là  même  déterminés,  ainsi  que  cela  se  produit  pour  les  courbes  appelées  hjpcr^ 
elliptiques  (auxquelles  appartiennent  rijalemcut  toutes  les  courbes  où  /i=  2).  Nous 
Verrons  ultérieurement  que  ce  sont  là  les  seuls  cas  d'exception.  Sur  les  courbes  hyper* 
elliptiques,  Doir  aussi  la  Un  do  la  Section  suivante. 
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mairemenl  les  équalions   précitées  par  l'évanouissement  d'une 
matrice  de  déterminant,  sous  la  forme 


?i(x\     fiix)     f»(7) 
fi[z)     fi{z)     f^(z) 


=  0, 


et  la  présence  d'une  semblable  matrice  est  caractéristique  pour 
tous  les  problèmes  traités  dans  ce  qui  suit. 

Il  existe,  d'après  cela,  sur  C„  un  nombre  p  —  3  fois  infini  de 
groupes  de  points  G^_|  de  p  —  i  points  appartenant  à  cette  espèce 
particulière,  et  la  même  chose  a  lieu  pour  toute  courbe  liée  uni- 
déterminativement  à  C/,;  tout  groupe  de  points  de  l'espèce  en 
question  se  transforme  toujours  en  un  groupe  de  même. nature, 
sans  pourtant  être  défini  comme  le  système  complet  des  intersec- 
tions de  C/i  avec  une  autres  courbe.  Or  à  chacun  de  ces  groupes 
Gp_i  répond  une  famille  simplement  infinie  de  groupes  Tp_^  dé- 
coupés sur  C/i,  précisément  au  moyen  du  faisceau  de  C„_8  passant 
par  Gp_i]  et  c'est  une  chose  très  digne  de  remarque  que,  récipro^ 
quement,  par  chacun  fie  ces  groupes  résiduels  Vp_\  on  peut  faire 
passer  encore  un  faisceau  de  courbes  adjointes  C,i_3. 

La  démonstration  de  cette  proposition  s'obtient  très  simplement 
si  l'on  fait  usage  du  théorème  d'après  lequel  tout  ensemble  y^p^ 
possible  sur  C,|  peut  être  découpé  par  un  faisceau  d'adjointes  C,i_3 
(t.  II,  p.  143)-  Nous  pouvons,  en  effet,  compléter  chacun  des 
groupes  Vp^\  en  nombre  simplement  infini,  de  manière  à  en  faire 
un  groupe  V p  par  un  point yîxe  A  arbitrairement  choisi  sur  C,i  (assu- 
jetti seulement  à  ne  pas  tomber  en  un  point  du  groupe  de  base 
Gp^x)  ;  l'ensemble  de  ces  groupes  Tp  peut  alors,  d'après  un  théo- 
rème précédent,  être  découpé  par  un  faisceau  C^^s  (*  )•  Mais  toutes 
les  courbes  de  ce  dernier  ont  nécessairement  en  commun  le  point 
fixe  A,  et  par  conséquent  nous  avons  trouvé  un  second  faisceau 
de  courbes  Qn-z  (différent  du  faisceau  originaire  qui  avait  pour 
groupe  de  base  Gp_i)  et  déterminant  de  même  la  famille  y^!_i  sur 


(*)  Le  fait  que  le  théorème  précédent  a  également  lieu  poar  les  familles  g^^^  à  points 
fixes  résulte  immédiatement  de  la  démonstration  donnée  plus  haut  (t.  Il,  p.  i44  et 
suiv.);  seulement  00  ne  doit  plus  placer  précisément  en  un  point  fixe  le  point  dési* 
gué  alors  par  a. 

3. 
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C„  (*).  Par  tout  groupe  Tp_^  de  cette  dernière  passent  donc  deux 
et,  par  conséquent,  une  infinité  simple  de  courbes  Cn_j,  ce  qu'il 
fallait  démontrer.  Nous  ferons  d'ailleurs  diversement  usage,  dans 
les  exemples  suivants,  du  théorème  démontré  ici. 

Revenons  aux  transformations  au  moyen  de  courbes  adjointes 
C„_3,  lesquelles  ont  une  importance  particulière  en  ce  qu'elles 
permettent  précisément  d'établir  les  courbes  normales  de  l'ordre 
le  moins  élevé  possible.  Le  fait  que  l'on  peut  prendre  s  =  n  —  *>, 
pour  transformer  y*  en  une  courbe  du  degré  le  moindre  possible, 
résulte  immédiatement  de  nos  précédentes  recherches  sur  les  sys- 
tèmes de  points  d'intersection  des  ensembles  ou  familles  linéaires 
de  courbes.  Si,  en  effet,  t/  est  la  multiplicité  d'un  tel  ensemble, 
Q  le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles,  s  Tordre  de  la 
courbe  sécante,  on  a,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (t.  II,  p.  142), 

pour  s  =  n  —  3,     Q??-^/'  —  '; 
pour  s'^  n  —  3,     Q  =  7  -•"  Z'* 

Q  prend  donc,  en  toute  hypothèse,  la  plus  petite  valeur  pour 
s  =  n  —  3  ;  le  cas  de  s  inférieur  k  n  —  3  n'a  pas  besoin  d'être 
traité  d'une  façon  spéciale,  car  nous  avons  vu  que  toute  famille  de 
points  pour  laquelle  Q  est  <^  9  4-/?  peut  être  découpée  par  des 
courbes  adjointes  C„_j  (t.  II,  p.  i43).  Notre  proposition  est  par 
là  démontrée,  car  il  nous  suffit  de  prendre  dans  notre  cas  q=  a 
et  Q  =  V,  y  étant  alors  précisément  l'ordre  de  F. 

En  faisant  le  compte  détaillé  pour  notre  transformation,  nous 
obtenons,  si  les  courbes  employées  C„_s  passent  par  p  —  3  points 


(*)  La  proposition  esl  évidente  pour  une  courbe  Cg  à  deux  points  doubles  (/y  =  4). 
Ici  Von  A  p  —  I  =:  3.  Or,  par  trois  points  G,  et  par  les  deux  points  doubles  on  ne 
peut  plus  faire  passer  un  nombre  infini  de  coniques  que  si  les  trois  points  sont  sur  une 
droite  avec  l'un  des  points  doubles;  chaque  adjointe  G,  du  faisceau  se  décompose  alors 
en  cette  droite  fixe  et  en  une  droite  (mobile)  passant  par  l'autre  point  double.  Les 
rayons  du  faisceau  mené  par  ce  dernier  déterminent  donc  sur  G^  les  groupes  F,;  par 
chacun  de  ces  groupes  passe  alors  naturellement  un  faisceau  analogue  de  coniques  se 
composant  de  la  droite  qui  découpe  le  groupe  F,  et  du  faisceau  de  rayons  qui  passe 
par  le  premier  point  double.  Toutefois,  nous  recommandons  spécialement  d'effectuer 
flgurativement  sur  cet  exemple  très  simple  la  démonstration  donnée  t.  II,  p.  i44« 
L'affirmation  du  texte  se  formule  ici  d'une  manière  générale  dans  la  proposition  sui- 
vante :  Si  une  conique  ptusant  par  trois  points  quelconques  y^'^)^  jr^^),  jri^i  et  par  les 
deux  points  doubles  de  G,  possède  encore  un  paramètre  arbitraire  et  coupe  de  plus  C,  aux 
points  Jt('^  JcO,  xl'>,  une  conique  passant  par  x^^^f  a?W,  x^^)  et  par  les  points  doubles 
possède  aussi  un  paramètre  arbitraire. 
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choisis  ai'bitrairement  sur  C«,  les  courbes  suivantes  du  (/?  -f- 1)""** 
ordre  : 

j9  =  3   ....  courbes  du  4'  ordre  à    o  points  doubles, 

/i  =  4 *           5*  ordre  à    ^             » 

/?  =r  5 »           6*  ordre  à    5             » 

/?  =  6 .    . .  .  »           7"  ordre  à    9             » 

y»  =  «j .  . .    .  »            8*  ordre  ii  1 4              » 

/>  =  8 »           9"  ordre  à  ao             » 

La  courbe  générale  du  cinquième  ordre  (^  =  6),  par  exemple, 
apparaît  alors  comme  transformation  d'une  courbe  spéciale  du 
septième  ordre,  à  neuf  points  doubles,  possédant  la  propriété  que 
sur  elle  on  peut  déterminer  d'un  nombre  doublement  infini  de 
manières  5(=  p  —  i)  points  par  lesquels  passe  une  infinité  double 
de  courbes  C/t_s,  ce  qui  ne  serait  pas  possible  sur  une  courbe 
générale  Ct  où  p  =  6  (*).  Les  courbes  en  question  C„_j  =  C| 
forment  alors  une  famille  à  cinq  points  d'intersection  mobiles  (d'où 
V  =  5  dans  ce  qui  précède),  et  l'ensemble  correspondant  g^*'  sur 
C5  est  découpé  par  les  droites  du  plan  qui  sont  complétées  par 
une  droite  fixe  quelconque,  de  manière  à  former  une  conique 
C2(==  Cv.s).  De  même  la  courbe  du  cinquième  ordre  à  un  point 
double  apparaît  comme  transformation  d'une  courbe  spéciale  du 
sixième  ordre,  à  cinq  points  doubles,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  par  là  comment  la  possibilité  d'abaisser  l'ordre  d'une 
courbe  au  moyen  d'une  transformation  à  détermination  unique 
dépend  du  point  de  savoir  si  sur  la  courbe  en  question  il  existe 
des  groupes  de  points  d'un  caractère  spécial  ou  s'il  n'en  existe  pas. 
Il  résulte  immédiatement  de  cette  réflexion  que  nos  courbes  du 
{p  -f-  i)"*"«  ordre  elles-mêmes  ne  sont  pas  nécessairement  celles  de 
Tordre  le  moins  élevé  qui  puissent  tirer  leur  origine  d'une  courbe 
générale  du  genre  p\  car  les  ^  —  3  points  de  base  du  réseau  d'ad- 
jointes C»n-z  employé  pour  la  transformation  avaient  été  choisis  sur 
Cfl,  absolument  arbitrairement.  Actuellement  se  présente  la  ques- 
tion de  savoir  si  l'on  peut  choisir  des  groupes  non  spéciaux  de  plus 
àe  p  —  3  points  pour  points  de  base  d'un  tel  réseau,  cas  où  les 
courbes  On-i  du  réseau  dont  il  s'agit  couperaient  la  courbe  en  moins 


(*)  Car,  d'après  le  Tableau  donné  ci-après,  y  =  6  est  en  général  la  valeur  mioima 
de  y  (valeur  désignée  par  R  dans  le  Tableau)  pour/»  s,  6. 
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de  p  -r{-i  points  mobiles.  Pour  répondre  à  celle  question,  nous 
avons  à  résoudre  le  problème  suivant  :  Trousser  sur  une  courbe  C^ 
de  genre  p  les  groupes  de  points  par  lesquels  on  peut  faire  passer 
une  infinité  double  de  courbes  adjointes  C/,_8  telles,  que  le  nombre 
des  points  d  ^intersection  mobiles  soit  le  moindre  possible. 

L'étude  de  ce  problème  nous  conduit  naturellement  à  la  conti- 
nuation des  recherches  algébriques,  précédemment  interrompues, 
sur  les  systèmes  des  points  d'intersection  des  courbes  adjointes 
C/,_s  (t.  II,  p.  1^1  et  suiv.).  Mais,  avant  d'entrer  dans  les  expli- 
cations de  nature  plus  générale  que  nous  avons  en  vue,  il  sera  bon 
de  considérer  en  détail  un  exemple,  et  nous  nous  proposons  de 
montrer  qu'il  est  possible  de  ramener  par  une  transformation  uni- 
déterminative  une  courbe  du  septième  ordre  à  neuf  points  doubles, 
à  laquelle  conduisait,  pour /?  =  6,  la  transformation  que  nous  venons 
d'étudier,  en  une  courbe  du  sixième  ordre  à  quatre  points  doubles. 

Nous  avons  donc  à  montrer  que  sur  une  courbe  C7  de  genre 
/?  =  6  il  existe  un  ensemble  7?',  c'est-à-dire  un  ensemble  double- 
ment infini  de  six  points,  déterminé  par  les  intersections  de  courbes 
adjointes  C4(  =  G/i_8)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que  sur  d 
on  peut  déterminer  des  groupes  G4  de  trois  points  chacun  (en 
nombre  fini  ou  infini)  par  lesquels  passe  une  infinité  double  de 
courbes  C4  (tandis  que  par4=J^ — ^  points  choisis  arbitraire- 
ment sur  G7  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  infinité  simple  des 
mêmes  courbes).  Cela  conduit  au  problème  consistant  à  déter- 
miner trois  Y^oiuls  y^^\  j^^\  y^^^ j  de  telle  sorte  que  les  courbes 
Cn^z  en  nombre  doublement  infini  qui  passent  par  ces  points  con- 
tiennent toutes  un  quatrième  point  j^'*^  de  C7.  Or  l'ensemble  des  ad- 
jointes C4  forme  une  famille  linéaire  à  six  paramètres  homogènes 

Nous  pouvons  donc  formuler  la  condition  imposée  en  disant 
que,  parmi  les  quatre  équations 

a,yi(>(»))  -h  a.î'iO^'J)  -h  ...  -h  «e^eU^'^j  =  O, 

la  dernière  est  une  conséquence  des  trois  premières,  d'où  il  résulte 
que  trois  des  six  paramètres  a/  restent  encore  arbitraires,  (^ela 
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s'exprime  par  le  fait  que  tous  les  déterminants  quaternaires  formés 
des  quantités  ^i(j^^^)  doivent  s'annuler,  c'est-à-dire  que  Ton  aie 
système  suivant  d'équations  figuré  par  l'évanouissement  d'une 
matrice  de  déterminants 


?.(/<•>) 

?.(/'•>) 

?.(7"^) 

?»(r<") 

f.(r(") 

f.(r'") 

?.  [y  "^  ) 

?.{/<") 

ra  (r«"  ) 

f»(7<") 

f.O-'") 

?.(7<") 

f .  (r<'^  ) 

ft[ï^'^) 

y.  (/«'') 

?»(jf") 

n(r<'^) 

9.{y''') 

r.U'*>) 

?.(^<*') 

f.(r''>) 

nU(')) 

f.(r(*>) 

,«(r(»)) 

=  o. 


Mais  ce  système  renferme  seulement  trois  équations  indépen- 
dantes les  unes  des  autres,  savoir  celles  qui  tirent  leur  origine  de 
Téquation  unique 

?.(jr<")    ?.(rf")    f.[j(")    ?/(r(") 

?.(r'") 


?/(rf") 


=  0, 


T.(r<*0    f.(r<'')    f.b<*')    ?/(r'*M 

pour  1=4»  5  et  6  (^).  Ces  trois  équations  renferment,  en  tenant 
compte  des  conditions 

[y(x)  =  o  étant  l'équation  de  C7],  encore  quatre  inconnues  : 
Donc,  parmi  les  quatre  points  j^^\  l'un,  tel  que  j^^^,  peut  être 
choisi  arbitrairement,  et  l'on  pourra  trousser  alors  par  rapport 
à  lui  un  nombre  fini  de  groupes  ternaires  y^^\  j^^\  j^^"^  satis* 
faisant  au  sjstème  d'équations  obtenu  (^). 

Si  maintenant  l'on  choisit  pour  courbes  de  transformation  le 
réseau  des  courbes  C4  qui  passent  par  quatre  points  y^^\  ainsi 
définis,  ces  courbes  détermineront  sur  C7  un  ensemble  yjf^;  en 
d'autres  termes,  la  courbe  C7  est  transformée  unidéterfninatii^e" 
ment  en  une  courbe  Ce  (^). 


(')  Foir,  par  exemple,  la  Théorie  des  déterminants  de  Baltzeb,  ou  les  explications 
générales  du  texte,  p.  54  et  suiv. 

{*)  On  verra  plus  tard  que  le  nombre  des  solutions  ne  peut  être  nul;  à  la  fin  de 
ta  IV*  Section  nous  le  trouverons  égal  à  cinq. 

(•)  f^oir  sur  ce  sujet  Bbill,  Math.  Annalen,  t.  Il,  p.  471. 
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Comme  parmi  les  quatre  points  j^'^  on  peut  en  choisir  un  arbi- 
trairement, il  existe  en  tout  un  système  simplement  infini  de  tels 
groupes  de  quatre  points  chacun  ;  Tensemble  de  ces  groupes  peut 
être  traversé  sur  C7  par  un  faisceau  de  courbes  C4  qui  passent 
encore  par  six  points  fixes  de  C7  (ainsi  qu'il  résulte  déjà  d'un 
théorème  donné  t.  II,  p.  i43),  et  l'on  verra  que,  pour  six  points 
de  base  de  cette  espèce,  on  peut  choisir  l'un  quelconque  des 
groupes  du  système  */i\  dont  les  groupes  sont  tous  résiduels  par 
rapport  à  un  groupe  G4  de  quatre  points ^^'^  Cet  exemple  est  1res 
important  pour  les  explications  générales  qui  suivent  et  peut, 
pour  cette  raison,  être  traité  d'une  manière  encore  plus  appro- 
fondie. On  reconnaît,  au  surplus,  l'affinité  de  notre  dernière 
proposition  avec  la  proposition  ci-dessus,  que  tout  système  g'^i 
se  compose  de  groupes  de  points  par  lesquels  passe  également 
encore  une  infinité  simple  de  courbes  Cn-z  (p«  35)  ;  nous 
avons  sous  les  yeux  deux  cas  particuliers  d'un  théorème  plus 
général. 

Actuellement,  admettons  que  quatre  points  j'^*^  j^^^j^'^  j^^*^ 
aient  été  déterminés  de  telle  sorte,  que  par  ces  points  passe  une 
infinité  double  de  courbes  C^.  Soient  ensuite  x^*^  x^^^,  x^^\  x^*^, 
jj(5)^  j^(%)  igg  gjx  autres  points  d'intersection  d'une  courbe  C%  de  ce 
système  doublement  infini  avec  C7.  Par  les  quatre  points^  et  par 
tout  point  quelconque  du  plan,  conséquemment  aussi  en  particu- 
lier par  l'un  des  six  points  a:^'\  passe  un  nombre  simplement  in- 
fini de  courbes  Ci;  autrement  dit,  ces  points  forment  ensemble 
un  groupe  de  p  —  1  =  5  points  par  rapport  auquel  il  existe  un 
système  résiduel  ^^5^=  g^^i*  Mais  alors  aussi,  par  tout  groupe  de 
ce  dernier  système,  passe  encore  une  infinité  de  courbes  C|  ;  il  en 
est  ainsi,  en  particulier  (pour  1  =  6,  par  exemple),  à  l'égard  des 
cinq  points  x^*^,  x^^^,  x^^\  x^*^,  x^^K  II  en  résulte  que  tous  les 
déterminants  à  cinq  colonnes  qui  se  trouvent  dans  la  matrice 

y,(x(t))   y,(x(i))   y3(x(0)    y,(x(«))   ç,(xO)j   y,(^(l)) 

y,(x(«))   y,(x(«))   y.(x(«))   ^,(.r(«))   y,(.r(«;)  f,{xi'^] 


•■•...   ■••*••   •.•■••   •.•■■• 


=  0, 


^,(x(»))      y,(u:(»))      y,(x(»))      7,(x(»))     y,(.r(»))     ^,{,ri^)) 

s'évanouissent.  En  eflet,  ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffi- 
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sanles  pour  que  les  cinq  équations 

OÙ  1=1,3,3,4)3  admettent  une  infinité  simple  de  solutions 
pour  les  paramètres  a^»  Mais  comme  pour  x^^^  nous  pouvions 
choisir  chacun  des  six.  points  x,  il  en  résulte  l'existence  des 
cinq  autres  équations  dérivées  de  la  précédente  par  permuta- 
tion de  chacun  des  points  x^*^  ...  x^*^  avec  x^*\  ce  que  nous 
pouvons  exprimer  en  disant  que  tous  les  déterminants  mineurs 
à  termes  de  cinq  facteurs  doiv^ent  s* annuler  dans  le  détermi- 
nant suivant  : 

f,(x(0)     f,(x('))      ...      „(.,(.)) 
f,(x('))     y,(xC«))      ...      „(x(«)) 


•    *    .    •    • 


On  serait  conduit  exactement  au  même  système  d'équations,  et 
c'est  là  l'important,  par  la  condition  de  déterminer  six  points  x^^ 
tels,  que  par  ces  points  passe  encore  un  système  simplement  infini 
de  courbes  adjointes  C4.  En  effet,  s'il  doit  en  être  ainsi,  il  faut 
nécessairement  que,  parmi  les  six  équations 


deux  soient  la  conséquence  des  quatre  autres,  puisque  déjà 
p  —  2  =  4  points  de  C7  déterminent  un  faisceau  d'adjointes  C4. 
Mais  Tinverse  a  également  lieu  :  étant  donné  un  groupe  F»  de 
l'espèce  des  points  x^'^,  tout  résidu  de  celui-ci  forme  un  groupe  G* 
de  points  y^^  appartenant  à  la  catégorie  que  nous  venons  de 
signaler.  En  effet,  puisque  par  cinq  points  quelconques  de  Fa 
passe  un  nombre  infini  de  courbes  C4,  les  quatre  points  G4  forment 
aussi  ensemble  avec  chacun  des  points  de  T%  un  groupe  de  cinq 
points  par  lequel  passe  une  infinité  de  courbes  C4  (suivant  une 
proposition  précédente,  p.  35).  Donc,  par  G4  passent  six  fais- 
ceaux différents  de  courbes  C4,  ce  qui  n'est  possible  que  si  par  G4 
on  peut  faire  passer  un  ensemble  doublement  infini  de  courbes  €4^ 
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OU  si  les  six  faisceaux  sont  identiques  entre  eux.  Mais  ce  dernier 
cas  doit  être  exclu  de  prime  abord  ;  car  alors  nous  aurions 
4  -t-  6  =  10  points  sur  C^  qui,  conjointement  avec  les  neuf  points 
doubles,  devraient  former  les  points  de  base  d^un  faisceau  de 
courbes  C4,  tandis  que  deux  courbes  C4  ne  peuvent  se  couper 
qu^en  seize  points.  II  ne  reste  donc  comme  possible  que  la  pre- 
mière hypothèse,  ce  qu'il  fallait  démontrerr  Par  conséquent^  si 
quatre  points  G 4  soîit  situés  de  telle  sorte  sur  Ct  que  par  ces 
points  passe  un  ensemble  doublement  infini  de  courbes  adjointes 
C4,  on  peut  par  tout  résidu  Tb  du  groupe  faire  encore  passer  un 
système  (  *  )  simplement  infini  de  courbes  C4  de  cette  espèce,  et 
réciproquement. 

Tout  groupe  G4  de  l'espèce  en  question  formant  ensemble  avec 
les  neuf  points  doubles  treize  points  de  base  d'une  famille  double- 
ment infinie  de  courbes  C4,  il  existe  au  moins  un  ensemble  dou- 
blement infini  yj,"  de  groupes  Te.  La  totalité  de  ces  groupes  se 
trouve  aussi  représentée  par  là,  car  le  système  d'équation  obtenu 
pour  les  six  points  x^'^  est,  d'après  une  proposition  de  la  théorie 
des  déterminants  que  nous  allons  exposer  incessamment,  équiva- 


(')  On  peut  aussi  employer  les  systèmes  ^^i)  pour  la  transformation  de  G,  en  la 
forme  normale  indiquée  par  Riema!I!i  {loc.  cit.,  §  13),  c'est-à-dire  en  une  courbe  C,  à 
deux  points  quadruplas  et  trois  points  doubles.  Soient,  en  effet,  ^  =  o,  x^^  ^  deux 
adjointes  €«  qui  se  coupent  aux  six  points  x^*^  de  l'un  des  groupes  T^  caractérisés 
dans  le  texte,  et  ^'=0,  x'  =^  o  deux  autres  courbes  C^  qui  ont  en  commun  les  six 
points  xC)  d'un  autre  groupe  T^  de  la  môme  espèce;  on  se  servira  des  formules  de 
transformation 

Une  courbe  quelconque  du  réseau  »t^x'~^  *a^'x  ~^  ^•XX'^^  "^  alors  en  commun 
avec  G,  quarante-huit  points  fixes  (dont  trente-six  se  trouvent  aux  neuf  points 
doubles  et  six  en  chacun  des  groupes  jr(0  et  «O),  et,  par  suite,  coupe  encore  C,  en 
huit  points  mobiles  (dépendant  des  quantités  a).  Mais  le  faisceau  /> -f- jl;i^  =  o  n'a 
plus  que  quatre  points  d'intersection  mobiles;  il  en  est  de  mémo  du  faisceau 
r/f'-^  ).x'=o;  la  courbe  Gg  qui  prend  naissance  a  donc,  en  chacun  des  deux  points 
Jr^  s=  o,  j-,  s  o  et  j',^  o,  ^,=  o,  un  point  quadruple,  ce  qu'il  fallait  démontrer,  {f^oir, 
sur  les  formes  normales  de  Riemann,  Brill,  Math,  ^nnalen,  t.  I.  p.  4oii  ®^  t*  ^h 
loc,  cit.).  L'établissement  de  ces  formes  exige,  d'après  Riemann,  la  recherche  de 
deux  fonctions  algébriques  devenant  nulles  ou  infinies  dans  le  moindre  nombre  de 
points  possible,  c'est-à-dire  dos  fonctions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
égalés  à  zéro  représentent  des  courbes  qui  ont  avec  la  courbe  le  plus  grand  nombre 
possible  de  ])o{nts  communs.  Les  fonctions  de  cette  nature  sont  précisément  ici  les 
quotients  'p  '.  x  cl  p'  :  y'. 
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lent  seulement  à  quatre  équations  indépendantes  les  unes  des 
autres,  de  telle  sorte  que  Ton  peut  prendre  encore  deux  des  points 
x^'^  à  volonté  sur  C7.  On  reconnaît  ainsi  (la  réciproque  de  ce 
raisonnement  étant  vraie)  que  le  nombre  de  tous  les  groupes  pos- 
sibles Te  sur  Ct  est  épuisé  par  les  résidus  en  nombre  doublement 
infini  d*un  nombre  fini  de  groupes  G4  de  Tespèce  précitée,  et 
inversement  que  tous  les  groupes  G4  sont  résiduels  d'un  nombre 
fini  de  groupes  V^  du  système  précédent  yi*'. 

La   réciprocité   complète  exprimée   en   cette   dernière  circon- 
stance entre  les  systèmes  y^î^  et  g^'J^  est,  ainsi  qu'on  le  verra  inces- 
samment, particulière  aux  courbes  du  genre  6  [qui  peuvent  toutes, 
en  général,  être  transformées  en  une  courbe  du  septième  ordre,  à 
neuf  points  doubles,  et,  par  suite,  en  une  courbe  du  sixième  ordre, 
à  quatre  points  doubles  {voir  p.  Sp)];  on  peut  d'ailleurs  effec- 
tuer la  détermination  des  systèmes  ^^,  et  g^p^  sur  une  courbe 
de  genre  p  absolument  comme  nous  l'avons  fait  poiur  le  cas  de 
p=.6.  Si  nous  nous  demandons,  en  effet,  comment/;  —  3  points 
J^*\j^^\  . .  ',  j^P~^^  doivent  être  situés  sur  la  courbe  primitive  G,, 
pour  que  toute  courbe  adjointe  C/i_3,  menée  par  ces  points,  passe 
encore  par  un  autre  point  fixe  de  G/,,  nous  imaginerons  que  l'on 
adjoigne  aux  points  j^^*^  •••>  J^^~'^  deux  points  mobiles  y^P~^\ 
j>^^~*^  et  nous  rechercherons  la  condition   moyennant  laquelle 
une  courbe  adjointe  G^^s  menée  par  ces  p  —  i  points  passe  en- 
core par  un  certain  point  fixe^^/*^  de  G,!  pendant  que  les  points 
jr(/»-2)  Qi  y{p-\)  parcourent  la  courbe  primitive.  Getle  condition  en 
implique  en  réalité  deux.  Nous  regarderons  doncj'^^^,  . . , ,  j^p~^^ 
comme  seuls  donnés  arbitrairement,  et  nous  nous  demanderons 
comment  j^P^*^  et  j^P~^^  doivent  être  situés  pour  que  toutes  les 
courbes  adjointes  G„_8  menées  par  ces  points  passent  encore  par 
un  point   commun  j^pK   Gomme   ici   les    données  comprennent 
quatre  points  de  moins   qu'il  serait  nécessaire  pour   la  fixation 
d'une  telle  courbe  G«_3,  on  peut  par  les  y»  —  5  points  donnés  (*) 
faire  passer  cinq    courbes  Çj  =  o,  cj2=  o,  . . .,  <p5=  o   avec    les- 
quelles une  courbe  adjointe  quelconque  G,f_3  passant  parles  points 


(')  Dans  le  cas  de  p  =  6,   nous  pouvions  encore  choisir  arbitrairement  un   des 
quatre  points  ^('). 
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en  question  se  compose  linéairement;  la  courbe  générale  de  cette 
famille  a  donc  la  forme 


(•) 


*1?1  "+"  *î?î  "^  •  •  •  "^  *»?s —  ^' 


La  condition  imposée  est  que  toute  courbe  de  ce  système  qui 
passe  parj^f^~*^  eij^P~^^  passe  aussi  par^^/'',  que  conséquemment 
des  équations 


résulte  d'elle-même  T équation 


«8?«(7^''0=O- 


Pour  cela,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  valeurs  des  fonc- 
tions <f£  se  composent  linéairement  avec  celles  des  deux  premières, 
que  par  suite  pour  i  =  i ,  2, . . .,  5  aient  lieu  les  équations 


N 


y,.(j(P))  =:  \fi{y(P-'))  -h  f*7,(j(/'-»)). 


On  a  là  cinq  équations  qui  renferment  X,  f*  et  les  coordonnées  des 
trois  points  j^P~^\  y(p-^\  J^^\  et  qui,  en  tenant  compte  de 
f{j^''~*^)  =  o,  fij^P'^^)  =  0,  f{y^P^)  =  o,  renferment  également 
cinq  inconnues.  Ou  peut,  comme  on  sait,  les  remplacer  en  posant 
yi^^^=  Xiy  jl''~**=  j7,  j\''^=  Zi,  par  la  formule  unique 


(3) 


?l(-^)       ?l(-^)       M'^)       ?4(-^)        ?i[^) 

?ib)    f%[y)    ?i[jr)    ?k(x)    uir) 

fi{z)      ^,(3)      f^(z)      f^[z)      fn{z) 


=  0, 


laquelle  exprime  que  tous  les  déterminants  mineurs  ternaires  des 
fonctions  (fi  formés  avec  la  matrice  comprise  entre  les  lignes  ver- 
ticales doivent  s'annuler  séparément,  et  est  équivalente  à  tr^ois 
équations  indépendantes  les  unes  des  autres.  11  s'agit  alors  de 
répondre  à  la  question  de  savoir  combien  de  systèmes  de  valeurs 
^9^)  ^  satisfont  simultanément  à  ce  système  d'équations  et  aux 
équations/(j:)  =  o,  f{j  )  =  o,  f{z)  =  o  {*). 

Désignons  provisoirement  le  nombre  de  ces  systèmes  de  valeurs 


(*}  Si  l'on  pose  pour  abréjjer  f^{x)=za^,  o^(/)  =  6j,  f^(z)  =  c^,  tous  les  délermi- 
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par  Z  (  *  )  ;  il  existera  pour  p  —  5  points  quelconques  Z  groupes 
ternaires  de  l'espèce  précitée,  et  il  y  a  en  tout  un  nombre  p  —  5 
fois  infini  de  groupes  Gp_2  par  lesquels  passe  une  infinité  double 
de  courbes  C^^j  {^).  Ces  groupes  se  répartissent  d'une  manière 
remarquable  sur  certains  systèmes  qui  sont  en  nombre  p  —  6  fois 
infini  et  dont  chacun  renferme  un  nombre  simplement  infini  de 
groupes,  c'est-à-dire  sur  les  co  P~^  systèmes  gpL^;  chacun  de  ces 
groupes  est  résiduel  par  rapport  à  tous  les  groupes  d'un  sys* 
lème  déterminé  yjj*,  de  telle  sorte  que  tous  les  groupes  d'un  sys- 
tème gpLt  sont  corésiduels  entre  eux.  On  arrive  à  ce  résultat 
comme  on  est  arrivé  au  résultat  correspondant  dans  le  cas  de 
pz=z6j  k  l'aide  du  théorème  donné  (p.  35)  sur  les  systèmes 
gJJLi.  Si,  en  effet,  Fp  est  un  groupe  résiduel  d'un  groupe  G^_t 
,  que  nous  supposerons  composé  des  points  x^*\  o:^^^,  ...,  x^P\ 
il  résulte  en  premier  lieu  du  théorème  dont  il  s'agit  que,  par 
chaque  réunion  de  p  —  i  de  ces  points  j^/,  on  peut  faire  passer  un 
nombre  infini  de  courbes  C„_s,  et,  pour  cette  raison,  tous  les  dé- 
terminants mineurs  d'ordre^ — i  doivent  s'évanouir  [voi/\  pour 
^  =  6,  p.  40  dans  le  déterminant  suivant  d'ordre  p  : 


(4) 


„(x(')) 


^,(x<P))      ^.(jrC") 


nants  de  la  matrice  (3)  s'annulent  dans  le  cas  (^voir  la  Mole  I  de  la  page  $9)  où  ont 
liea  les  trois  équations 


«« 

«• 

«1 

«t 

«4 

«1 

«a 

*, 

*. 

=  0, 

*. 

*. 

** 

=  0, 

à^ 

*. 

^t 

^« 

«'l 

^1 

c* 

^X 

c% 

(«) 


à  moins  que  Von  n'ait  en  même  temps 


m 


a. 


=  0, 


«1 

«t 

=  0, 

K 

^ 

=  0, 

«^1 

^t 

*. 

*. 

^l 

<?t 

'«l 

«1 

=  o. 


Pour  trouver  les  solutions  do  système  d'équations  (3),  il  faut  donc,  des  solutions 
communes  des  équations  («)  [en  tenant  toujours  compte  des  conditions/(«)  =  o, 
f(j)  =  o,  /(x)  =  o],  retrancher  les  solutions  communes  des  équations  {fi), 
(')  Zest  égala  p{p  —  i)[i(p  -1)  — 1].  {roir  la  fin  de  la  IV  Section.) 
(*)  Ici  et  dans  ce  qui  suit,  il  s'agit  naturellement  toujours  de  courbes  adjointes» 
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Or,  les  équations  qui  résultent  de  là  expriment  précisément  que 
par  les  p  points  x^'^  du  groupe  Tp  on  peut  encore  faire  passer 
un  système  simplement  infini  de  courbes  C»_3  ;  on  démontre  aussi, 
à  peu  près  comme  précédemment,  la  réciproque  de  cette  propo- 
sition. Le  système  d'équations  mentionné  en  dernier  lieu  se  montre 
équivalent  à  quatre  conditions,  c'est-à-dire  que  Ton  peut  prendre 
encore  arbitrairement  p  —  4  points  d^ un  groupe  Tp,  Si  alors 
flp,=:o,  cpa=o,  ^8  =  0,  <p4=o  sout  quatre  courbes  du  système 
triplement  infini  déterminé  par  les  p  —  4  points,  nous  avons  pour 
la  recherche  d'un  groupe  T p  à  déterminer  quatre  autres  points  ^, 
7j,  ^,  6  tels,  que  tous  les  premiers  déterminants  mineurs  formés 
avec  le  déterminant 


(5) 


?i(5)  ?.(0  73(5)  n(S)  ^ 

fl(i3)  ^t[ri)  f,(îî)  y4(i3) 

7l(Ç)  ?«(«)  n(Ç)  ?4(0 

?i(«)  yî(^)  ?s(«)  ?*(ô) 


s'évanouissent.  Donc,  tandis  que  d'une  part  la  détermination  des 
groupes  r^  peut  se  faire  directement  par  la  recherche  des  solu- 
tions communes  (c'est-à-dire  par  les  systèmes  de  valeurs  Ç,  r;,  Ç,  0) 
du  système  d'équations  ainsi  obtenu,  on  aperçoit,  d'autre  part, 
que  le  problème  de  la  détermination  des  groupes  Tp  se  trouve 
ramené  à  la  détermination  de  groupes  Gp_2  de  l'espèce  précé- 
dente, car  tous  les  groupes  Tp  s'obtiennent  comme  résidus  de  tous 
les  groupes  Gp_a. 

Désignant  actuellement  par  2!  le  nombre  des  groupes  quater- 
naires ^,  T},  C  Q  deC/i  qui  satisfont  au  système  d'équations  obtenu 
en  dernier  lieu  (  *  ),  nous  pouvons  résumer  ces  résultats  dans  ce  qui 
suit.  Si  l'on  part  àe  p —  5  points  quelconques,  il  existe  encore  Z 
groupes  ternaires  différents  qui,  ensemble  avec  ces  points,  déter- 
minent un  groupe  G^_,  par  lequel  passe  une  infinité  double  de 
courbes  C,i_8  ;  ces  courbes  C„_8,  en  nombre  doublement  infini, 
déterminent  par  leurs  intersections  avec  C/i  une  famille  y^*  de 
groupes  Ty,  (^),  et  par  chaque  ensemble  F'*'  passe  une  série  sim- 


(*)  Nouitrouveron8pluBtardZ'  =  ^/ï(/>  — 1)'(/>  — a)— |/ï[(/ï— 1)(/>  — a)  — (/>-t-i)]. 
(')  La  courbe  C„  peut,  par  suite,  èlre  transformée  unidétcrmiMativeinent  en  une 
courbe  C^,  mais  aucune  réduction  de  l'ordre  n'est  possible  ensuite. 
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plement  infinie   d^aulres    courbes    C^^s*   Réciproquement,   Ten- 
semble   de  ces  dernières  détermine  sur  Cn  une  famille  g^^^  de 
groupes  Gp_t  dont  Tun  a  été  notre  point  de  départ.  Il  existe  donc 
en  tout  un  nombre  p  —  6  fois  infini  de  familles  gfJJL,  de  cette  ca- 
tégorie, en  sorte  qu'il  faut  p  —  5  points  quelconques   pour   dé- 
terminer un  groupe  individuel  GjJLt»  Celles-ci  se  divisent  en  Z 
systèmes    complètement  séparés   qui   répondent  aux   racines    de 
l'équation  du  Z^^.™*'  degré  dont  dépend  leur  détermination  ;  et  cela 
de  telle  sorte  qu'aucune  famille  d'un  système  n'ait  avec  une  famille 
d'un  autre  système  un  groupe  Gp^2  complet  commun,  et  que  l'on 
ne  puisse  pas  arriver    par  variation  continue   d'un  groupe  d'un 
système  à  un  groupe  des  Z  —  i  autres  systèmes  (  *  ).  Or,  comme  à 
toute  famille  gpLf  répond  une  famille  y^'  de  groupes  résiduels^  il 
existe  aussi  un  nombre  p  —  6  fois  infini   de   familles  différentes 
y^,  ce  qui  concorde  avec  le  compte  direct  fait  précédemment,  et 
ces  dernières  se  partagent  en  Z'  systèmes  séparés.  Ce  nombre  TJ 
coïncide  en  particulier  avec  le  nombre  Tj  pour  le  cas  de  p  =  6, 
qui  se  trouve  par  là  caractérisé  de  la  manière  indiquée  plus  haut 
(p.  43).  Si,  en  effet,  p  est  égal  à  6,  il  n'existe  qu'un  nombre ^im 
de  familles  g^lJL,  et  qu'un  nombre  fini  de  familles  y^^;  or  le  nombre 
de  ces  familles  est  nécessairement  le  môme,  parce  que  d'une  fa- 
mille gpLt  dérive  toujours  unidéterminativement  une  seule  famille 
g^^,  car,  dans  ce  cas,  ces  familles  ne  renferment  plus  de  points 
arbitraires.  Au  contraire,  pour  /;  >>  6,  une  correspondance  unidé- 
terminative  de  cette  espèce  n'a  plus  lieu. 

Faisons  remarquer,  en  terminant,  f/uil  ne  peut  exister  de 
familles  y^'  et  gp-tpour  p  ==  5  et,  en  général,  pour  p  <^6;  car,  dans 
ce  cas,  le  nombre  p — 6  des  points  que  l'on  peut  prendre  encore  arbi- 
trairement dans  chaque  groupe  des  deux  familles  deviendrait  né- 
gatif, ce  qui  n'a  aucun  sens.  On  le  vérifie  du  reste  sans  difficulté 
directement.  En  efiet,  une  courbe  du  genre  p=:5  peut  (si  elle 
n'est  pas  hyperellîptique)  être  transformée  (d'après  ce  qui  a  été 


(*)  Nous  rencontrerons  plus  tard  encore  de  tels  systèmes  de  groupes  de  points  sur 
G,  complètement  séparés,  lorsque  nous  considérerons  les  courbes  de  contact.  Noua 
en  trouvons  aussi  des  exemples  dans  les  trois  systèmes  de  couples  de  pôles  sur  une 
courbe  de  troisième  ordre»  et  dans  les  systèmes  de  points  où  une  conique  peut  avoir 
Bvec  cette  même  courbe  un  contact  d'ordre  élevé. 
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dit  t.  II,  p.  258  et  267)  en  une  courbe  du  sixième  ordre  à  cinq 
points  doubles;  mais,  s'il  existait  sur  cette  courbe  Cs  un  groupe 
G5  par  lequel  passerait  une  infinité  double  de  courbes  adjointes 
Cs(  =  C„_8),  il  faudrait  que  toutes  ces  courbes  eussent  en  com- 
mun, conjointement  avec  les  cinq  points  de  G5,  les  cinq  points 
doubles  de  Ce,  c'est-à-dire  en  tout  dix  points  communs,  ce  qui 
est  impossible. 

Après  avoir  ainsi  expliqué  sur  des  exemples  particuliers  la 
notion  des  groupes  spéciaux  et  démontré  leur  existence,  nous 
passons  à  l'étude  générale  de  ces  groupes.  Nous  allons  d^abord 
établir  le  théorème  appelé  tlieorème  de  Itiemann  et  Roch,  qui  se 
réfère  aux  relations  respectives  des  groupes  de  cette  nature  (et 
que  nous  avons  énoncé  aux  pages  35  et  4^  pour  des  cas  parti- 
culiers); nous  prouverons  ensuite,  d'une  manière  générale,  l'exis- 
tence de  tels  groupes  par  l'établissement  des  équations  de  condi- 
tion qui  les  concernent. 

Nous  commencerons  par  revenir  à  nos  recherches  précédentes 
sur  les  systèmes  de  points  d'intersection  des  courbes  adjointes 
C«_8,  recherches  interrompues  au  moment  où  nous  énoncions 
cette  importante  proposition  (t.  II,  p.  i43),  q\i* une  famille  li- 
néaire  g'^^  q  fois  infinie  de  groupes  de  Q  points  chacun  peut 
toujours  être  découpée  par  une  famille  de  courbes  adjointes  C^^j 
si  la  relation 

(6)  y^Q— /?-hi     ouQ  — 7^/?— i 

est  satisfaite  (*). 


(*)  Une  famille  g^9\  pour  laquelle  7  =  Q  —  /?-m,  est  déterminée  par  les  interaee- 
tions  de  courbea  €„_,  qui  passent  par  R  =  2/»  —  a  —  Q  points  fixes  G|^.  Si  donc  on 
a  Q  ^  /»  —  I ,  et  que  q  soit  d'aiUeurs  un  nombre  positif,  le  groupe  G,^  sera  nécessai- 
rement d'un  caractère  tout  particulier;  alors  ^,  =  o,  p,=  o  étant  deux  courbes  G«., 

menées  par  O^^  ^  est  une  fonction  algébrique  qui  deviendra  infinie  pour  Q  points, 

c'est-à-dire  pour  un  nombre  de  points  inférieur  à  p.  Mais,  d'après  la  proposition  du 
texte,  toute  fonction  algébrique  de  cette  dernière  esphce  peut  réciproquement  être 

représentée  sous  la  forme  ^*  C'est  ainsi  présentée  que  la  proposition  se  trouve  dans 

9t 

RiEMANN,  loc,  ait,,  s  10.  Mentionnons  encore  un  exemple  du  théorème.  Sept  points 
quelconques  étant  pris  sur  une  courbe  C^,  on  en  déterminera  deux  autres  [et  cela 
de  trois  manières  différentes  (p.  16  et  suiv.)]  de  telle  espèce  que  par  les  neuf  passe 
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Dans  DOtre  démonstration ,  nous  sommes  partis  du  fait  que  la 
proposition  est  exacte  en  toute  hypothèse  pour  q  =  o,  et  nous 
avons  montré  alors  qu'elle  a  encore  lieu  pour  q  =  i  Nous  sommes 
venus  à  bout  des  autres  cas  en  nous  élevant  d'un  système  g'jjz/^  à 
un  système  g^^\ 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  qu'il  s'agit  avant  tout  pour  nous 
de  l'étude  de  ce  que  nous  avons  appelé  les  groupes  spéciaux  ('), 
c'est-à-dire  des  groupes  assujettis  à  posséder  les  propriétés  définies 
dans  les  exemples  précédents  (p.  33).  D'une  manière  générale, 
nous  comprendrons  actuellement  sous  le  nom  de  systèmes  spé- 
ciaux g'f^^  un  ensemble  linéaire  q  fois  infini  de  groupes  chacun  de 
Q  points,  pour  lequel  on  a 

(7)  ^>Q-/'-»-î, 

c'est-à-dire  un  ensemble  dont  un  groupe  spécial  déterminé  GS* 
n'est  fixé  que  si  l'on  prend  plus  de  Q  —  p -\- i  points  arbitraires. 
Les  systèmes  spéciaux  qui  sont  possibles  sur ' une  courbe  C^  ne 
sont  aucunement  indépendants  les  uns  des  autres  et  peuvent 
au  contraire  se  grouper  deux  à  deux,  suivant  une  loi  remar- 
quable, de  telle  façon  que  d'une  famille  donnée  on  peut  tou- 
jours en  déduire  une  autre,  ainsi  qu'il  est  arrivé  dans  les  exem- 
ples précédents,  et  le  fait  a  lieu  en  conséquence  de  la  proposition 
suivante  : 

Si  R  points  Gr  ont  sur  une  courbe  J* non  décomposable  de  genre 
p  une  situation  particulière  telle  que  les  courbes  adjointes  du 
[n  —  3)**™®  ordre  qui  passent  par  ces  points  forment  encore  une 
famille  q  fois  infinie  (  q  étant  un  nombre  positif  et  supérieur  à 
j) —  1  —  R),  cas  oh  leurs  intersections  déterminent  l'ensemble  de 
l^roupes  yjj^'  (Q  étant  égal  à  ip  —  2  —  R),  le  groupe  G^  appar- 


une  infiniic  simple  dt'  courbes  C,.  Les  trois  points  d'intcrsoclion  mobiles  forment 
alors  un  système  i,''*'  ]>our  lequel  la  condition  (6)  est  satisfaite;  ils  peuvent  donc  être 
déterminés  par  les  intersections  d*un  faisceau  de  droites  (C^_3=  C, ).  Ce  dernier  en- 
gendre alors  inversement,  avec  le  faisceau  de  courbes  C,,  la  courbe  C^,  suivant  le 
procédé  de  Cdables  (t.  Il,  p.  gS). 

1*)  Pour  les  recherches  suivantes,  voir  Brill  et  Nôtiier,  Math,  Annalen,  t.  VII, 
p.  a<So  et  suiv. 
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tient  à  un  système  r  fois  infini  pour  lequel  on  a 

et  qui  est  conscquemment  encore  un  sjstème  spécial;  en  d'autres 
termes j  par  tout  groupe  Fj^'  de  l'ensemble  yJJ'  passe  une  familUf 
rfois  infinie  de  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  3  dont  les  inter- 
sections déterminent  l'ensemble  g^n'  de  groupes  Gr'. 

Pour  le  démontrer,  nous  pourrions  encore,  sous  le  bénéfice  de 
quelques  propositions  empruntées  à  la  théorie  des  déterminants, 
suivre  la  même  voie  que  pour  le  cas  de  R  =  p  —  2,  /  ==  i ,  Q  =  /^, 
{/  =  2  (p.  45  et  suiv.);  mais  on  arrive  également  très  simplement 
au  but  en  faisant  usage  du  théorème  (  *  )  sur  les  systèmes  spéciaux 
(t.  II,  p.  143,  et  t.  III,  p.  48),  comme  précédemment  dans  le  cas 
de  q  =  r=  i,  Q  =  R  =  /;  —  i  (p.  35),  et  cela  de  la  manière  sui- 
vante : 

Soit  donné  un  sjstème  spécial  g'^'  à  Tégard  duquel  rinégalité 

(7)  se  trouve  satisfaite  par  définition,  et  soit 

(8)  7  — Q-/7H-i-f-r, 

/-  désignant  un  nombre  entier  positif,  mais  tel  que  l'on  ait 
r<^p  —  I.  Nous  adjoindrons  à  tout  groupe  de  l'ensemble  g^^J*  les 
mêmes  r  points  fixes  (choisis  d'une  manière  quelconque).  L'en- 
semble donné  en  produit  alors  un  autre  g^^\  où 

et  pour  lequel  conséquemment  le  nombre  des  paramètres  arbi- 
traires ne  s'est  pas  accru,  tandis  que  le  nombre  des  points  a  subi 
une  augmentation  dans  les  groupes  individuels  de  l'ensemble. 
Actuellement  on  a,  en  vertu  de  (8), 

ou,  en  d'autres  termes,  la  condition  (6)  est  remplie  à  l'égard  du 


{*)  Conjointement  avec  la  démonstration  suivante  du  texte,  on  trouve  à  l'endroit 
cité  une  démonstration  obtenue  par  généralisation  des  considérations  qui  ont  été  pré- 
sentées à  la  page  35.  Nous  reprendrons  la  marche  suivie  duns  l'autre  exemple  lorsque 
nous  arriverons  à  la  Section  consacrée  à  l'évanouissement  des  fonctions  0. 
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système  GjJ^^  Ce  dernier  système  peut  donc  être  traversé  par  un 
système  d'adjointes  C„_3,  et  conséquemment  par  tout  groupe  GjJ.' 
du  système  passe  une  courbe  adjointe.  Mais  comme,  parmi  les 
Q'  points  du  groupe,  r  ont  été  choisis  d'une  manière  complète- 
ment arbitraire,  on  doit  pouvoir,  par  les  Q' —  r  =  Q  points  du 
«groupe  en  question  G'J\  faire  passer  au  moins  une  famille  /•  fois 
infinie  d'adjointes  C^^a  ;  en  d'autres  termes,  toutes  les  courbes 
C/»_8  d^  cette  catégorie  passant  par  le  groupe  Gj^'  déterminent  un 
système  g*^^  pour  lequel  R  est  égal  à  2p  —  2  —  Q  et  lO  au  moins 
éf^al  à  7%  c'est-à-dire  qu'on  a,  d'après  (8), 

(9)       &  >  (7  ^-  />  —  I  —  Q     et  conséquemment     >  R  —  p~{-i  -r-  q. 

Mais  p  ne  peut  pas  non  plus  être  supérieur  à  r.  Si  nous  posons 
en  eflTet  p=R  —  p  -{-  i  -{-  k,  y.  étant  supérieur  à  q^  on  sera  con- 
duit du  système  f^^  à  un  système  g^  par  des  considérations  abso- 
lument identiques  à  celles  qui  ont  servi  à  déduire  le  système  g^^  du 
système  g^^  en  sorte  qu'on  obtiendrait  pour  x  Tinégalilé 

;iO)  y.>Q_-^;_f-  H_p, 

analogue  à  la  relation  (9).  Mais  les  deux  systèmes  g'f  et  ^!^  sont 
résiduels  d'un  groupe  quelconque  Gif,  ainsi  qu'on  l'aperçoit  im- 
médiatement d'après  notre  construction  des  systèmes  g^^  et  gj^\ 
les  deux  systèmes  doivent  donc  comprendre  le  même  nombre  de 
paramètres  arbitraires  (t.  II,  p.  i4i  )»  et  de  là  résulte  ik.  =  q^  d'où 
aussi,  en  vertu  de  (10)  et  de  (8),  f,  =  r.  Nous  formulerons  ce 
résultat  dans  le  théorème  suivant  : 

Si  par  un  groupe  Gj^'  d'un  système  spécial  g^^^  sur  C„,  sys- 
terne  dans  lequel  q  est  donné  par  (8),  c'est-à-dire  oii  l'on  a 
^  =rr  Q  —  p^  i  ^  r,  on  fait  passer  une  courbe  adjointe  du 
[n  —  3  y^"^*'  ordre,  celle-ci  coupe  encore  Cn  en  2p  —  2  —  Q  =  H 
points  qui,  de  leur  côté,  si  l'o/i  mène  par  GJJ'*  toutes  les  courbes 
possibles  Cn-^  de  l'espèce  en  question,  forment  un  système  spé- 
cial g-R^  de  groupes  Gr  '  pour  lequel  r  possède  la  valeur  déduite 
de  (%),  r  =  K  —  p-M  -f-<7. 

Or,  c'est  là  encore,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  immédiatement,  le 
théorème  de  Riemann  et  Roch,  précédemment  énoncé  sous  une 

4- 
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autre  forme  (  ^  ),  ihéorème  par  le  moyen  duquel  on  obtient  le  grou- 
pement par  couples  des  systèmes  spéciaux  dont  nous  avons  parlé: 
car,  pour  deux  systèmes  gjj'  et  g^^^  associés  de  la  manière  pres- 
crite, on  en  déduit  les  relations 

(il)  Q-f-R  =  a/?  — 2,     Q  — R  =  !i^  — 2r. 

Quelques  exemples  serviront  à  mieux  éclaircir  encore  le  sens  du 
théorème. 

A.  Courbe  du  cinquième  ordre  à  un  seul  point  double,  p  =  5 .  — 
Nous  pouvons  ici  déterminer  un  système  spécial  g^^  par  des  coni- 
ques adjointes,  dont  chacune  se  décompose  en  deux  droites, 
savoir  une  droite  fixe  passant  par  le  point  double  et  une  droite 
mobile  d'une  façon  quelconque.  Comme  on  a  Q  =  5  et  y  =  a,  on 
trouve,  en  vertu  de(ii),  R=3,r  =  i,  c'est-à-dire  un  système  g^'  : 
ce  dernier  prend  naissance  lorsque  la  courbe  adjointe  Ca  se  dé- 
compose en  une  droite  fixe  quelconque  et  en  une  droite  mobile 
passant  par  le  point  double. 

B.  Courbe  du  sixième  ordre  à  deux  points  doubles,  p=S.  — 
Nous  pouvons  déterminer  un  système  spécial  g^j^*  =  g^^  par   une 
famille  de  courbes  Cn«3,  dont  chacune  se  décompose  en  une  droite 
fixe  passant  par  l'un  des  points  doubles  et  en  une  conique  mo- 
bile passant   par  l'autre   point   double   et,    en   outre,    par    trois 
points  fixes  de  la  courbe  primitive.  Pour  le  système  associé  ^a . 
on  trouve  R=  7,  r  =  i;  les  sept  points  qui  sont  déterminés  sur 
la  courbe   primitive   par    une   conique  quelconque   du    faisceau 
précité  forment  donc,  ensemble  avec  les  deux  points  doubles  de 
Ce  (la  courbe  primitive),  un  système  de  neuf  points  par  lequel 
passe  une  infinité  de   courbes  du  troisième  ordre  (^).   On   ob- 
tient un  système  spécial  g'^^  =  gf  si  les  courbes  sécantes  C^^s 
se  composent  d'une  adjointe   fixe   C2   et  d'une  droite    mobile. 


(')  Il  a  été  établi  d'une  autre  manière  pour  quelques  cas  particuliers,  par  I\|£Xan>, 
loc,  cie.f  et  §  5,  Journal  fie  Crelle^  t.  54,  et  Ueber  das  rersclnvindcn  dcr  Thetafune- 
ttonen{ibid.t  t.  GG);  il  n  été  presque  immédiatement  démontré  d'une  manière  générale 
par  Rocn,  ibid.^  t.  Gi,  p.  37:^  (/Wr  plus  bas  la  Section  XI,  sur  révanouisscment  de» 
Ibnctions  8). 

(')  C'est  donc  là  un  nouvel  exemple  du  cas  traité  t.  Il,  p.  35. 
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Il  vient  pour  le  système  associé  R  =  8,  r=  3,  et  rensembie  ^?' 
est  traversé  par  l'ensemble  des  adjointes  C2  (en  y  réunissant  la 
droite  fixe). 

C.  Courbe  du  cinquième  ordre  à  deux  points  doubles,  (^oirla 
note  de  la  p.  36.  ) 

D.  Courbe  du  septième  ordre  à  neuf  points  doubles,  [Voir 
p.  38  et  suiv.) 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  présenter  d'une  manière 
f^énérale  les  explications  qui,  dans  la  courbe  du  septième  ordre 
à  neuf  points  doubles,  nous  ont  conduits  à  certains  systèmes  de 
déterminants;  en  même  temps,  nous  approfondirons  un  peu  les 
propositions  de  la  théorie  des  déterminants  qui  sont  relatives  à 
ces  systèmes.  Pour  le  moment,  nous  ne  ferons  aucune  attention 
au  nombre  de  systèmes  spéciaux  de  groupes  possibles  (nombre 
exprimé  par  Z  dans  l'exemple).  Il  s'agit  actuellement  pour  nous 
de  fixer  pour  les  nombres  Q,  R,  y,  r  certaines  limites  en  deçà 
desquelles  la  recherche  des  systèmes  spéciaux  puisse  encore  avoir 
lieu.  Les  raisonnements  algébriques  nécessaires  à  cet  objet  restent 
les  mêmes  si  l'on  remplace  les  courbes  adjointes  Cn^z  P«^r  des 
courbes  adjointes  d'un. ordre  quelconque.  Nous  traiterons  donc 
immédiatement  le  problème  général  qui  suit  : 

Soit  donnée  une  famille  tfois  infinie  de  courbes  adjointes.  On 
demande  de  déterminer,  sur  f=Oj  R  points  (  Gr)  tels,  que  par 
eux  passe  un  nombre  q  fois  infini  de  courbes  de  la  famille 
donnée. 

Ce  problème  conduit  de  même  naturellement  à  l'évanouisse- 
ment d'une  matrice,  c'est-à-dire  à  l'évanouissement  d'un  certain 
nombre  de  déterminants  qui  ne  sont  pas  indépendants  les  uns 
des  autres.  La  famille  t  fois  infinie  de  courbes  étant  donnée  par 
Téquation 

on  a,  relativement  à  elle,  les  R  équations 

(l3)  Y(a:(»))=r:o,      y(xC«))=o,       ...,      T(.r(R))=ro, 
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et  simultanément, 


/(.r(»))=0,     /(x(«))  =  0,       ...,     /(.r(R))=0. 

Les  équations  (i3)  doivent,  parmi  les  rapports  des  paramètres  or,-, 
en  laisser  encore  q  arbitraires;  il  y  en  a  donc  seulement  t  —  ?  qw» 
soient  applicables  à  la  détermination  de  ces  rapports,  ou,  en 
d'autres  termes,  de  t  —  y -h  i  quelconques  des  équations  (i3), 
chacune  sera  une  conséquence  des  t  —  </  restantes.  Or  de  là  ré- 
sulte, circonstance  répondant  à  (5),  cette  condition  que  tous  les 
déterminants  de  Tordre  t  —  ^  -f- 1  du  Tableau 


(«4) 


•^.(xO)      ^,(.rO>) 
•;,,(.r('))      ^.(.r(»)) 


•|,,(.r(«))      -^.(xf»)) 


•    •••«••• 


doivent    nécessairement    s'annuler    (');    qu'il    en   est  ainsi,    par 
exemple,  de  tous  les  déterminants  de  la  forme 


(,5)  Da^- 


où  l'on  doit  mettre  successivement 


pour  i  toutes  les  valeurs, ..      /  —  7-+1,     '  —  7-+-?,, 
pour  /i  toutes  les  valeurs.  ..     /  —  <7-i-i,     r  —  q  -h  z. 


r-4-i, 
R. 


A/fl/V  il  est  aussi  précisément  nécessaire  et  siiffîsant  pour  que 
toutes  les  équations  en  question  soient  satisfaites,  que  tous  les 
déterminants  Y^ik  s' évanouissent  indii^iduellement  (2),  en  suppo- 


(  '  )  Pour  ^=.  t  —  ^  -I- 1  ^  ce  problème  a  été  formulé  do  la  même  manière  par  CLEnscn 
et  GoRDAx,  Théorie  der  AbeVschen  Functionen  (p.  211  et  suiv.). 

(*)  Voir  Kroxecker  dans  la  Théorie  des  déterminants  de  Baltzer,  page  4^  de  la 
3*  édition.  C*cst  à  de  semblables  questions  que  se  réfèrent  les  recherches  de  Robert, 
publiées  dans  le  Journal  de  Crellc,  t.  G7,  p.  26G. 
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saut  que  le  déterminant  du  [t  —  ^y*'"  ordre 


S5 


D 


+,{*('-«))     ^.(xC--/)) 


V,  ('"-") 


ne  soit  pas  lui-même  nul.  Or,  nous  pouvons  toujours  supposer 
qu'il  en  est  ainsi,  puisque  nous  n'avons  imposé  aucune  condition 
au  système  des  courbes  (12).  Pour  démontrer  notre  proposition, 
nous  développerons  Dij^  suivant  les  éléments  de  la  dernière  ligne 
horizontale,  sous  la  forme 


^ik=  +1  lx(*0 .  B,,  -h  ^,  (x(*î) .  B,, 


^,_^(.r(^)).B,_^.,-l.'^,(x(^)).D, 


OÙ  la  loi  de  formation  des  quantités  B;^,-  comme  déterminants  mi- 
neurs de  D/A  est  facile  à  apercevoir.  Posons  maintenant 

(.6)  Q,. —f •(.!:(*■)) -^  =  -^[^.{x(*))B„-  +  ...  +  V,;-''^*')B»-,.,-]; 
il  viendra 

si  i  ou  A"  prend  l'une  des  valeurs  i  jusqu'à  t  —  ç,  D/*  s'évanouis- 
sant  alors;  et  si  l'on  attribue  à  l'indice  i  toutes  les  valeurs, 
depuis  ]  jusqu'à  f-f-i,  à  l'indice  k  toutes  les  valeurs,  depuis 
I  jusqu'à  R,  les  quantités  C/a,  en  vertu  de  la  manière  dont 
elles  sont  composées  avec  les  quantités  ^  et  B  (*),  forment  un 
système  d'éléments  tel,  que  tous  les  déterminants  de  l'ordre 
/  —  q  -h  i  que  l'on  peut  en  déduire  sont  nuls.  Si  l'on  suppose 
donc  que  les  déterminants 


(■7) 


*^t    7-M,/-ç-+-t»       ^t—q-hl.i-q-k-19 
» 


D 


/-♦  t./— g-f-li 


•  9  •••••••••^ 


D 


r-hliR 


sont  tous  nuls,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  tous  les 
éléments  Cm  se  confondent,  en  vertu  de  (16),  avec  les  fonctions 


(')  Cette  conséquence  résulte  da  théorème  sur  la  multiplication  des  détermioanls. 
(Voir  Journal  de  Crelie,  t.  67,  p.  38.) 


j 
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^/(j:^*^);  c'est-à-dire  qu'ils  forment  de  nouveau  le  Tableau  (i4)- 
Donc,  tous  les  déterminants  de  Tordre  t  —  y  -+-  i  des  quantités  ^ 
sont  également  nuls,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Par  conséquent,  dans  le  système  (i4)  sont  uniquement  com- 
prises (^-4-i)(R  —  ^-+-9)  équations  indépendantes  les  unes  des 
autres;  savoir,  par  exemple,  celles  qui  sont  données  par  l'éva- 
nouissement des  déterminants  D,-;^  réunis  dans  (17)*  Les  solu- 
tions communes  de  ces  dernières  donnent  donc  aussi  celles 
du  système  (i4)î  car  tout  système  de  valeurs  qui  entraîne  l'éva- 
nouissement des  déterminants  (17)  satisfait  aussi  aux  autres  con- 
ditions qui  résultent  de  (i4)î  il  faut  néanmoins  en  retrancher 
tous  les  systèmes  de  valeurs  pour  lesquels  s'évanouissent  des 
déterminants  de  la  forme  D  (  *  ).  Or  dans  les(^-f-i)(R  —  ^-4-y) 
équations  figurent  R  inconnues,  savoir  les  coordonnées  des  points 
x^'\  lesquelles  sont  en  outre  liées  aux  équationsy(xf'^)  =  o.  Parmi 
ces  R  points,  on  peut  donc  en  prendre  arbitrairemeni  sur  y 

;i8)  R-(<7  +  i)(R-/+g), 

nombre  qui  ne  peut  devenir  négatif  en  aucune  hypothèse.  Pof 
conséquent,  pour  que  l'on  puisse  trouver  sur  f  des  groupes  de  R 
points  par  lesquels  passe  une  famille  q  fois  infinie  de  courbes 
tirée  d' une  famille  linéaire  donnée  tfois  infinie  ^  il  faut  La  réali- 
sation de  la  condition 


[19)  r>.;^^,);r^,+  ^)     ( 


i\ 


On  impose  au  nombre  (18)  une  condition  plus  restrictive  en- 
core, si  Ton  demande  que  les  groupes  Gr  forment  un  système  de 
multiplicité  déterminée,  traversé  par  des  courbes  d'ordre  déter- 
miné. L'établissement  de  cette  seconde  condition  présente  un 
intérêt  particulier  si  les  fonctions  ^  sont  de  l'ordre  n  —  3  el  que 
les  groupes  G^i  eux-mêmes  forment  encore  un  système  spécial  g^Jf"', 
c'est-à-dire  sont  traversables  par  une  famille  r  fois  infinie  d'ad- 


(*)  Voir  à  ce  sujet  les  exemples  donnés  dans  la  4*  Section  de  ce  Chapilre,  ainsi 
que  la  note  de  la  page  44*  ^^  exemples  montrent  éjalemcnt  que  le  nombre  des  solu- 
tions restcuites  n'est  pas  nul  en  général. 

(')  Sur  la  question  de  savoir  dans  quelle  mesure  ces  considérations  restmt  exactes 
<à  l'égard  des  courbes  non  adjointes,  'uoir  ci-dessous  la  Section  relative  aux  système!» 
de  points  d'intersection. 
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jointes  C„^^y  les  nombres  r,  R,  y,  Q  étant  liés  alors  entre  eux 
par  le  théorème  de  Riemann  et  Roch.  Revenons,  par  exemple, 
au  cas  précédemment  mentionné  (p.  43  et  4^)  où  nous  avions 

r=:l,      R=p  — 2,      7  =  2,      Q=/^      t  =  p^i 

rt  OÙ,  en  concordance  avec  (i8),  p — 5  points  pouvaient  être 
choisis  encore  à  volonté  sur  y,  pour  trouver  un  groupe  Gr  =  Gp^2 
par  lequel  passerait  une  infinité  double  de  courbes  C^^a.  Si,  de 
plus,  ici  le  groupe  G^  doit  appartenir  à  un  système  simplement 
infini  (r  étant  égal  à  i  )  g  pif,  nous  avons  encore  la  seconde  con- 
dilion  p — 5^1,  et  le  nombre  p  —  6  est  le  nombre  (désigné 
plus  loin  par  t)  des  points  qui  peuvent  être  choisis  arbitrairement 
si  Ton  veut  trouver  un  système  g'pLj. 

On  vient  de  la  même  manière  à  bout  de  notre  problème  géné- 
ral concernant  les  courbes  C„_3,  c'est-à-dire  la  détermination  des 
systèmes  spéciaux  g^^'.  Nous  supposerons  dans  cette  circonstance 
que  t  est  égal  à  ^ — i,  c'est-à-dire  que  les  courbes  de  la  famille 
112)  ne  satisfont  à  aucune  condition  autre  que  celles  d'être  du 
[n  —  3)ième  Q^dpc  ct  d'être  adjointes  k  f.  Les  déterminants  (i5) 
ou  (i-)  deviennent  dans  ce  cas  des  déterminants  d'ordre  p  —  q,  et 
parmi  les  R  points  qui  figurent  dans  les  équations  résultant  de 
(i4)  on  peut  encore  en  prendre  d'après  (i8) 

R—  («7-4-i)(R-+-<7— />-hi) 

arbitrairement.  Mais,  pour  que  nous  arrivions  à  un  système  g*{^,  il 
faut  non  seulement  que  ce  nombre  ne  devienne  pas  négatif,  mais 
encore  quilne  descende  pas  au-dessous  de  r.  Or  comme,  en  vertu 
de  (i  i),  on  a  R  —  p  -hi  =  r  —  y,  à  la  place  de  [ig)  se  présentera 
pour  les  groupes  spéciaux  Gr'  la  relation 

;2o)  R-.(^  +  ,)r>r, 

et  de  là  résulte,  en  tenant  compte  de  (11), 

-  I  4-  r 

OU  encore,  si  l'on  élimine  R  de  (20)  au  moyen  de  (m), 

(22)  /'5;(r-4-i)(/7-hi). 

Les  différences  des  premiers  et  des  seconds  membres  de  ces 
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inégalités 

donnent  le  nombre  des  points  d'un  groupe  G^  qui  restent  encore 
arbitraires  après  que  /•  points  de  ce  groupe  ont  été  fixés  à  volonté 
et  qui  doivent  être  eux-mêmes  fixés  de  telle  manière  que  l*on  ob- 
tienne un  Tïovahve  fini  de  systèmes  g^f^  séparés  de  tous  les  oo*  sys- 
tèmes /•  fois  infinis  g^^^  satisfaisant  aux  conditions  données.  Or  le 
nombre  t  peut  devenir  aussi  petit  que  l'on  voudra;  s'il  est  égal 
à  zéro,  il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  systèmes  gfi^  sur  Ci,, 
comme  dans  l'exemple  considéré  pour  p  =  6.  Sh  au  contraire^  il 
est  négatifs  le  problème  cesse  d'être  résoluble  (p.  47)- 

A  tout  système  gf[^  de  groupes  corésiduels  Gr  correspond,  d'après 
le  théorème  de  Riemann  et  de  Roch,  un  système  pareil  g*^^  ou 
réciproquement;  et  cela  de  telle  sorte,  que  tout  groupe  de  Tun 
des  systèmes  est  résiduel  de  tout  groupe  de  l'autre  système;  le^ 
nombres  Q,  q  se  déduisent  ici  de  R,  r  au  moyen  des  équations  (i  i}. 
Les  systèmes  en  nombre  t  fois  infini  g^^^  ont  celte  propriété  qu'au- 
cun d'eux  n'a  en  commun  avec  un  autre  un  groupe  complet  G^', 
parce  que,  suivant  le  théorème  du  reste,  un  groupe  délcrmîno 
complètement  et  sans  ambiguïté  le  système  auquel  il  appartient. 
La  même  chose  a  lieu  à  l'égard  des  systèmes  g'^'^  dont  il  existe- 
naturellement  aussi  un  nombre  r  fois  infini. 

Le  cas  de  r  =  o  est  particulièrement  intéressant  pour  la  suite. 
Lorsqu'il  se  présente,  on  trouve  au  moyen  des  équations  (i3)  ou 
(i/{)  ou  au  moyen  de  l'évanouissement  des  déterminants  D,^,  pour 
/•  points  donnés  un  nombre^wi  Z  de  gtoupes  de  R  —  /'  =  /-(r/  -h  1  j 
points  dont  chacun  forme,  ensemble  avec  les  r  points,  un  groupe 
Gr\  et  qui  donnent  naissance  par  le  mouvement  des  r  points  à 
Z  systèmes  diflerents  gf[^  (  *  ).  Ces  systèmes  n'ont  entre  eux  rien  de 
commun  et  ne  peuvent  même  pas  être  transformés  les  uns  dans  les 
autres  (d'une  façon  continue)  par  des  variations  infiniment  petites. 
Il  existe  du  reste  un  nombre  égal  de  systèmes  de  groupes  Gj^*  sur 
f=  o  qui  sont  associés  sans  ambiguïté  aux  premiers  comme  rési- 

(^)  En  d'autres  termes,  la  détenuinatioa  do  ces  systèmes  dépend  d'une  équation 
du  Z**"**  degré.  On  n'a  pu  jusqu'ici  Taire  connaître  le  nombre  Z;  pour  le  cas  de 
R  =  r  —  ç  + 1,  saTaleur  a  été  donnée  sans  démonstration  par  Brill  et  NOtheb,  lœ.  cit. 
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dus,  et  inversement,  [f^oir  l'exemple  précédent,  p.  4^  et  suiv.)  La 
recherche  des  systèmes  g'^^  conduit,  par  conséquent,  à  une  équa- 
lion  du  même  degré  que  celles  des  systèmes  g^^^  ;  h  nombre  des  5o- 
luttons  est  le  même  pour  les  deux  problèmes,  et  les  solutions  des 
deux  équations  se  déduisent  les  unes  des  autres,  d'une  manière 
parfaitement  déterminée,  bien  que  les  problèmes  apparaissent 
comme  complètement  différents  au  point  de  vue  algébrique. 

Si,  au  contraire,  t  est  différent  de  zéro,  il  n'y  aura  plus 
correspondance  analogue  de  deux  problèmes  déterminés,  [f^oir 
Texemple  cité.)  S'il  existe,   en  effet,  un  nombre  fini  de  groupes 
se  composant  chacun  de  R  —  /•  —  t  =  r  (y  4-  i  )  points  qui  avec 
r-f-  T  points  forment  un  groupe  Gr\  ceux-ci  conduisent,  d'après 
le  théorème  de  Riemann  et  Roch,  à  des  groupes  GJ^'  qui  peuvent 
bien  avoir  q,  mais  non  ^  -+-  t  points  communs,  car  par  q  points 
se  trouve  déterminé  un  nombre  fini  de  groupes  Gj*  de  cette  espèce. 
Si  l'on  prend  d'après   cela  y  4-  t  points  arbitrairement  et  qu'on 
cherche  les  groupes  GjJ'  qui  leur  correspondent,  c'est-à-dire  les 
groupes  de  Q  —  q  points  chacun  qui  les  complètent,  le  chiffre  do 
ceux-ci  est  fini,  mais  d'ailleurs  différent  du  premier  nombre.  Mais 
il  existe  relativement  à  /•  points  donnés,  ainsi  que  la  remarque  en 
a  déjà  été  faite,  un  nombre  t  fois  infini  de  solutions  pour  la  déter- 
mination des  groupes  Gl['',  auxquelles  répondent  unidéterminative- 
mcnt  pour  q  points  donnés  d'une  manière  quelconque  un  nombre  r 
fois  infini  de  solutions  servant  à  déterminer  des  groupes  G"^'. 

Au  commencement  de  nos  recherches  sur  les  groupes  spéciaux, 
nous  nous  étions  demandé  quels  étaient  les  systèmes  doubUnnent 
infinis  dans  lesquels  le  nombre  R  des  points  mobiles  était  aussi  petit 
que  possible  (p.  3^  et  suiv.).  Notre  condition  ('21)  nous  permet 
maintenant  d'indiquer  immédiatement  pour  le  cas  de  /■  =  2  la  plus 
petite  valeur  que  puisse  prendre  R.  En  effet,  d'après  la  relation 
dont  il  s'agit,  on  doit  avoir 

Si  donc  ^=:3Tr,  t.   désignant   un   nombre   entier  positif,    nous 
avons  comme  valeur  minima  de  R  dans  le  cas  de  r  =  2 

et  cette  valeur  satisfait  encore,  pour/;  =  3;:  -+•  i  et  /;  =  3;:  -4-  2,  à  la 
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condition  posée.  Mais  les  relations  (20),  (ai)  ou  (22)  permettent 
d'indiquer  en  général  la  valeur  minima  du  nombre  R  de  points, 
pour  lequel  r,  étant  donnée  peut  exister  un  groupe  spécial  G^. 
surf=:  o;  on  obtient  ainsi  en  même  temps,  d'après  (i  1),  la  valeur 
maxima  relative  au  nombre  Q  des  points  formant  les  groupes  rési- 
duels. Les  nombres  ainsi  obtenus  ont  été,  pour  les  cas  de  r  =  i,  2, 
3,  réunis  dans  le  Tableau  suivant,  qu'il  sera  aisé  de  prolonger  d'une 
façon  quelconque;  l' avant-demi  ère  colonne  dé  ce  Tableau  conlienl 
le  nombre  t  défini  par  (23)  et  relatif  au  nombre  des  paramètres 
linéaires  dans  les  systèmes  correspondants  g^^^  et  g'^\  nombre  qui 
ne  peut  jamais  devenir  négatif.  En  se  basant  sur  cette  observation, 
on  trouve,  d'après  (22)  et  (23),  les  plus  petites  valeurs  de  p  pour 
lesquelles  le  système  spécial  correspondant  est  possible;  ces  va- 
leurs sont  indiquées  dans  la  dernière  colonne.  Des  nombres  en- 
tiers devant  apparaître  pour  R,  etc.,  il  faut  faire  attention  à  la 
nature  du  nombre  p.  Soit  7:  un  nombre  entier  positif,  on  trouve 
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(')  On  rcconiiail  l'oxictiludc  do  celtu  série  (jêiicrulc  de  nombres  en  la  portant  dans 
l'équation  (31);   il  vient  ulois  en  fait,  pour  t  =  o,  (/  -+- i)K  =  r(r-f-/^  —  i);  pour 

T>>  o,  cette  condition  se  t/ansformo  en(r-hi)(T4-r)>r(r-Hi-i-r).  Or  cette  der- 
nière est  satisfaite. 
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Ainsi,  par  exemple,  il  existe,  comme  nous  Tavons  fait  observer 
plusieurs  fois  (p.  36),  sur  une  courbe  du  cinquième  ordre  à  deux 
points  doubles  (p  =  4,îr=2),  deux  systèmes  différents  g^^\  puis- 
que  r  =  Oj  r=iy  p  —  7r-|-i  =  3;   et  tous   deux  sont  résiduels 
l'un  par  rapport  à  l'autre  ;   en  effet,  on  a  aussi  ^  =  tt  —  i  =  i , 
Q=^  +  7r  —  3  =  3.   Un   autre  exemple  nous   est  offert  par  la 
courbe   du   sixième  ordre  à  cinq  points  doubles  (jy=5).  Pour 
deux  points  Pj,  P2  arbitrairement  choisis,  il  existe  ici  un  nombre 
fini   de  couples  de  points  qui  forment,    ensemble  avec  les  pre- 
miers, des  groupes  spéciaux  G^*^,  p  étant  égal  à  a?:  -j-  i  pour  ir  =  2, 
p  —  TT-l-  1  =  4,  T  =  I ,  d'où  résulte  /•  -f-  r  =:  2  (ce  qui  répond  au 
choix  arbitraire  de  deux  points).  Et  il  existe  pour  P|,  Pa  précisé- 
ment cinq  groupes  G4  *  ;  car  si  l'on  transforme  la  courbe  du  sixième 
ordre  au  moyen  des  courbes  adjointes  Cs  en  nombre  doublement 
infini  qui  peuvent  être  menées  par  P| ,  P2,  on  obtient  une  courbe  Ce 
qui  aura  encore  nécessairement  cinq  points  doubles;  les  couples  de 
points  répondant  à  ces  derniers  sur  Ca  forment,  comme  on  le  sait, 
conjointement   avec  P|,    P2,  les  points  de  base   du  faisceau   de 
courbes  adjointes  C3  qui  rencontrent  Ce  dans  les  systèmes  rési- 
duels g^*'  =  g'ij'(t.  II,  p.  i45).  On  obtient  en  tout  sur  Ce  un  nombre 
infini  de  systèmes  g^^^  de  cette  espèce,  puisque  t  =  i.  L'un  d'entre 
eux,  par  exemple,  se  compose  des  groupes  déterminés  par  les  in- 
tersections du  faisceau  de  droites  passant  par  un  poipt  double;  le 
système  résiduel  de  ce  premier  système  est  formé  par  les  groupes 
G*^  qui  sont  déterminés  par  le  faisceau  des  coniques  passant  par 
les  quatre  autres  points  doubles.  Nous  renvoyons  enfin  à  l'exemple 
relatif  au  cas  de  p  =z6  qui  a  été  traité  avec  détails.  A  l'égard  de  ce 
dernier,  les  précédentes  propositions  sur  les  déterminants  ont  établi 
la  preuve  qui  nous  manquait  encore  de  l'existence  de  systèmes  g^ 
et  y*^  sur  une  courbe  du  septième  ordre,  à  neuf  points  doubles  (  ^  ). 

III.  —  La  transformation  en  courbes  normales.  Modules. 

Nous  revenons  maintenant  au  cas  de  /•=  2,  qui  présente  une 
importance   particulière   pour  la  transformation  à  détermination 


(')  Pour  les  courbes  spéciales  du  genre  p,  il  peut  d'ailleurs  exister  d'aiitros  sys- 
tèmes spéciaux  que  ceux  indiques  au  Tableau;  le  fuit,  par  exemple,  se  produit  dans 
le  cas  des  courbes  byperelHptiques. 
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unique  de  la  courbe  primitive.  En  fait,  nous  pouvons,  d'après  nos 
développements  précédents  (p.  Sn),  et  en  ayant  égard  aux  valeurs 
minima  de  R  qui  répondent  à  /•  ■=  2  et  qui  ont  été  indiquées  dans 
le  Tableau,  énoncer  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

La  courbe  de  l* ordre  le  moins  élevé  [courbe  normale)  en  la- 
quelle une  courbe  générale  du  genre  p  peut  être  transformée 
unidéterminativement  est  de  l'ordre  p  —  tt  4-  2  si  le  nombre  p 
est  de  Informe  3tt,  37r-f-  1,  Sir-f-a,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  V  ordre  27r-f-2,  27r4-3,  27r-i-4  respectivement,  et,  comme  le 
genre  de  cette  courbe  normale  doit  de  même  être  égal  à  p,  elle 
possède  ^{p  —  TT  -4-  I )  (/;  —  TT )  —  p  ou  respectivement  2 tt ( 7:  —  i  ) , 
2  71^,  2  7:2-1-2  71-1-1  points  doubles  (  '  ). 


(')  Ces  courbes  normales  ont  été  indiquées  pur  Brill  et  NOtiieh,  loc.cic.  Déjà,  dan& 
la  note  de  la  page  4^*  nous  avons  fuit  observer,  à  propos  d'un  exemple,  que  les 
courbes  normales  de  1\ie3Ia?(N,  Théorie  dcr  Abelschen  Functioneiif  §  13,  diffèrent  esseri- 
liellemeiit  de  celles-là.  Dans  Riemanm  il  s'agit,  en  effet,  étant  donnée  une  équatioti 
F(x,^)=:o  du  m'*"*  degré  par  rapport  à  x  et  du  //'*"•  par  rapport  à  ^?,  d'abaiss-vT 
autant  que  possible  par  transformation  unidéterminative  les  nombres  m  et  n  séparé- 
ment, ou,  on  d'autres  termes,  de  trouver  deux  fonctions  algébriques  différentes  l'une 

'if       'i' 
de  l'autre,  -  et  -,)  qui  deviennent  nulles  ou  infinies  en  aussi  peu  de  points  que  po^ 

siblc.  On  est  donc  conduit  à  cliercber  deux  faisceaux  de  courbes 

{ol)  9,-+-;.;^  =  o     et    5>'-+-;/r=o, 

qui  coupent /=  G  en  un  nombre  aussi  réduit  que  possible  de  points  mobiles  ou  qin', 
autrement  dit,  déterminent  sur  f=-o  deux  systèmes  j°^||'  relativement  auxquels  R  a 
la  valeur  minima  indiquée  dans  le  Tableau,  c'est-à-dire  R  =./;  —  tt  H-  i  pour  p  =  '?-j 
ou  p  —  2  :;  -t-  I .  Les  courbes  de  transformation  dont  on  doit  faire  usage,  savoir 

(/3)  «.'r-^f'-^-  ^tXy-r-  «,X;f'=  O» 

coupent  encore /=  o  en  2p —  2:r  H-  a  points  mobiles.  Aux  groupes  composés  chacun 
de  Q=/;-t-;r  — 3  points  de  base  des  faisceaux  (a)  correspond  un  point  multiple 
d'ordre  p-r-is  —  3  sur  la  nouvelle  courbe.  ISous  obtenons  donc  (d'accord  avec 
Riemann)  : 

Pour  /;  =  2  7r,  des  courbes  d'ordre  /)  h-  2  à  deux  points  multiples  d'ordre  Z[t:  —  i) 
et7r(7r  —  -0  points  doubles; 

Pour  /i  =.  2  TT  -H  I  des  courbes  d'ordre  /^  -h  3  à  deux  points  multiples  d'ordre  3  w  —  j 
et  :r*  points  doubles. 

Sont  exceptés  les  cas  de  ^  =r  i  et  /;  =  2.  Poury^  =  2;r  -4-  1,  on  a  t  =  i;  la  transfoi^- 
mation  peut  donc  être  réalisée  d'un  nombre  infini  de  manières  différentes.  Par  une 
transformation  quadratique  dont  les  points  fondamentaux  sont  respectivement  situés 
aux  deux  points  multiples  et  en  l'un  des  points  doubles  (ou  par  des  considérations 
sur  les  courbes  de  l'espace)  ces  courbes  normales  peuvent  aisément  être  transformées 
en  courbes  d'ordre  pou  p  ~\-\  (pour />  >  4  ).  (  ^'oir  Brill,  Math,  Annalen,  t.  H,  p.  471- 
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Corrélativement  aux  trois  cas  cités,  on  a  pour  le  choix  du  sys- 
tème de  courbes  de  transformation,  eu  égard  aux  valeurs  de  t 
lorsque  /*=  2,  ou  bien  aucun  paramètre,  ou  bien  un  seul  ou  bien 
deux  à  sa  disposition.  Les  valeurs  de  Q  et  ^  qui  correspondent  à 
la  valeur  R  =  ;;-|-7r  —  2  permettent  donc  d'énoncer  encore  le 
théorème  précédent,  sous  la  forme  suivante  : 

Pour  p=iitf  Stt-i-i  ou  37r-+-2,  on  peut,  relatwement  à  un 
groupe  spécial  de  p-hi:  —  4  ^"  respectwement  de  4  ^  —  4  > 
4îî  —  3,  4^^  —  "^  points  par  lesquels  passe  un  nombre  doublement 
infini  de  courbes  adjointes  d'ordre  n  —  Z  et  dont  tt  —  i ,  tt,  tt  4-  i 
respectivfement  peus^ent  être  pris  à  volonté,  trouver  encore 
j[p  —  ïr-f-i)(/^  —  tt) — p  ou  respectiv^ement  277(7:  —  1),  27:^, 
27r^-i- 2  7rH- I  couples  de  points  qui  avec  les  pH-Tr  —  4  points 
cités  forment  un  groupe  spécial  rfe27r(7r-|-i)  —  4>  27r(7r4-2)  —  3, 
air(7r-+-3) — I  points  par  lesquels  on  peut  encore  faire  passer 
lin  nombre  simplement  infini  de  courbes  de  la  même  espèce. 

On  obtient  ainsi,  pour  les  valeurs  les  moins  élevées  de  p  cal- 
culées exactement,  les  courbes  normales  suivantes  :  une  compa- 
raison avec  le  Tableau  donné  plus  haut  (p.  3^)  pour  les  courbes 
du  [p  H-  i)'*™*  ordre  montre  comment,  en  fait,  pour ^>  6,  on  obtient 
les  courbes  d'un  ordre  moins  élevé.  On  trouve 

Pour  p  =  3,  Tz  ~~  I  des  courbes  du  4*  ordre  à    o  points  doubles, 


)J 

;>  _  4,  r  _-  1 

)) 

5'  ordre  à    2 

)> 

1) 

p           5,    TT            I 

» 

6*  ordre  à    5 

» 

» 

p        -  6,  TT           2 

» 

6*  ordre  à    4 

)) 

)) 

/^::^7,   Trma 

>■ 

7*  ordre  à    8 

)) 

)1 

p 8,  TT  —  2 

)) 

8*  ordre  à  1 3 

)> 

» 

;,  __  9,  TT  —  3 

h 

8*  ordre  à  1 2 

)) 

Dans  ces  courbes  manquent,  par  exemple,  les  courbes  du  cin- 
quième ordre,  où  ^=5  et  y:;  =  6.  Ces  dernières  et,  en  général, 
les  courbes  du  genre  p  dont  l'ordre  est  inférieur  à  p  —  tt  -h  2 
s'obtiennent,  au  contraire,  par  transformation  de  courbes  du 
[p  —  TT  -h  2  )**°*^*  ordre  sur  lesquelles,  en  vertu  de  relations  parti- 
culières entre  les  constantes  qui  les  déterminent,  existent  des  sys- 
tèmes spéciaux  g^^  ayant  un  nombre  de  points  mobiles  moindre 
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que  cela  n'est  possible  sur  une  courbe  générale  appartenant  au 
genre  dont  il  s'agit. 

La  transformation  d'une  courbe  C„f{x)  =  o  de  genre  p  en  la 
courbe  normale  correspondante  au  moyen  de  courbes  adjointes 
C,i_3  peut,  du  reste,  être  rendue  impossible  par  des  valeurs  parti- 
culières des  constantes  que  nous  avons  déjà  mentionnées  (p.  32) 
et  que  Ton  désigne  habituellement  sous  le  nom  de  modules  {*). 
Si,  en  effet,  deux  points  surfont  entre  eux  une  relation  telle 
que  (comme  il  arrive  par  exemple  dans  les  courbes  du  cinquième 
ordre  ayant  un  point  triple)  toutes  les  adjointes  C/i.s  qui  passeni 
par  un  point  quelconque  passent  par  cela  même  par  un  ou  plu- 
sieurs points  associés  au  premier,  l'inversion  unidéterminative  des 
formules  de  transformation  pyi=  ^i{^)  devient  impossible,  mémr 
sous  le  bénéflce  dej\x)  =  o,  de  telle  sorte  que  les  variables  jc  ne 
peuvent  plus  s'exprimer  en  fonctions  des  vaHables  j"  rationnelle- 
ment, mais  seulement  à  l'aide  de  radicaux  (ou  en  général  de  quan- 
tités irrationnelles),  et  la  correspondance  cesse  alors  d'être  uni- 
déterminative. On  se  convaincra  du  reste  aisément  que,  dans 
l'emploi  des  courbes  adjointes  Cn^t  comme  courbes  de  transfor- 
mation, il  ne  peut  se  présenter  d'irrationnalités  plus  élevées  que 
les  radicaux  du  second  degré.  Si,  en  effet,  à  tout  point  A  donné 
d'une  manière  quelconque  sury'il  pouvait  correspondre  y  poinl> 
tels  que  toutes  les  adjointes  C,,.,  menées  par  A  passassent  égale- 
ment par  ces  y  points,  on  aurait  déjà,  puisqu'une  courbe  de  cette 
espèce  possède  p  —  i  éléments  délerminateurs,  en  prenant  p  —  i 
points  à  volonté,  fixé  [j-{-i){p  —  i)  points  d'intersection  de  la 
courbe,  tandis  que  celle-ci  ne  rencontre  f  qu'en  ip  —  a  points 
mobiles.  Donc  y  est  au  plus  égal  à  i. 

Par  conséquent,  dans  le  système  de  points  d'intersection  d'uni' 
courbe  G«  av^ec  une  adjointe  G„_3,i7/ij'  a  qu'un  seul  point  au  plu«* 
qui  puisse  être  déterminé  par  un  autî^e  point  du  même  système  (  *  ). 
Or,  comme  il  existe  un  nombre  simplement  infini  de  points  sur  la 
courbe,  une  courbe  de  cette  nature  spéciale  est  caractérisée  par  la 
circonstance  qu'elle  possède  un  système  g^^K  A  son  égard  reste 
vraie  la  proposition  que  p  —  i  points  d'intersection  d'une  courbe 


(')  Nous  reviendrons  incessuninient  sur  lour  nombic. 
(')  Voir  IJRiii,  et  I\uiiii:r,  loc,  cit.^  p.  -i^C). 
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adjointe  C^i^t  sont  déterminés  par  les  p  —  i  restants,  mais  un 
point  individuel  quelconque  faisant  partie  des  premiers  dépend 
déjà  d'un  point  entièrement  déterminé,  faisant  partie  des  seconds 
et  réciproquement.  On  peut  donc  prendre  p  —  2  points  arbitrai- 
rement; par  ces  points  et  par  les  p  —  2  points  correspondants 
passe  un  faisceau  d'adjointes  Cn-t  qui  déterminent  survie  système 
g)^^  dont  il  a  été  parlé.  Un  groupe  individuel  Gi* * (  =  G}^'*' )  de  ce 
système  forme  alors,  suivant  le  théorème  de  Riemann  et  Roch,  le 
système  des  points  de  base  des  courbes  adjointes  C/i_8  qui  sont  en 
nombre  p  —  2  fois  infini  et  déterminent  sur  f  le  système  rési- 
duel g^p-^^  ^==^(f^  tandis  que  par  deux  points  quelconques  de  f 
il  ne  passe  plus  qu'un  nombre  p  —  3  fois  infini  de  courbes  de 
cette  espèce.  Un  exemple  des  faits  dont  nous  parlons  nous  est 
offert  par  les  courbes  du  /i**"*  ordre  à  point  multiple  d'ordre  n  —  2 
(lesquelles  sont  conséquemment  du  genre  n  —  2);  en  effet,  ici 
toute  adjointe  Cn.s  se  décompose  en  n  —  3  droites  passant  par  le 
point  multiple.  Une  ligne  mobile  et  71  —  4  droites  fixes  de  ce 
faisceau  de  rayons  représentent  donc  ensemble  une  famille  sim- 
plement infinie  de  courbes  Cn^z  qui  ne  coupent  f  qu'en  deux 
points  mobiles.  Les  courbes  dont  il  est  question  ici  sont  ordinai- 
rement appelées  hjper elliptiques  (  *  ). 

Mais  on  a  aussi  réciproquement  cette  proposition  que  toute 
courbe  C/i  de  genre  p  sur  laquelle  existe  un  système  spécial  g-^*' 
peut  être  transformée  unidéterminatiuement  en  une  courbe  du 
{p  -h  2)"™*  degré  à  point  multiple  d' ordre  p;  nous  pouvons  donc 
qualifier  d'hyperelliptique  toute  courbe  possédant  un  système  g\^^\ 
l^  transformation  précitée  s'effectue  au  moyen  d'une  famille 
doublement  infinie  de  courbes  adjointes  C,i.«  qui  passent  par 
n-h  p  —  4  points  fixes  de  Cn  et  rencontrent  par  suite  cette  der- 
nière en  ^  H-  2  points  mobiles.  Pour  produire  sur  la  nouvelle 
courbe  C^+a  un  point  multiple  d'ordre  ^,  il  faut,  parmi  les 
n-i-p  —  4  points  fixes  sur  Cyj,  en  placer  n  —  p  aux  points  d'in- 


(')  Cette  dénomination  est  fondée  6ur  ce  que,  pour  les  courbes  dont  il  s'agit,  les 
intégrales  hyperelliptiques  {voir  la  6*  Section  de  ce  Chapitre)  ont  une  signification 
semblable  à  celle  des  intégrales  elliptiques  pour  les  courbes  du  genre  /?  ==  i.  A  la  fin 
de  cette  Section,  nous  reyenons  encore  sur  les  courbes  hyperelliptiques;  consulter 
aussi  la  Section  relative  aux  courbes  du  genre  pz=.  2. 

Clebsch.  —  Géométrie  f  111.  5 
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tersection  d'une  droite  quolconque  Ujj=  o  avecy=o  et  choisir 
les  2/?  —  4  SLutres  de  telle,  sorte  que  par  eux  passe,  de  la  façon 
indiquée,  un  faisceau  Ç|4-X72=  o  de  courbes  adjointes  C«_t  dé- 
terminant le  système  gri*^ 

Si  l'on  emploie  alors  les  formules  de  transformation 

PXi  =  «X  7i .     PX%  ==  "x  ?«i     PJï  —  ^  » 

où  (p  =  o  représente  une  courbe  C/,_2  quelconque  passant  par  les 
n-k-p  —  4  points  précités,  le  faisceau  y, -hXj^2  =  o  coupe  la 
courbe  résultante  C;,^i  seulement  en  deux  points  mobiles,  en  dé- 
terminant sur  elle  le  système  caractéristique  g^^^\  autrement  dit, 
le  point  ^1  =  o,  ^2  =  o  est  de  fait  un  point  multiple  d'ordre  p  de 
la  courbe  Cp^2« 

La  détermination  du  nombre  des  constantes  caractéristiques 
ou  modules  d'une  courbe  peut  actuellement  «'effectuer  en  con- 
nexion avec  notre  détermination  des  courbes  normales  de  Tordre 
le  moins  élevé  (p.  Sa).  Nous  supposerons  d'abord  que  le  genre  p 
soit  divisible  par  3,  que  par  suite  p  soit  égal  à  Stt;  alors  la  courbe 
normale  correspondante  est  de  l'ordre  air-ha  et  a  27r(7r — i) 
points  doubles,  c'est-à-dire  qu'elle  dépend  de 

constantes.  Mais  on  peut,  par  transformation  linéaire,  faire  dispa- 
raître encore  huit  de  ces  dernières,  en  sorte  qu'il  n'en  restera 
plus  que 

gTT  —  3  =  3/7  —  3. 

Une  réduction  plus  considérable  de  ce  nombre  par  le  choix 
particulier  des  tt  —  i  points  arbitraires  qui,  dans  la  réduction  de 
notre  courbe  C^  de  genre  37r  à  la  forme  normale,  servent  comme 
points  de  base  pour  les  courbes  de  transformation  du  (/i  —  3)'*"** 
ordre,  est  impossible.  Deux  groupes  différents  G^-i  de  cette  espèce 
donnent,  en  effet,  lieu  à  deux  familles  d'adjointes  C«_8  qui  déter- 
minent sur  C«  un  même  système  g'iii.i  (parce  qu'il  n'existe  qu'un 
nombre  fini  de  systèmes  g^ii+i,  t  étant  égal  à  zéro),  et  sont  par 
suite  complètement  équivalentes  relativement  à  la  courbe  f=  o. 
Si  donc  deux  transformations  de  cette  espèce  sont  données  par 
les  équations 

pji=  ?/(^)»    pr/=+/(^)f 
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elles  conduisent  à  une  même  courbe  normale  F(j^)  =  o.  Par  con- 
séquent, en  choisissant  autrement  les  tt  —  i  points  de  base  surC^i, 
on  obtient  uniquement  le  changement  d^une  autre  famille  d'ad- 
jointes Crt.s  en  une  famille  de  droites  (et  en  une  courbe  fixe  C2it»i 
adjointe  à  F  =  o),  sans  que  d'ailleurs  l'équation  F  =  o  elle-même 
varie. 

L'examen  des  hypothèses  /7=37r-f-i  et/?  =  3ïr-f-2sefait  d'une 
manière  tout  à  fait  analogue.  On  a  dans  le  premier  cas  t  =  i ,  et 
conséquemment  la  transformation  en  courbe  normale  peut  avoir 
lieu  d'une  infmité  de  manières  différentes,  de  telle  sorte  que,  par 
le  choix  spécial  des  ir  points  arbitraires,  on  peut  encore  faire  dis- 
paraître une  constante  de  l'équation  résultante  F  =  o,  Le  nombre 
des  constantes  restantes  est  donc  égal  à 

-(^ir-f-  3)(27rH-6)  —  27r«--8  — I  =  97r  =  3/?—  3. 

Pour  compléter  cette  conclusion,  il  faut  encore  démontrer  que 
deux  courbes  normales  différentes  F(j)  =  o,  déduites  d'une  même 
courbe  C»,  ne  peuvent  dériver  l'une  de  l'autre  par  transformation 
linéaire,  de  telle  sorte  qu'on  ait  (comme  précédemment)  à  dimi- 
nuer de  huit,  par  suite  des  transformations  linéaires,  le  nombre  des 
constantes.  Car  si  deux  courbes  F  =  o,  F'=  o  provenant  Aef=.  o 
par  les  substitutions  respectives 

étaient  transformables  linéairement  l'une  en  l'autre,  on  pourrait 
poser 

(Tffi^=  a/1  ç>i  H-  a/,|>,  +  a/3yj. 

Les  courbes  c^ •  appartiendraient  donc  à  la  même  famille  double- 
ment infinie  que  les  courbes  cp/,  et  par  suite  auraient  en  commun 
entre  elles  les  mêmes  points  de/'=  o;  les  deux  transformations  ne 
différeraient  donc  pas  l'une  de  l'autre.  On  trouve  enfin,  d'une  ma- 
nière tout  à  fait  semblable,  que  pour  p  =  3îr-f-  a  le  nombre  des 
constantes  est  égal  à 

(rr-f-  2)(27r-f-7)— (27r*-*-2ir-|-i)  — 8— 2  =  97r-4-3  =  3/?  — 3. 

Le  nombre  des  modules  d'une  courbe  du  genre  p,  ou  autre^ 
ment  dit  le  nombre    des   constantes   caractéristiques    de   cette 


't 

t 
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courbe  relativement  aux  transformations  à  détermination  unique^ 
X  est  donc  égal  à  ip  —  3  (*). 

Les  modules  jouent  conséquemment,  dans  les  transformations  à 
détermination  unique,  le  même  rôle  que  les  invariants    absolus 
;  dans  les  collinéations  (^).  On  peut,  semblablement  à  ce  qui  a  été 

[  fait  pour  les  seconds,  considérer  les  premiers  comme  des  fonctions 

I  de  rapports  anharmoniques,  ou  même  qualifier  précisément  de 

I  modules  certains  rapports  anharmoniques,  si  (comme  il  arrive  le 

I  plus  fréquemment)  on  n'attache  aucune  importance  à  la  représen- 

\  tation  des  modules  comme  fonctions  rationnelles  des  coefficients 

\  de  f.  On  peut,  en  effet,  env^isager  comme  modules  tous  les  para-  ' 

j  mètres  dépendant  uniquement  des  coefficients  de  Inéquation  f=^  o 

qui,  formés  par  un  procédé  algébrique  rigoureusement  défini, 
ne  changent  pas  de  valeur  lorsqu'on  les  déduit,  par  le  ménw 
procédé,  des  coefficients  de  la  courbe  transformée  ou  qui,  dans 
le  cas  oà^  comme  par  exemple  un  rapport  anharmonique,  ils 
seraient  des  fonctions  irrationnelles  des  coefficients,  ne  peuvent 
néanmoins  se  transformer  qu!en  un  nombre  fini  de  valeurs  diffé^ 
rentes  des  premières.  Suivant  l'espèce  de  l'opération  algébrique 
employée,  on  obtiendra  comme  modules  différents  systèmes  de 
grandeurs  ;  pour  représenter  en  particulier  les  modules  comme  des 
rapports  anharmoniques,  le  plus  simple  est  de  chercher  sur  le 
terrain  binaire  un  champ  de  valeurs  lié  à  la  courbe,  et  tel  qu'il 
lui  réponde  unidéterminativement  un  semblable  champ  de  valeurs 
par  rapport  à  la  courbe  transformée.  Ces  deux  champs  de  valeurs 
sont  alors  liés  projectivement  l'un  à  l'autre  (^);  les  rapports  an- 
harmoniques  formés  avec  les  éléments  correspondants  sont  donc 
égaux  et  fournissent  les  modules.  Le  plus  avantageux  est  de  partir 
ici  de  courbes  adjointes  du  [n  —  3yème  ordre,  car  nous  avons  vu 
qu'aux  systèmes  d'intersections  de  ces  courbes  avecy=  o  corres- 
pondent sur  la  nouvelle  courbe  du  v""*  ordre  des  systèmes  de 


(  '  )  Le  nombre  3/7  —  3  a  été  donné  pour  la  première  fois  par  Rieman?!,  îoc.  cit.,  §  12. 
Les  cas  de  /?  r=  o  et  />  =  i  forment  exception.  Le  nombre  en  question  est  encore 
exact  pour  /^  =  2^  tandis  qu'il  ne  l'est  plus  pour  les  courbes  hyperelliptiques  (p.  7a). 
En  général,  le  nombre  Yrai  est  inférieur  à  3/» — 3  pour  toute  courbe  sur  laquelle 
existent  d'autres  systèmes  spéciaux  que  ceux  figurant  au  Tableau  ci-dessus. 

(»)  roiri.l,  p.  3ioet33a. 

(")  Foir  t.  Il,  p.  i4i,  note. 
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points  qui  sont  déterminés  par  des  courbes  adjointes  du  (  v  —  3)**"* 
ordre.  Maintenant,  dans  un  faisceau  d'adjointes  C/1.3,  dont  p  —  2 
points  de  base  sont  situés  sury=o  d'une  façon  quelconque,  il 
existe,  d'après  des  formules  données  plus  haut  (t.  II,  p.  172), 
Zip —  2  courbes  tangentes  à  la  courbe/*,  et  dans  les  faisceaux  cor- 
respondants de  courbes  Cv_|  il  y  a  un  nombre  égal  de  courbes  qui 
touchent  la  courbe /"  (  *  ). 

Le  système  des  ^p  —  2  tangentes  de  ces  courbes  en  un  point 
de  base  du  premier  faisceau  est  donc  projectif  au  système  des 
4p  —  2  tangentes  des  courbes  correspondantes  dans  le  second 
faisceau,  elles  ^p  —  5  invariants  absolus  des  formes  binaires  cor- 
rélatives, c'est-à-dire  les  ^p  —  5  rapports  anharmoniques  des 
deux  systèmes  de  tangentes  sont  égaux  entre  eux.  Mais  ces  rap- 
ports anharmoniques  dépendent  encore  des  coordonnées  des  /?  —  2 
points  de  base  choisis  arbitrairement  sury=o;  donc,  par  élimi- 
nation de  ces  dernières  quantités,  on  pourra  former,  d'après  le 
compte  précédent,  ip  —  3  fonctions  de  ces  ^p  —  5  rapports  an- 
harmoniques,  indépendantes  l'une  de  l'autre  et  ne  dépendant 
plus  que  des  coefficients  de  la  courbe  primitive;  ces  fonctions 
doivent  donc  être  légitimement  considérées  comme  modules  (^). 
On  vérifie  aussi  ces  dernières  propriétés  par  le  fait  qu'en  choisis- 
sant d'une  façon  spéciale  \es  p  —  2  points  en  question  on  obtient 
directement  ip  —  3  rapports  anharmoniques  indépendants  entre 
eux,  et  cela  de  la  manière  suivante  : 

Dans  la  famille  p  —  i  fois  infinie  d'adjointes  C,i_3,  il  existe, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  t.  II,  p.  172, 

courbes  qui  ont  avec  C«  un  contact  d'ordre  p  —  i  (c'est-à-dire  la 
rencontrent  en  p  points  consécutifs);  ces  courbes  sont,  par  suite, 
données  avec  C„  et  dépendent  uniquement  des  coefficients  de  cette 
dernière.  Actuellement,  choisissons  les  autres  p  —  2  points  d'inter- 


C)  La  présence  éventuelle  de  quelques  points  de  rebroussement  ne  doit  entratoer 
ici  aucune  réduction  du  nombre  ^p  ~  a.  {^Voir  les  remarques  faites  p.  8.) 

(*)  Ce  mode  de  détermination  des  modules  a  été  donné  par  Riemànn,  loc,  cit.;  la 
question  abordée  en  dernier  lieu  dans  le  texte  est  traitée  par  les  transcendantes  dans 
ce  pas&af^e. 
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seclion  d'une  semblable  courbe  C^^s  pour  points  de  base  de  notre 
faisceau.  Parmi  les  ^p  —  a  courbes  tangentes  de  ce  dernier,  p  — i 
s'absorbent  dans  la  courbe  unique  ayant  un  contact  d'ordre  p  —  i, 
et  3^ — I  courbes  Cn_5  ayant  un  contact  simple  restent  encore 
comprises  dans  le  faisceau;  les  tangentes  de  ces  courbes  et  delà 
courbe  de  contact  précédemment  signalée,  en  un  point  de  base 
du  faisceau,  représentent  alors  une  forme  binaire  de  l'ordre  3pr 
telle  que  les  Zp  —  3  rapports  anharmoniques  en  relation  avec  elle 
dépendent  uniquement  des  coefficients  de  la  courbe  primitive  ('). 
On  peut  donc  considérer  ces  rapports  anharmoniques  comme  des 
modules,  étant  admis  avant  tout  qu'ils  soient  en  général  indépen- 
dants les  uns  des  autres.  Or,  on  prouve  qu'il  en  est  bien  réelle- 
ment ainsi  (*),  en  montrant  que  réciproquement,  par  les  valeurs 
de  ces  'ip  —  3  paramètres,  un  nombre  Jîni  de  courbes  C^+i  est 
déterminé,  attendu  que  Von  considère  comme  identiques  entre 
elles  toutes  les  courbes  qui  dérivent  les  unes  des  autres  par 
transformation  à  détermination  unique,  et  cela  de  la  manière 
suivante  (').  Au  lieu  d'une  courbe  C;,  de  genre  p,  nous  pourrons 
prendre   pour  base   de  notre    examen    une   courbe   C^+i    ayant 

-p{p  —  3)  points  doubles;  on  peut  ensuite,  sans  nuire  à  la  gêné- 

ralité,  attribuer  à  cette  courbe  la  propriété  de  posséder  un  point 
dans  lequel  elle  a  un  contact  d'ordre  p  —  i  avec  une  droite;  car, 
pour  déduire  une  courbe  de  cette  espèce  d'une  courbe  générale 
C/2,  il  suffit  de  choisir  le  réseau  des  courbes  de  transformation 
de  telle  sorte  qu'il  renferme  une  des  courbes  Ctn-%  ayant  un  contact 


(  '  )  Ce  mode  de  détermination  des  modules  a  aussi  été  employé  par  Weierstbass. 
(  Voir  Brill  et  I^ôther,  /oc.  cit.)  Dans  ce  Mémoire  sont  également  indiqués  d'autres 
modes  de  détermination. 

(')  S*i]  devait  en  être  autrement  dans  des  cas  particuliers,  c'est  que  l'on  aurait 
précisément  assigné  aux  modules  des  Taleurs  spéciales,  certaines  relations  invariantes 
étant  alors  satisfaites  à  l'égard  de  la  forme  binaire  correspondante  représentée  par 
les  S/y  tangentes  en  un  point  de  base.  Ces  relations  peuvent  être  données  par  des 
Taleurs  particulières  des  invariants  absolus  (c'est-à-dire  par  l'évanouissement  d'inva- 
riants) ou  aussi  par  l'évanouissement  identique  de  covariants.  Cette  dernière  circon- 
stance indique  encore  généralement  des  relations  entre  les  rapports  anharmoniques, 
en  sorte  que  l'on  embrasse  les  deux  cas  si  l'on  considère  seulement  des  rapports 
anharmoniques  (c'est-à-dire  des  paramètres  irrationnels);  on  renonce  néanmoins 
par  là  d'abord  à  la  représentation  rationnelle  des  modules  par  les  coefllictenla  de  C,. 

(•)  Foir  Catlet,  Proceedings  of  the  London  Math,  Society ^  t.  I. 
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d'ordre  p  —  i.  La  droite  tangente  d'ordre  p  —  i  dont  nous  avons 
parlé  coupera  C^+i  en  un  autre  point  P  duquel  on  pourra  encore 
mener  Zp  —  i  tangentes  à  cette  courbe.  Les  rapports  anharmo- 
niques  des  ip  droites  ainsi  déterminées  sont  les  paramètres  que 
nous  cherchons.  Considérons  actuellement,  à  l'inverse,  ces  para- 
mètres comme  donnés  d'une  façon  complètement  arbitraire  ;  alors 
on  peut  toujours  trouver,  ainsi  qu'il  suit,  une  courbe  Cp^.i  à 
laquelle  ils  appartiennent  comme  modules.  Nous  prendrons  un 
point  quelconque  P  et  nous  mènerons  par  ce  point  trois  droites 
quelconques;  on  pourra  alors  tracer  par  P  encore  Zp — 3  autres 
droites  qui,  avec  les  trois  premières,  formeront  les  Zp  —  3  rap- 
ports anharmoniques  donnés.  Si  maintenant  nous  imposons  à  une 

courbe  C^+i  les  conditions  de  passer  par  P,  d'avoir -p(/?  —  3) 

points  doubles,  de  toucher  les  Zp  droites  précitées,  le  contact  avec 
une  d'entre  elles  étant  d'ordre  p  —  i ,  le  nombre  des  constantes 
dont  on  peut  encore  disposer  pour  C^+i  est  égal  à 

^  (/?  H-  i)  (/?  -f-  4)  -  ^  A'  (/^  -  3)  -  (4/?  -  2 )  -  I  ==  3. 

Soit  F'=o  l'équation  d'une  courbe  satisfaisant  à  ces  condi- 
tions, et  soient  Xi  =  o,  a:t=o  les  coordonnées  du  point  P  :  nos 
conditions  seront  encore  satisfaites  par  toute  courbe  F  =  o  déri- 
vée de  F'  par  la  transformation  linéaire  (*)  '  * 

'm  • 

cl  cette  courbe  F  ==  o  renferme  trois  constantes  arbitraires  «j,  «a? 
0(3.  Il  en  résulte  que  toutes  les  courbes  qui  satisfont  aux  condi- 
tions précédentes  doivent  pouvoir  être  déduites  d'un  nombre  fini 
de  courbes  F'=  o  par  transformation  linéaire.  Il  est  donc  prouvé 
en  premier  lieu  par  là  que  les  Zp  —  3  rapports  anharmoniques 
introduits  plus  haut  comme  modules  sont  indépendants  les  uns 
des  autres,  et  en  même  temps  aussi,  que  ces  Zp  —  3  modules  dé- 
terminent réciproquement  une  classe  de  courbes  du  genre  p  y  si, 
avec  Riemann,  nous  rangeons  dans  une  classe  toutes  les  courbes 


(*)  Cette  transformation  est  une  collinéation  perspectire  dont  le  centre  (à  savoir 
le  point  âr,  =  o,  x,=  o)  est  donné  (t.  1,  p.  819  et  suiv.). 
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qui  peuvent  être  transformées  unidéterminativement  les  unes 
dans  les  autres. 

Nous  mentionnerons,  pour  terminer,  les  modifications  que  cette 
détermination  des  modules  subit  dans  les  courbes  hyperellip tiques 
(p.  65),  c^est-à-dire  dans  les  courbes  qui  possèdent  un  système  spé- 
cial g[^\  Un  faisceau  d'adjointes  C;,_3  mené  par  ^ —  2  points  de/ 
passe  encore  par  p  —  2  autres  points  fiices  de  cette  même  courbe, 
et  dans  ce  faisceau  il  existe  seulement  2(2 -h p  —  i)  =  2/7-f-2 
courbes  tangentes.  Or,  comme  tous  les  faisceaux  constructibles 
de  courbes  G/i_s  sont  ici  équivalents,  les  2/7  —  i  rapports  anhar- 
moniques  des  paramètres  de  ces  courbes  de  contact  sont  indépen- 
dants du  choix  des  points  fixes,  et  ce  sont  les  ap  —  i  modules  de 
la  courbe  hjper elliptique.  Il  suit  également  de  là  que  si  une  courbe 
du  genre  p  doit  posséder  un  système  spécial  g^J*  ' ,  cela  équivaut  à 
Zp  —  3  —  2/>-Hi=;>  —  2  conditions  ( * ).  Si  Ton  part,  en  parti- 
culier, de  la  forme  normale  précédemment  indiquée  pour  une 
courbe  hyperelliptique,  c'est-à-dire  d'une  courbe  d'ordre /? -f- 2  à 
point  multiple  d'ordre  p,  les  adjointes  C^^a  sont  données  par  les 
groupes  de  p  —  i  droites  qui  passent  par  le  point  multiple  ;  les 
modules  sont  donc  les  ^p  —  i  rapports  anharmoniques  [les  inva- 
riants absolus)  des  2^-1-2  tangentes  que  Von  peut  mener  du 
point  multiple  à  la  courbe. 

Il  est  au  surplus  facile  de  mettre  l'équation  d*une  semblable 
courbe  dp^\  sous  une  forme  dans  laquelle  ces  ^p — i  modules 
figurent  seuls  explicitement  comme  constantes.  Supposons,  en 
efiet,  que  le  point  multiple  soit  situé  au  sommet  x^  =  o,  0:3  =  o, 
l'équation  de  la  courbe  C^+2  aura  alors  la  forme 

les  tf  désignant  des  fonctions  de  leurs  arguments  et  étant  de  l'ordre 
indiqué  par  leur  indice  inférieur.  Pour  les  coordonnées  des  points 
de  contact  des  tangentes  issues  du  point  multiple,  cette  équation 
doit,  une  valeur  de  x<  iJCs  étant  donnée,  fournir  deux  valeurs 


(*)  On  reconnaît  en  même  temps  qu'une  courbe  de  genre  p  z=2  est  toujours  hyper- 
elliptique  et  peut  conséquemment  toujours  être  transformée  en  une  courbe  de  qua- 
trième ordre,  à  point  double,  ce  qui  sera  plus  tard  démontré  directement.  {Fbir  la 
Section  relative  aux  courbes  du  genre  p  =  2.) 
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égales  de  X2lXz»  Ces  zp-h  ^  tangentes  sont  donc  données  par 
Téquation 

Or,  par  rotation  du  système  de  coordonnées  autour  du  point  mul- 
tiple, on  peut  toujours  obtenir  que 

et  les  grandeurs  A^ *  ^ , . . . ,  k^^P~*^  sont  alors  les  modules  de  la  courbe. 
Si  Ton  fait  à  présent  la  transformation 

I 
notre  courbe  se  transforme  en 

4rîL?/'(rt,j^j)]'-+-x(ri,j^,)  =  0, 

courbe  du  (2pH-2)**"'  ordre  qui,  diaprés  les  explications  don- 
nées t.  II,  p.  2i4,  possède  en  j^'i  =  o,  j'3=  o  un  point  multiple 
d'ordre  ^p  dont  les  tangentes  coïncident  par  couples,  en  sorte 
qu'il  existe  seulement  p  tangentes  séparées.  L'équation  de  ces 
dernières  est  précisément  donnée  par  y/>=  o. 

Dans  notre  dernière  équation  sont  encore  comprises,  en  dehors 
des  ^p  —  I  modules,  les  p  constantes  de  la  fonction  (p^,;  on  peut 
également  se  débarrasser  encore  de  ces  constantes  par  une  trans- 
formation à  détermination  unique.  La  courbe  donnée  dp^^  se 
transforme  en  effet  évidemment  en  une  autre  courbe  C^^,,  si  Ton 
emploie  pour  la  transformation  un  réseau  de  courbes  adjointes  du 
^Wint  Qpjpg  passant  par  2/? —  2  points  simples  fixes  de  Op^^\  car, 
en  fait,  ces  courbes  coupent  G^+a  encore  en 

p[p  4-2)  — p[p  —  i)  —  2/?  -I-  2  =/?  -4-  2 

points  mobiles.  Si,  en  particulier,  la  courbe  C^,  qui  prend  nais- 
sance doit  avoir  encore  un  point  multiple  d'ordre  p  [et  non 

'zP[p  —  i)  points  doubles  ordinaires],  il  faut  que  dans  le  réseau 

soit  compris  un  faisceau  dont  les  courbes  rencontrent  C^+a  en 
deux  points  mobiles  seulement.  Mais,  comme  il  n'existe  qu'u/i 
seul  système  g^**  sur  la  courbe  primitive,  ce  faisceau  se  composera 
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d'une  courbe  Jixe  du  (p  —  i)»*™»  ordre  $^_4  =  o  possédant,  au 
point  multiple  d'ordre  p^  un  point  multiple  d'ordre  p  —  2  et  du 
faisceau  de  droites  Xi-h  ^Xz=  o.  La  courbe  $^»i  =  o  coupe  en- 
core Cp^2  en 

(/?  —  1)  (/7  4- 2)  — /?(;>  -  2)  =  3/;  -  a 

points  simples;  par  2/7 — p  de  ces  derniers  nous  ferons  passer 
une  courbe  ^p=o  ayant  un  point  multiple  d'ordre  p — i  en 
x^  =  0,  Xa  =  o;  alors  les  courbes 

forment  un  réseau  de  l'espèce  demandée  à  p  4-  2  points  mobiles. 
La  courbe  Cp^2  se  transforme  donc  en  une  courbe  C'  ^  à  point 
multiple  d'ordre  p  en  j-,  =  o,  j^s  =  o  au  moyen  de  la  transformation 

Ici,  aux  2^  4-  2  tangentes  de  C^^.29  faisant  partie  du  faisceau 
Xi-f-  Xj:3=  o,  correspondent  les  2/74-2  tangentes  de  C'^^j  faisant 
partie  du  faisceau  yi4- ^Js  =  o.  Mais  on  peut,  en  particulier, 
disposer  la  courbe  ^p_i  =  o  de  telle  manière  que  p  des  points  de 
contact  des  tangentes  de  ce  dernier  faisceau  reviennent  en  ar- 
rière au  point  p*^*®  j^i  =  0,^3=  o,  c'est-à-dire  que  les  p  tangentes 
aux  branches  respectives  de  la  courbe  en  ce  point  deviennent  à 
la  fois  des  tangentes  d'inflexion.  Cette  circonstance  se  produira 
évidemment  si  les  p  points  d'intersection  de  G^+a  avec  $/,_i  =  o 
qui  ne  sont  pas  situés  simultanément  sur  la  courbe  ^p=ose 
confondent  avec  p  des  points  de  contact  des  tangentes  du  faisceau 
Xi  +  X Xa  =  o  ;  car  ce  sont  précisément  ces  p  points  d'intersection 
de  $/,_!  =  o  avec  C;,^.2  qui  se  réunissent  pour  former  le  point 
multiple  de  C'^.,.  Or,  comme  parmi  les  points  d'intersection  de 
^P-i  avec  G^+a, 

^  (/>  -  i)  (/^  4-  2)  -  i  (/7  —  2)  (/?  -  i)  =  2;>  —  2 

peuvent  encore  être  pris  arbitrairement,  on  peut,  en  toute  hypo- 
thèse,  faire  coïncider  p  de  ces  points  avec  p  des  points  de  con- 
tact précités  ;  parmi  les  2/7  —  2  points  de  base  communs  du  ré- 
seau précédent,  p —  2  peuvent  encore  être  choisis  arbitrairement. 
Ghacune  des  p  tangentes  du  point  multiple  de  la  courbe  G^,  ainsi 
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obtenue  coupe  déjà  la  courbe  /?-f-2  fois  en  ce  point;  si  donc 
Tensemble  de  ces  tangentes  est  représenté  par  X/»(/*' JT^)  =  ^5 
Téquation  de  la  courbe  devra,  pour  y^p=  o,  être  indépendante  de 
jTj,  c'est-à-dire  être  de  la  forme 

xï  Xp  (ri  »rs  )  —  'f  p-Hj  (rurs  )  =  «• 

"^p^^^J^yJ^^  étant  une  fonction  homogène  du  degré  p -h  ^  par 
rapport  à  jr^  et  jr^.  Les  points  d'intersection  de  j^a  =  o  avec 
^p^2  =  o  sont  alors  les  points  de  contact  des  tangentes  que  l'on 
peut  mener  du  point  multiple  à  la  courbe,  abstraction  faite  des 
p  -4-  a  tangentes  de  ce  point  même.  Aux  2/?  -h  a  points  de  con- 
tact des  tangentes  du  faisceau  x^  +  Xxs  =  o,  qui  sont  détermi- 
nés sur  la  courbe  primitive  par  Téquation  X(X|,X8)  =  o,  cor- 
respondent donc,  sur  la  courbe  transformée,  les  p-h  ^  points  de 
i'p+^iy*  yj'i)  =  o  et  les  p  points  qui  se  trouvent  infiniment  voisins  du 
point  multiple  j^i  =  o,  j^s  =  o  sur  les  différentes  branches  issues  de 
ce  point.  Ces  derniers  points  satisfont  à  Téquation  ^^^(^,,^3)  =  o. 
Par  conséquentyle  produit  Xp'^p-\-^  étant  une  fonction  homogène  du 
degré  ajp  -h  a,  on  doit  avoir,  par  notre  transformation  des  j^/  en  a:/, 

p'''"^"  Xp  (ri  »r8  )  •  ^p+î  (r  1  .rs  ) = x,p+,  (  jti  ,  .r,  ) .  [  *p-i  (  .r  )  yp-^  ; 

de  plus,  on  peut  faire 

<^l/>^.  (ri.rs  )  =  (ri -- >Ç-(''-*^r3  )  (71  -  'Ç-^''-'^  ra  ) . . .  (ri  -  >{^*''-'^ 

L'équation  de  la  courbe  dépend  donc  bien  des  2p  —  i  modules 
seulement,  et  nous  avons  ce  théorème  : 

Toute  courbe  hjperelliptique  peut  être  transformée  en  une 
courbe  d'ordre  p-h  2,  à  point  multiple  d*  ordre  p,  de  telle  façon 
que  les  tangentes  [-^p^z  o)  de  ce  dernier  soient  en  même  temps 
tangentes  d'inflexion  (  *  ),  «'i  sorte  qu'il  n'en  parte  plus  que  p-^-  1 
autres  tangentes  ((|/^^a=o).  Les  points  de  contact  de  ces  der- 


(*)  Cette  transformation  a  été  effectuée  d'une  autre  manière  par  Cremona,  SuUe 
trasformazione  délie  curve  iperelUptiche  {^Rendiconti  del  reale  Istituto  Lomhardoy 
série  II,  toI.  II,  29  aprile  1869). 
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nières  sont  alors  situés  sur  une  droite  (j^jmo),  ainsi  qu'on  le 
reconnaît  immédiatement ^  d'après  l'équation  de  la  courbe 

IV.  —  Géliéralisation  des  formules  de  correspondance.  —  Détermination 

de  quelques  systèmes  spéciaux. 

Dans  nos  recherches  précédentes  sur  le  théorème  de  Riemann 
et  Roch,  nous  n'avons  pas  effectué  réellement  la  détermination 
du  nombre  des  solutions  pour  les  problèmes  qui  s'o (Traient ,  et 
nous  nous  sommes,  au  contraire,  contentés  de  démontrer  la  pos- 
sibilité de  les  résoudre  et  de  déduire  de  là  les  limites  dans  les- 
quelles elle  existait.  Nous  nous  proposons  actuellement  de  réa- 
liser, pour  quelques  cas  particuliers,  la  détermination  dont  il 
s'agit,  en  nous  rattachant  aux  formules  de  correspondance  don- 
nées plus  haut. 

Les  développements  généraux  dont  l'exposition  préalable  est 
nécessaire  présentent  d'ailleurs,  indépendamment  des  applications 
qui  viendront  plus  tard,  un  grand  intérêt  pour  la  théorie  de  Péli- 
mination,  et  nous  nous  en  occuperons,  pour  cette  raison,  avec 
d'assez  grands  détails.  Il  s'agit  au  fond,  dans  cette  théorie,  du 
problème  suivant  : 

Soient  données  n  équations 

yi(x(»),ar^»),  ....a-Cî)  =0,     y,(xC»),  x(«),  .  . .,  jtC^J)  =  o,      ..., 

fn[^^^\  ^^*^  •  •  •»  ^('*^)  =  0, 

dans  lesquelles  les  systèmes  de  variables 

entrent  chacun  séparément  d'une  façon  homogène,  et  supposons 
qvHune  même  équation  fz=  o  soit  simultanément  satisfaite  pour 
eux  tous,  en  sorte  que  l'on  ait 

f[x('))  =  o,    /(xC*))  =  o,      ...     /(x(«))=o. 

On  demande  de  déterminer  le  nombre  des  groupes  de  chacun 
n  points  x^*\  x^^\  .  .  . ,  o:^"^,  situés  séparément  surf=  o,  qui  satis- 
font en  même  temps  aux  n  conditions  y,-=  o. 
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Pour  le  cas  de  w  =  2,  le  nombre  (9<3p'),  établi  t.  II,  p.  i53,  a 
déjà  fourni  la  réponse  à  cette  question.  Un  examen  plus  appro- 
fondi de  cette  formule,  pour  Thypothèse  où  les  correspondances 
(f,  f'  possèdent  des  points  exceptionnels,  formera  le  point  de  dé- 
part de  nos  considérations.  Nous  aurons  particulièrement  l'occa- 
sion de  reconnaître  qu'en  fait  l'application  du  principe  de  cor- 
respondance de  Cbasles  est  d'une  très  grande  utilité  pour  le 
discernement  des  facteurs  étrangers  qui  se  présentent  dans  le 
résultat  des  éliminations  algébriques.  Nous  pourrons  ensuite 
passer,  d'une  manière  simple,  à  la  détermination  des  assemblages 
ternaires  de  points  qui  satisfont  simultanément  à  trois  cor^ 
respondances.  On  trouvera  ainsi  dans  ce  qui  suit  de  nombreux 
compléments  à  nos  précédentes  recherches  sur  les  correspon- 
dances. 

Pour  donner  un  exemple  simple  de  la  manière  de  traiter  les 
problèmes  qui  s'offrent  ici,  nous  nous  attacherons  d'abord  à  des 
résultats  connus,  pour  les  établir  d'après  une  méthode  nouvelle  et 
susceptible  de  généralisation  ultérieure.  Déjà,  dans  la  théorie  des 
transformations  à  détermination  unique,  nous  avons  considéré  une 
courbe,  que  nous  avons  désignée  par  M,  et  qui  était  rapportée, 
d'une  manière  complètement  déterminée,  à  une  courbe  primitive 
donnée^  =  o  et  à  un  réseau  donné 

(1)  OiAi[^)  -+-«t^'i('^)  -+-«a+»(-ï^)  =  o 

(p.  4)-  Cette  courbe  avait  été  déGnie  comme  étant  le  lieu  des 
autres  points  de  base  d'un  faisceau  choisi  dans  le  réseau  (i),  lors- 
qu'un point  de  base  de  ce  faisceau  parcourt  la  courbey=  o.  Nous 
avons  déterminé  l'ordre  de  la  courbe  M  =  o,  ainsi  que  la  manière 
dont  elle  se  comporte  aux  points  fixes  communs  des  courbes  (i), 
et  nous  avons  vu  qu'elle  passe  par  toutes  les  intersections  de  la 
jacobienne  du  réseau  (i)  avec  y=  o,  et  qu'elle  détermine,  en 
outre,  par  ses  autres  intersections  avec  f  les  couples  de  points  x, 
y^  par  lesquels  passe  une  infinité  simple  de  courbes  du  réseau, 
c'est-à-dire  ceux  dont  les  coordonnées  satisfont  (p.  34)  au  sys- 
tème d'équations 

h[^)    -^M    ^3(-^)     __^ 
+i(/)   Ur)    h[y] 
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On  peut,  et  c'est  là  en  quoi  ces  précédentes  recherches  sont,  a 
titre  d^exemple  très  simple,  importantes  pour  la  suite,  rempla- 
cer ce  dernier  système  [en  faisant  abstraction  de  ^|(x)  =  o, 
^^  (j^)  =  o]  par  les  deux  équations 

lesquelles  représentent,  relativement  à  la  courbe  primitive  y  =  o, 
deux  correspondances  (v — i,  v  — 1)1  (*)  symétriques  par  rapport 
aux  X  et  aux. y;  à  tout  point  x  dej'=  o  répond,  en  vertu  de  cha- 
cune de  ces  deux  correspondances,  une  courbe  du  réseau  (i)  pas- 
sant par  X,  et  les  autres  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes 
décrivent  la  courbe  M  =  o  si  a:  parcourt  la  courbe  f^  o.  On  est 
aussi  conduit  à  la  même  courbe  M  =  o,  en  vertu  de  la  symétrie 
dont  il  a  été  parlé,  si  l'on  considère  les  courbes  (2)  qui  répondent 
à  des  points  y  de  f.  Le  nombre  des  couples  de  points  Xy  y  qui 
satisfont  aux  équations  (2)  devra  alors  s'obtenir  au  moyen  des 
formules  de  correspondance  précédemment  données  par  (y^') 
(t.  II,  p.  i53),  à  la  condition  d'avoir  égard  aux  modifications  que 
cette  dernière  peut  éprouver  par  suite  de  la  présence  des  points 
fixes  du  réseau,  et  de  faire  subir  une  réduction  au  nombre  ainsi 
obtenu,  en  tenant  compte  des  solutions  qui  correspondent  aux 
équations  ^i(x)  =  o,  ^\{y)  =  o. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  on  est  conduit  à  prendre,  au  lieu 
des  équations  (2),  deux  correspondances  quelconques  (a,  |3)^, 
(a',  p')y  données  sur  y  par  les  équations 

(3)  f(j^,rJ  =  o,     y'(x,^j=o. 

Si  alors  x  se  meut  sur  la  courbe  primitive  fixe,  les  autres  points 
d'intersection  des  deux  courbes,  répondant  à  or  en  vertu  de  (3), 
parcourront  une  courbe  que  nous  désignerons  dans  ce  qui  suit 
par  3ît^=  o,  et  l'on  obtiendra  une  autre  courbe  01ix=  o  comme 
lieu  des  points  d'intersection  des  courbes  qui  répondent  aux 
points  y  de  f.  Les  deux  courbes  se  confondront  si  les  deux  cor- 
respondances (  3  )  sont  symétriques  en  x  et  y^  comme  dans  le  cas 
des  équations  (2).  Nous  nous  proposons  d'abord  d'exposer  les 


(*}  Sur  cette  notation,  voir  t.  II,  p.  i^O»  et  t.  III,  p.  2. 
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propriétés  de  ces  courbes  3IL^=  o  et  .7lLx=  o,  car  nous  serons 
ainsi  conduits  à  la  détermination  exacte  des  couples  de  points  qui 
satisfont  simultanément  aux  deux  correspondances  (3). 

Pour  éclairer  la  marche  à  suivre,  qu'il  nous  soit  permis  de  don- 
ner d'abord  à  la  question  posée  une  réponse  pour  le  cas  relative- 
ment simple  des  équations  (2),  c'est-à-dire  d'étudier  encore  une 
fois  la  courbe  M  =  o,  en  partant  des  points  de  vue  qui  dominent 
ici  la  question.  Cette  étude  repose  essentiellement  sur  les  appli- 
cations du  principe  de  correspondance  de  Chasles  (*). 

Supposons  que  les  courbes  ^  du  réseau  (i)  soient  de  l'ordre  5, 
et  qu'elles  aient,  aux  p  points  de  base  communs  S|,  S^t  •  •  •)  S^ 
respectivement,  des  points  multiples  de  l'ordre  t|,  ^2,  •  •  m  ^?  (tous 
à  tangentes  séparées).  Admettons  que  la  courbe  y=  o  soit  du 
^wme  ordpe  et  possède,  en  Si,  S^, . . . ,  S^  respectivement,  des  points 
multiples  d'ordre  a^,  as,  ...,  a^  (ces  derniers  nombres  pouvant 
d'ailleurs  être  nuls).  Les  courbes  Q  du  système,  qui  passent  par  un 
autre  point  arbitrairement  choisi  de  C/,,  se  coupent  encore  en 
.V* — Yét] — I  (*)  points^  qui  sont  situés  sur  la  courbe  M  =  o. 
Actuellement,  pour  déterminer  l'ordre  m  de  cette  dernière,  on 
prendra  dans  le  plan  deux  points  fixes  quelconques  A  et  6  ;  on 
fera  passer  par  A  et  x  une  courbe  Q  du  réseau,  puis  une  sem- 
blable courbe  par  B  et  x,  et  l'on  fera  mouvoir  x  sur  C„.  Alors  les 
points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  C,  avec  une  droite  fixe 
quelconque  forment  sur  cette  dernière  une  correspondance 

[s[ns  —  2  «/^i  ) ,     s[n$  —  Sû/r/  )] . 

Les  points  de  coïncidence  de  cette  correspondance  sont,  pour 
partie,  des  points  de  la  courbe  Cm  (M  =  o),  pour  partie,  des  points 
de  Cy,,  et  enfin,  pour  partie,  des  points  de  celle  des  courbes  C^  du 
réseau  qui  passe  à  la  fois  par  les  deux  points  fixes  A  et  B  ('). 
Chacun  de  ces  derniers  points  de  la  droite  absorbe  ns  —  Sa/f/ 


(')  L'auteur  (M.  Lindemann)  doit  la  détermination  suivante  des  propriétés  de 
M  =  o  et  de  la  jacobienne  du  réseau  (i)  à  une  communication  de  M.  Brill. 

(*)  Le  signe  sommatoire  se  rapporte  à  tous  les  p  points  fixes  du  réseau. 

(')  Ces  points  doivent  être  choisis  dételle  façon  qu'ils  ne  soient  pas  points  de  base 
4' an  seul  et  même  faisceau  compris  dans  le  réseau.  Si  A  est  un  point  d'intersection 
de  ^j  avec  ^,  et  B  un  point  d'intersection  de  ^,  avec  ^,,  les  deux  courbes  en  question 
sont  précisément  données  par  (2),  et  la  courbe  mentionnée  en  dernier  lieu  est  ^t'^  o. 

\ 

\ 
\ 

s 
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coïncidences  ;  car  c^est  en  ce  nombre  de  points  que  la  courbe  pré- 
citée Ct  coupe  Cny  et  à  chacun  d'eux  correspond  encore  la  même 
courbe  Q  comme  courbe  de  Tautre  faisceau.  On  a  donc  la  relation 

d'où  l'on  déduit  l'ordre  de  la  courbe  M  =  o  (p.  4)  • 

(4)  m  =  n[s^  —  i) — slaiti=:vs  —  iï, 

v  =  /zj — "Laiti  désignant  le  nombre  des  intersections  mobiles 
d'une  courbe  ^  avec  f=  o.  Faisons  d'ailleurs  observer  que,  si  x 
chemine  sur  C/,,  les  ^^  tangentes  (mobiles  avec  x),  qui  peuvent 
être  menées  en  un  point  fixe  Sa  aux  courbes  Cj  passant  par  or  et  A 
ou  par  o:  et  B,  forment  également  une  correspondance 

Or  les  coïncidences  de  cette  dernière  correspondent  : 

i^  Aux  a/^  tangentes  de  la  courbe  C/i  en  S^; 

2^  Aux  tf^  tangentes  à  la  courbe  Q  qui  passe  en  même  temps 
par  A  et  B,  chacune  comptant  ns  —  l,aiti  fois  comme  rayon  de 
coïncidence  ;  j 

3^  Aux  ait  tangentes  de  M  :=  o  en  Sa,  ce  nombre  olm  étant  pré- 
cisément encore  à  déterminer. 

Nous  avons  donc 

^tk{ns  —  laiti)  =  «A-h  flit-+-  /a('»  —  2^///), 
ce  qui  donne  la  multiplicité  du  point  Sa  pour  la  courbe  M  =  o 

(p.  5): 

(5)  QLk=tk[ns—^aiti)  --ak=^tk—af,. 

En  combinant  (5)  avec  (4),  on  obtient  encore  la  formule  symétri- 
quement construite 

(6)  j(<J^-4-«;fc)=/;t('»-+-/w)        («)• 

Pour  trouver  enfin  le  nombre  des  couples  de  points  Xy  j^  nous 
aurions  encore  besoin  de  faire  usage  des  propriétés  de  la  jaco- 


(')  Les  résultats  exprimés  dans  les  équations  (4)»  (5),  (6),  sont  ceux  qui  ont  été, 
par  occasion,  énoncés  par  Cayley  pour  le  cas  de  j  =  3,  sous  la  dénomination  de  Tkéo- 
rème  de  Geiser  et  Cotterill  {Math,  jinnalen,  t.  VIII,  p.  36o.) 
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bienne  (i{/|^3^,)  =  o  (p.  i5),  c'est-à-dire  du  lieu  des  points  où 
se  touchent  deux  (et  par  conséquent  une  infinité)  des  courbes  du 
réseauy  où,  par  suite,  se  touchent  deux  courbes  des  faisceaux  pas- 
sant par  A  et  B.  Remarquons,  au  surplus,  que  Tordre  de  ce  lieu 
peut  aussi  être  établi  de  la  manière  suivante.  En  dehors  des  points 
A  et  B,  nous  prendrons  deux  droites  auxiliaires  quelconques  F  et 
G.  Par  A  et  par  un  point  mobile  P  de  F,  faisons  passer  une  courbe 
Qts  et  menons-en  également  une  autre  par  B  et  P,  puis  construi- 
sons les  tangentes  en  P  à  ces  deux  courbes.  Nous  cherchons  le 
nombre  des  points  P  pour  lesquels  ces  deux  tangentes  coïncident. 
Or  si  autour  d^un  point  Q,  arbitrairement  choisi  sur  F,  on  fait 
tourner  une  droite  quelconque,  et  que,  pour  une  des  positions  de 
celle-ci,  on  cherche  celles  des  courbes  Ci  du  faisceau  passant  par 
A,  pour  lesquelles  elle  est  tangente,  il  y  en  aura  2(5  —  i),  et  le 
lieu  des  points  de  contact,  pour  toutes  les  positions  de  la  droite 
menée  par  Q,  est  une  courbe  de  Tordre  2(5  — 1)4-1  =  25  —  i  qui 
a  un  point  simple  en  Q  (*)•  Cette  courbe  coupe  la  droite  G  en 
25  —  I  points  ;  on  a  donc  entre  les  points  d'intersection  de  G  avec 
leb  couples  de  tangentes  construites  aux  points  P  une  correspon- 
dance (25  —  I,  25  —  i).  Or  parmi  les  4^  —  2  coïncidences  de  cette 
dernière  se  trouvent  encore,  en  outre  des  points  d'intersection  de 
G  avec  (vj^,  ^2^3  )  =  o,  les  points  d'intersection  de  la  courbe  Q,  qui 
passe  à  la  fois  par  A  et  B,  ainsi  que  le  point  de  rencontre  des  deux 
droites  G  et  F.  Il  reste  conséquemment,  pour  l'ordre  de  lajaco- 
bienne,  le  nombre 

(7)  4,_2  — ,_i  =  3(*  — i). 

On  peut  parvenir  à  des  considérations  tout  à  fait  analogues  si, 
au  lieu  de  partir  des  faisceaux  appartenant  à  un  même  réseau  qui 
passent  par  A  et  B,  on  prend  pour  base  deux  faisceaux  quel- 
conques 

+  4->x  =  o»     ^''-t-V=o, 

de  l'ordre  s  et  de  l'ordre  /  respectivement;  seulement,  on  ne  doit 
alors  apporter  aucune   réduction  aux  résultats  obtenus  à  raison 


(*)  Gela  résulte  aussi  d'un  théorème  général  donné  par  Zeuthen  dans  son  Mémoire 
sur  les  sjrstèmes  de  Courbes,  cité  t.  il,  p.  127  (n*  29  de  ce  Mémoire). 

Clusch.  —  Géométrie,  III.  6 
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d'une  courbe  commune  aux  deux  faisceaux.  Donc,  à  la  place  de  la 
courbe  M  =  o,  intervient  une  courbe  de  Tordre 

(  s[ns'  —  lûit'i)  -h  s'  [ns  -^loiti)  ^  n 
f  oj  { 

(  =r  /f  (  2«'  —  I  )  —  52  Oii'i  —  5'  2a(ti, 

formule  où  les  nombres  £,*  se  rapportent  aux  points  multiples  com- 
muns du  faisceau  d'ordre  s,  et  les  nombres  t'^  aux  points  multiples 
communs  du  faisceau  d'ordre  /.  Pour  la  multiplicité  de  cette 
courbe  en  un  point  i*P'®  du  premier  faisceau,  «'*p**  du  second  el 
^ipie  jgy__  Q^  QQ  obtient,  à  la  place  de  (5),  le  nombre 

On  trouve  enfin  que  Tordre  du  lieu  des  points  où  se  touchent 
deux  courbes  des  faisceaux  est  égal  à 

(10)  (25—  l)  4-(2/— l)  —  I  =  2(5-hi')  —  3       (*). 

On  pourrait  enfin  généraliser  encore  davantage  ces  résultats  en 
remplaçant  les  deux  faisceaux  par  deux  systèmes  de  courbes,  sim- 
plement infinis,  des  ordres  s  et  sf^  ayant  pour  caractéristiques  /ut,  v 
et  p',  1/  respectivement,  et  en  considérant  alors  ces  systèmes  dans 
leur  relation  avec  une  courbe  Cu  quelconque  fz=:  o  (^).  Mais,  pour 


(*)  yoir  aussi  Crbmona,  Elnleitung  in  die  Théorie  der  algehraischen  Curven,  p.  127. 
dans  la  traducUon  de  Curtze;  il  est  aussi  montré,  p.  i3odu  même  Ouvrage,  que  les 
tangentes  communes  des  courbes  des  deux  faisceaux  aux  points  où  ces  courbes  se 
touchent  enTeloppenl  en  général  une  courbe  de  la  classe  ^ss'  —  a(f  +  j').  —  Ou  peut 
aussi  utiliser  deux  faisceaux  de  l'espèce  considérée  ici  pour  une  transformation  à  dé- 
termination unique;  aux  points  doubles  de  la  nouvelle  courbe  correspondent  alors 
les  couples  de  points  par  lesquels  passe  une  courbe  faisant  partie  de  chacun  des  deux 
faisceaux  (i^oir  les  notes  des  pages  4 3  et  62). 

(*)  On  obtient  du  reste  aisément,  et  en  suivant  une  marche  analogue,  à  la  place  de 
(8),  le  nombre 

/ifi's{ns'  —  Sa,./J)  -h  fifi's'^ns  —  2«ff,)  —  fi/n  =  fifi'  [/i(a«'— i)  —  2a,.(iVjH- jrj)], 
à  la  place  de  (9)  le  nombre 

fili!  [f  («j  —  2a^fi)-4-  r(wi'  —  Sfl/fJ)  —  a], 
enfin,  à  la  place  de  (10),  le  nombre 

/*'(/» -hv)-*-  ^(/a'-H  v') —  /*/«'=  /av'h- vjui'-t-  j»^'. 

Des  réductions  sont  encore  à  apporter  ici  si  les  deux  systèmes  ont  une  courbe  com- 
mune (cas  de  f =1'),  ou  si  (pour  s^s')  une  courbe  C^  du  premier  système  se  décom- 
pose en  une  courbe  G^,  du  second  et  en  une  autre  C^«,. 
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nous,  le  cas  qui  présente  un  intérêt  extrême  est  celui  où  les  deux 
systèmes  de  courbes  sont  liés  à  y  par  des  relations  d'un  caractère 
tout  à  fait  spécial,  car  cette  hypothèse  se  présente  si  deux  corres- 
pondances que/conijfues  sont  données  sous  la  forme  (3),  ainsi  qu'il 
sera  montré  incessamment.  Nous  passons  donc  à  Texamen  des  faits 
dont  il  s'agit,  tout  en  étant  forcés,  pour  de  nombreuses  particula- 
rités, de  nous  borner  à  de  simples  indications. 

Dans  les  équations  (3),  qui  donnent  naissance  aux  correspon- 
dances (oc,  P)^,  {«',  (5')^  suTf=i  o  (pétant  encore  supposé  de  Tordre 
«  et  du  genre  p),  nous  pouvons  considérer  les  quantités  j/,  par 
exemple,  comme  des  coordonnées  ponctuelles  variables,  et  les 
quantités  Xi  comme  trois  paramètres  entrant  d'une  façon  homo- 
gène, et  liés  par  la  condition y(x)  =  o.  Une  équation  <f{Xjj)  =  o 
nous  représente  alors  un  système  de  courbes  qui  dépend,  de  la 
manière  la  plus  générale,  d'un  paramètre  entrant  d'une  façon  irra- 
tionnelle (t.  II,  p.  ii4)*  Dans  les  équations  (3),  nous  avons  donc 
deux  systèmes  de  courbes  qui  sont  liés  avec  leur  paramètre  par  la 
même  irrationnalité.  Mais  ces  systèmes  se  trouvent  dans  des  cir- 
constances particulières  à  l'égard  de  la  courbe y=:o,  en  ce  que, 
conformément  à  l'hypothèse  faite,  les  fonctions  <f(x,y),  ^{oc^j) 
doivent,  en  vertu  dej^=  o,  s'évanouir  respectivement  au  degré  y 
et  /  pour  X  =j^,  tandis  que  ce  dernier  fait  n'a  pas  lieu  en  général 
pour  un  point  quelconque  du  plan.  Nous  pouvons  exprimer  la 
même  chose  en  disant  que,  parmi  les  courbes  du  système  qui  pas- 
sent par  un  point  quelconque  x  de  la  courbe  fy  il  s'en  trouve 
toujours  figurer  une  [savoir  celle  qui  répond  à  x,  en  vertu  de  (3)], 
dont  7  ou  /  intersections  avec  la  courbe  primitive  sont  situées  enx 
même;  pour  chacune  des  autres  courbes  passant  par  x,  il  existe 
un  autre  point  de  f=  o,  dans  lequel  se  confondent  y  o\i  y  points 
d'intersection  de  cette  courbe  avec /=  o. 

A  l'égard  du  système  des  courbes  du  5**"*  ordre  y  =  o,  nous 
admettrons  maintenant  que  les  points  S^ ,  S2,  . . .,  S^,  ainsi  que  leurs 
nombres  caractéristiques  £|,  ^27  •••)  ^9  ^t  a^,  a2f  ...,  a^  aient  le 
même  sens  que  dans  l'exemple  précédent  d'un  faisceau  ;  pour  les 
courbes  du  y»«™«  ordre  c^=  o,  nous  désignerons  d'une  manière  ana- 
logue les  points  qui  présentent  le  même  caractère  par  S\,  S',, . . ., 
S^-,  et  les  nombres  qui  leur  appartiennent  par  t\,  ^1,  •  •  •  j  t^-  ;  aj,  âj, . . . , 
a,..  Quelques-uns  des  points  S',  ou  même  tous,  peuvent  se  con- 

6. 
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fondre  avec  les  points  S.  On  a  alors  les  relations 

car  P,  par  exemple,  est  le  nombre  des  points  où  une  courbr 
y(x,^)  =  o,  répondant  au  paramètre  x,  rencontre  C„,  et  qui  ne 
sont  pas  situés  en  x  même,  mais  sont  tous  mobiles  avec  a:  ;  et  £a|7/ 
est  le  nombre  des  intersections  fixes  de  la  courbe  0,(9=:  o)  avec 
la  courbe  Cn{f=o).  Faisons  encore  observer  qu'il  nous  suflîl 
d'avoir  égard  aux  points  S/,  pour  lesquels  on  aa/>i,  c'est-à-dire 
qui  sont  situés  suTf=  o;  les  autres  points  fixes  des  deux  systèmes 
de  courbes  n'entrent  point  en  considération  dans  ce  qui  suit* 

Naturellement,  nous  aurions  pu  considérer  les  quantités  ji 
comme  des  paramètres  liés  par  la  conditiony(j'^)  =  o,  et  les  quan- 
tités Xi  comme  des  coordonnées  ponctuelles.  Dans  cette  circon- 
stance, les  équations  (3)  nous  représentent  deux  systèmes  de 
courbes  d'ordre  r  et  /•'  respectivement.  En  admettant  que  ces  der- 
nières possèdent  les  points  exceptionnels  fixes  R|,  R2, . . .,  R«  et 
R'i,  R'„  . . .,  R»,  et  que,  par  rapport  à  eux,  les  nombres  corrélatifs 
des  nombres  a/,  //,  qui  répondent  aux  points  S/,  soient  a/,  t/,  a^-,  t), 
nous  avons  également  les  équations 

(12)  «  =  /!/■  —  2a,T/ — 7,     a=nr^ — ^^'r't — 7'- 

Pour  déterminer  maintenant  l'ordre  de  ta  courbe  OlLy=  o,  qui. 
en  vertu  dey=  o,  est  engendrée  par  les  deux  systèmes  de  courbes 
du  5**"*  et  du  y**">«  ordre  (p.  78),  nous  établirons,  ainsi  qu'il  suit, 
une  correspondance  entre  les  points  d'une  droite  quelconque, 
seroblablement  à  ce  que  nous  avons  fait  plus  haut  pour  la  courbe 
M  =  o  (p.  79).  Le  nombre  des  courbes  C,[(y(x,j)  =  o]  qui 
passent  par  un  point  quelconque  z  du  plan  est  égal  au  nombre  des 
solutions  communes  de  (f{x^  z)  =  o  elJ'(x)  =  o  qui  dépendent 
de  z  (c'est-à-dire  qui  ne  tombent  pas  en  des  points  exceptionnels 
fixes  S/),  et  il  est  le  même  pour  tous  les  points  du  plan,  à  la  seule 
exception  des  points  fixes  communs  du  système  des  courbes  Q. 
Or  nous  connaissons  ce  nombre  pour  le  cas  où  z  est  situé  sutJ'=  o, 
car  alors  il  est  égal,  d'après  (12),  à7H-a(*).  Chacune  des  y  -H  « 


(')  La  méthode  employée  ici  est  d'une  jurande  utilité  pour  les  recherches  de  ce 
g«nre.  M.  Zenthen  s'en  est  beaucoup  servi  dans  le  Mémoire  cité.  Elle  consiste,  rela- 
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courbes  correspondantes  C,  coupe  y  fois  /"en  un  point  déterminé, 
et,  en  ce  dernier,  une  courbe  déterminée  Cj/  (celle  qui  lui  répond  en 
vertu  de  r^'=o)  a  une  intersection  /*p^*^  avec  y.  A  un  point  quel- 
conque z  sur  une  droite  fixe  correspondent  donc  aussi  y-f-a 
courbes  Cj/,  et  celles-ci  coupent  la  droite  en  ^{y-\-0L)  points  z' 
correspondant  au  point  z.  Ainsi  prend  naissance  une  correspon- 
dance [5^(7  -h  a),  ^^{y'-f-  a  )].  Les  points  de  coïncidence  de  celle-ci 
sont  les  points  de  la  droite  fi\e  où  se  coupent  deux  courbes  homo- 
logues C,  et  C,/  (c'est-à-dire  deux  courbes  répondant,  en  vertu 
de  (3),  à  un  même  point  de  /*=  o  dans  lequel  elles  ont  avec  cette 
courbe  des  contacts  des  ordres  y  —  i  et  y' —  i  respectivement)*,  ce 
sont  donc  les  points  d'intersection  de  la  droite  fixe  avec  311^=  o, 
el,  en  outre,  ses/i  points  de  rencontre  avec/".  Par  suite,  l'ordre  de 
In  courbe  0\Ly  =  o  est  finalement  égal  à 

r  désignant  un  nombre  qui  reste  à  déterminer  (  ^  ). 

Nous  rechercherons  ensuite  comment  se  comporte  la  courbe 
OILj=o  aux  points  S,  et  S^- (p.  80  et  p.  83).  Nous  avons  ici  à 
distinguer  les  cas  suivants  : 

a.  Le  point  S  est  en  même  temps  un  point  S'. 

b.  Le  point  S  nest  pas  en  même  temps  un  point  S'. 

Dans  le  cas^,  nous  déterminerons  le  nombre  Vy  au  moyen  d^me 
correspondance  qui  est  établie  entre  les  rayons  du  faisceau  ayant 
pour  sommet  S/  par  les  deux  systèmes  (3),  comme  elle  l'était  dans 
l'exemple  précédent  par  les  deux  faisceaux  de  courbes   (p.  80). 


tÎTement  au  nombre  des  solutions,  à  déterminer  le  résultat  général  par  des  cas  par- 
ticuliers et  facilement  saisissables.  Elle  a  été  désignée  récemment  sous  le  nom  de 
Principe  de  la  situation  spéciale,  et  employée  sur  une  grande  échelle  par  Schubert, 
dans  son  Ourrage  intitulé  :  Kalkul  der  ahzàklenden  Géométrie,  Leipzig,  1879;  voir 
aussi  Gàttinger  Nachrichten,  1874»  p.  37^?  et  Math.  Annalen,  t.  X. 

(')  Il  sera  montré  incessamment  que  f  est  le  nombre  des  points  d'intersection 
situés  en  x  =x  sur/'=  o  de  deux  courbes /lomo/oo^uejr  j»,  f',  en  sorte  que  le  lieu  des  points 
d'intersection  de  semblables,  cou  pies  de  courbes  est  donné  par  la  courbe  f7TC'^=o, 
conjointement  avec  [/"(jp)]^  =  o. 
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Ce  sera  là  une  correspondance 

Parmi  les  coïncidences,  Fa/  se  produisent  par  confusion  avec 
Jss  tangentes  du  point  rt/^*®  que  y  possède  en  S/.  Les  coïncidences 
de  cette  correspondance  se  rapportent  effectivement,  en  général, 
au  lieu  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  homologues  Cj, 
Csf  de  nos  deux  systèmes  simplement  infinis;  mais  ce  lieu  se 
compose  de  la  courbe  SïLy  et  de  la  courbe /*,  cette  dernière  devant 
être  comptée  F  fois  si  F  intersectioju  mobiles  de  deux  courbes 
homologues  des  correspondances  (3)  sont  situées  au  point  de  f^ 
qui  donne  précisément  lieu  à  la  dépendance  respective  des  deux 
courbes  (*).  Par  là  est  également  rendu  visible  le  sens  du  nombre 
F  dans  (i3).  D'autre  part,  la  correspondance  obtenue  en  dernier 
lieu  nous  donne  ce  théorème  : 

En  un  point  S/  [ou  S)),  qui  est  un  point  commun  tfP^^  des 
ourbes  Cs,  un  point  commun  t'/P^^  des  courbes  Cgf  et  un  point 
a}P^^  def,  la  courbe  OR/^  possède  un  point  singulier  dont  la  mul- 
tiplicité est  donnée  par  le  nombre 

(14)  v;;'  =  r;(v  4-  «)  -*-  e,{'/  +  «')  -  r/r,. 

Pour  le  cas  b,  c'est-à-dire  si  l'un  des  nombres  f,  t'  est  égal  à 
zéro,  ce  même  résultat  reste  exact,  mais  il  doit  être  démontré  de 
nouveau.  Il  existe  a'-f-  5/  courbes  C/  déterminées  qui  passent  par  S 
et  entre  lesquelles  figure,  comptant  /  fois,  la  courbe  C/  qui  répond 
au  point  S  lui-même.  Il  y  a  donc  aussi  a'-hy'  courbes  C,  homo- 
logues de  celles-ci  (p.  85).  Pour  tout  couple  de  pareilles  courbes 
homologues  (^),  <  points  d'intersection  sont  situés  au  point  S, 
tandis  que  cela  n'a  pas  lieu  pour  un  couple  quelconque  de  courbes 


(*)  On  suppose  ici,  comme  dans  ce  qui  suit,  que  deux  courbes  ^(x,jr)=.o, 
j*[x^jr)  =  0,  répondant  h  un  même  point  x  de/,  ne  se  coupent  plus  en  dehors  du 
point  X  lui-même  en  aucun  point  mobile  avec  x  et  situé  but/=  o.  Le  cas  où  les  deux 
systèmes  de  courbes  ont  une  courbe  mobile  commune  est  d'ailleurs  toujours  exclu. 

(')  La  courbe  C^,  homologue  de  la  courbe  C/  qui  répond  au  points  lui-même,  est, 
il  est  vrai,  indéterminée;  il  faut  la  remplacer  par  la  courbe  G,  qui  répond  à  un  point 
▼oisin  ;  pour  le  couple  de  courbes  qui  a  cette  origine,  F  autres  intersections  se  trouvent 
voisines  de  S,  circonstance  qui  correspond  au  fait  que  /=  0,  compté  T  fois,  fait  aussi 
partie  du  lieu  considéré. 
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homologues  Q,  Cy,  de  telle  sorte  que  ces  t  points  dUntersection 
doivent,  en  toute  hypothèse,  être  comptés  parmi  les  points  mobiles 
qui  décrivent  la  courbe  3Tty  =  o.  Donc,  tandis  que  pour  un  couple 
voisin  ils  ont  encore  sur  311.^=  o  une  situation  séparée,  ici,  pour 
le  couple  considéré,  ils  se  réunissent  tous  vers  S.  Mais,  du  nombre 
total  t(a'-f-y')  d'intersections  de  tels  couples  de  courbes  qui  se 
trouvent  ainsi  situées  en  S,  il  faut  retrancher,  comme  dans  le  cas 
a,  le  nombre  Fa/,  si  la  courbe  y  =  o  a  un  point  a/'P*'  en  S. 

D'une  manière  absolument  analogue,  on  déduit  de  (i3)  et  (i4)f 
pour  la  courbe  311;^:=  o  (p.  78  et  suiv.)  les  nombres 

,  g.  (   u,=:r'(7-hp)-f.r(/-4-^6')-r/i 

(16)  v!;'»  =z t;-(7  +  13)  +  T,(/-4-  ?')  -  r«,. 

Les  autres  recherches  que  nous  nous  proposons  de  rattacher  à 
ces  calculs  (et  en  particulier  la  détermination  du  nombre  F) 
prennent  une  tournure  différente,  suivant  que  le  point  de  y  ou  7' 
valeurs  des  correspondances  (3)  en  x=^y  prend  naissance  ou  non 
par  contact  avec  la  courbe  primitive.  [Koir  t.  II,  p,  i48.)  Nous 
distinguerons  les  trois  cas  fondamentaux  suivants  : 

1°  Le  point  en  question  est  produit  dans  9  et  cp'  par  un  point 
multiple  des  courbes  C,  et  C,/  en  x  =y* 

•2"  Il  est  produit  dans  cp  et  <j^  par  contact  SLyecf. 

3**  Il  est  produit  dans  (p  et  y'  par  des  circonstances  différentes. 

Il  est  certain  que  si  l'on  n'attribuait  d'importance  qu'aux,  résul- 
tats numériques  (c'est-à-dire  au  nombre  des  solutions  des  pro- 
blèmes qui  se  présentent),  il  suffirait  de  traiter  le  second  cas, 
puisque  tous  les  autres  peuvent  se  réduire  à  celui-là.  Mais  si  l'on 
veut  se  rendre  compte  un  peu  à  fond  des  circonstances  algébriques 
qui  s'offrent  dans  les  problèmes  d'élimination,  il  est  très-utile  de 
prêter  d'abord  quelque  attention  au  premier  cas.  La  réduction 
énoncée  se  fait  de  la  manière  suivante  : 

Soient /7,  q  deux  nombres  choisis  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

/?-+-r>/i,     q'{-s>n,     />^o,     7^0; 

introduisons  deux  fonctions  arbitraires  ^(x)  et  xij)  ^^^  ordres 
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p^  q  respectivement,  soit  de  plus  A  une  fonction  arbitraire  du 
degré  r-+-p  —  n  en  x  et  du  degré  5  -+-  y  en  j^ ;  nous  pouvons  alors 
prendre  pour  base  de  nos  considérations,  au  lieu  de  la  correspon- 
dance ç(x,^)  =  o,  la  correspondance 

7(*ir)-+(-^)-z(r)^-A./(x)  =  o, 

laquelle  fait  répondre  à  tout  point  x  les  mémos  points  mobiles  y, 
et  à  tout  point  j  les  mêmes  points  mobiles  x  que  l'équation 
>(f(j:,j^)  =  o;  les  points  fixes  de  la  correspondance  sont  seuls  en 
plus  grand  nombre,  et  le  point  de  y  valeurs  en  x=-y  prend  nais- 
sance par  contact,  comme  dans  le  cas  n^  2. 

La  courbe  f=.  o  sera  supposée  ne  posséder  que  des  points 
doubles  ordinaires,  et  non  des  points  de  rebrou ssement  ou  des 
points  multiples  d'ordre  élevé;  les  nombres  a/,  a/  ne  peuvent  alors 
prendre  que  la  valeur  i  oa  a. 

1  **  Nous  considérerons  donc  d'abord  le  cas  où  le  point  de  plu- 
sieurs valeurs  e/i  x  =j^,  dans  les  deux  correspondances,  est  pro- 
duit par  un  point  multiple  des  courbes  qui  répondent  à  x  ou 
à  y.  Nous  désignerons  encore  les  premières  par  Q,  Cj^;  les 
secondes  par  C^,  C^/.  En  tout  point  x  de  y  sont  dans  ce  cas  situées 
y/  intersections  des  deux  courbes  C„  C^  répondant  à  x,  si  nous 
admettons  que  les  y  tangentes  de  la  première  en  x  soient  distinctes 
des  /  tangentes  de  la  seconde.  D'après  une  observation  précé- 
dente (p.  86),  nous  devons  donc  poser  dans  les  formules  {li) 
à  (i6)  T  =  yy. 

Parmi  les  couples  de  points  x-y  qui  satisfont  en  même  temps 
aux  deux  correspondances  (3),  les  points  j^  seront  manifestement 
déterminés  sur  y=  o  par  les  points  d'intersection  de  JlLj=o 
[voir  aussi  p.  ^8)  et  les  points  x  correspondants  par  la  courbe 
31Lj=  o,  car,  pour  chaque  point  semblable  x,  une  autre  intersec- 
tion de  deux  courbes  homologues  C,,  C,/  est  située  sur  f.  L'équa- 
tion 011^^=  o  est  donc  le  résultat  de  l'élimination  des  Xi  entre  les 
équations  (3)  et  entre y*(x)  =  o,  en  supposant  qu'on  supprime 
préalablement  dans  ce  résultat  certains  facteurs  étrangers;  car, 
considéré  en  lui-même,  il  serait  de  l'ordre  /i(/V-i- jr')  par  rapport 
aux^.  Parmi  ces  facteurs,  la  courbe  y  elle-même  est  comprise  7/ 
fois,  puisque  r=  y/  (p.  86).  La  détermination  des  autres  fac- 
teurs exige  l'étude  spéciale  de  nombreux  cas  particuliers  auxquels 
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Il  faut  avoir  égard,  et  dont  l'examen  complet  nous  entraînerait  trop 
loin.  On  effectuera,  au  surplus,  aisément  cette  détermination  dans 
chaque  hypothèse  en  s^attachant  aux  réflexions  suivantes  : 

Les  facteurs  en  question  ne  peuvent  dépendre  que  des  points 
exceptionnels  des  correspondances  (3),  car  c^est  là  la  condition  de 
leur  présence.  L'exemple  suivant  pourra  servir  à  expliquer  com- 
ment les  choses  se  passent  dans  le  détail. 

La  courbe  Q,  répondant  à  un  point  simple  S/  de/*,  qui  est  un 
point  commun  t*P**  des  courbes  C,  et  un  point  t'p^*  des  courbes  Cr, 
sans  être  en  même  temps  un  point  S',  est  indéterminée.  A  S/  ap- 
partient, au  contraire,  une  courbe  complètement  déterminée  Cj^, 
dont  Téquation  sera  désignée  par  9^=0,  et  conséquemment  tout 
point  de  cette  courbe  (f,/=o  peut  être  considéré  comme  point 
d'intersection  de  cp^  avec  la  courbe  Q  répondant  à  cf^;  autrement  dit, 
la  courbe  f^  est  une  partie  du  lieu  des  autres  intersections  (non 
situées  sury)  des  deux  courbes  homologues  op,  cj»',  et  comme  telle 
elle  doit  être  comptée  t/  fois,  d'après  l'équation  (  i3)  («/  étant  égal 
à  i).  Nous  avons  donc  cette  proposition  que,  dans  le  résultat  de 
l'élimination  des  Xi  entre  les  équations  (3)  et  entre  f{x)  =  o,  se 
trouve  compris  le  facteur  (^i)*"*.  Les  intersections  de  9^=0  avec 
31Ly  =  G  sont  alors  les  points  de  rencontre  de  9^=  o  avec  la  courbe 
C,  qui  correspond  à  un  point  de^ infiniment  voisin  de  S.  On  traitera 
de  la  même  manière  le  cas  où  S  est  en  même  temps  un  point  S',  etc. 
Si,  au  contraire,  S  est  un  point  double  dey},  il  existe  deux  points 
(lifl*érents  voisins  de  S,  et,  par  conséquent  aussi,  deux  courbes  voi- 
sines différentes  G, 5  9^  doit  donc  être  compté  2T/  fois,  comme  h* 
demande  l'équation  (i3). 

Il  faudrait  encore  distinguer  les  cas  où  les  points  S  ne  sont  pas 
en  même  temps  des  points  R  (p.  84),  et  réciproquement,  etc. 
Nous  laisserons  toutefois  là  ces  développements,  et  nous  nous 
contenterons,  dans  ce  qui  suit,  de  jeter  un  coup  d'œil  sommaire 
sur  l'application  des  résultats  obtenus  (^  ). 

Si  parmi  les  points  d'intersection  j-  de  deux  courbes  Q,  C,^ 
répondant  à  un  même  point  x  il  en  est  un  situé  sur  y,  ce  dernier 
forme  ensemble  avec  x  un  couple  de  points  satisfaisant  simultané- 


M 


)  Nous  reTenons  plus  tard  sur  un  de  ces  cas  (p.  99). 
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ment  aux  correspondances  (3)  ;  nous  ne  compterons  pas,  d'ailleurs, 
un  tel  couple  parmi  ceux  cherchés  si  j^  s'est  rapproché  de  x  lui- 
même.  Le  nombre  des  couples  dont  il  s'agit  est  donc  égal  au 
nombre  des  points  de  rencontre  de  y*  avec  0\Ly  (non  situés  au\ 
points  fixes  des  courbes  ç,  (f'  ou  aux  points  doubles  dey)  diminué 
du  nombre  des  points  où  une  bî^anche  de  la  courbe  Q  qui  répond 
à  X  touche  une  branche  de  la  courbe  C,/  qui  répond  de  même  à  x. 
Nous  imaginerons  que  ces  derniers  points  sont  découpés  sut/=  o 
par  une  courbe  ^^^  =  o,  dont  Tordre  est  aisé  à  déterminer.  Admet- 
tons d'abord  qu'il  ne  se  rencontre  aucun  point  exceptionnel  dans 
les  correspondances  et  aucun  point  double  def;  on  aura 

(17)  ^^y=  iX^j-DC^  -4-  cA./ 

OCj  étant  actuellement  la  courbe  qui  découpe  sur  f  les  points  y 
des  couples  cherchés  x-y.  Or  le  nombre  des  points  d'intersec- 
tion de  cette  courbe  avec  y  nous  est  connu  (t.  II,  p.  i53);  car  il 
est  égal  à  (çcp'),  et,  puisque  Tordre  de  OTL^  est  donné  par  (i3),  ou 
obtient  en  conséquence  pour  Tordre  de  X^y  le  nombre 

(>8)      z,.=  f.^-i(fy')=7'(^  +  ')+v('-'  +  ^')-3y/     ;')• 
Pour  Tordre  de  DC^-=  o,  nous  avons  donc  le  nombre 

et  il  vient 

p  étant  égal  à  -  (//  —  \)[n  —  2). 

Les  expressions  Oli^.,  XC^,  DC^  et  A  sont  des  invariants  fonclion- 


('  )  On  peut  aisément  aussi  trouver  ce  nombre  directement.  Que  Ton  pose,  en  effet, 
la  courbe  tCj  =  o  s'obtiendra  par  élimination  des  dxi  entre  les  équations 

A^  étant  égal  à  1 .  Du  résultat,  qui  doit  être  indépendant  des  quantités  A^,  on  peut 
séparer  un  facteur  A]Jf  ;  il  reste  alors,  en  fait,  une  «pression  de  l'ordre  (18).  On  peut 
donc  aussi,  à  l'inTerse,  obtenir  directement  le  nombre  (ff'). 
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nels  simultanés  des  formes  fondamentales  y, cp(x,j'),  çf'(j:,  r),  el 
Téquation  (17)  donne  une  relation  qui  existe  entre  elles  (  *  ).  Mais 
une  telle  relation  ne  peut  être  modifiée,  de  quelque  façon  que 
puissent  varier  les  coefficients  de  ces  formes  fondamentales;  elle 
doit,  en  particulier,  persister  si  sur  la  courbe^les  variations  dont 
nous  parlons  donnent  naissance  à  des  points  doubles,  cas  qu(! 
nous  considérerons  d'abord.  Nous  nous  proposons  d'ailleurs  de 
déterminer  précisément  les  intersections  de  OCj=o  avec /*=  o 
qui  ne  tombent  pas  aux  points  doubles. 

Comme  nous  n'attribuons  plus  aux  correspondances  (f,  9'  aucun 
point  exceptionnel,  deux  courbes  complètement  déterminées  C,, 
C^  répondent  au  point  double  en  question;  et,  parmi  les  inter- 
sections de  celles-ci,  y/  sont  situées  au  point  double  lui-même, 
romme  en  un  point  quelconque  dey.  La  courbe  OIL^.  ne  passe  donc 
pas  par  le  point  double,  et  il  en  est  conséquemment  de  même,  en 
vertu  de  (17),  des  courbes  ^j.  et  OC^.  Le  nombre  des  couples  cher- 
chés est  par  suite  encore  égal  à  nhy,  c'est-à-dire  à 

.21)  «V  -I-  3a'  —  2.  y/p  —  2  77'  d, 

si  y  possède  d  points  doubles  et  que  p  =  -  i^n  —  \)[n  —  1)  —  d 

désigne  le  genre  dey.  Si  donc  les  courbes  G„  C^  ne  passent  pas 
parles  d  points  doubles  de fj  la  valeur  tr ouvrée  (t.  JI,  p.  i53) 
pour  {^')  doit  être  abaissée  de  idy/. 

Nous  ferons  maintenant  varier  les  constantes  des  correspon- 
dances 9  et  <p'  de  manière  à  produire  sur  y  des  points  exception- 
nels. Toutefois  nous  ne  considérerons  que  des  cas  particuliers 
nécessaires  pour  les  applications  ultérieures.  Nous  supposerons 
qu'un  point  simple  x  de  f  soit  en  même  temps  un  point  S  et  un 
point  S',  et  qu'il  soit  caractérisé  par  les  nombres  t,  r^  t',  t'  de  la 
manière  convenue.  Nous  déformerons  d'abord  la  correspondance 
5',  de  telle  sorte  que  le  point  multiple  d'ordre  t'  des  courbes  Gj/  (el 
d'ordre  t'  des  courbes  G/y)  soit  séparé  de  a:,  mais  se  trouve  encore 
^ury,  en  jr^  par  exemple.  Alors  cj)(jr,a:)  s'évanouit  au  degré  £  -h  t 


(*)  Le  fait  que,  dans  (17),  il  ne  peut  plus  se  présenter  d'invariant  simultané,  pro- 
prement dit,  comme  coefficient  de  DTL^  ou  DC^  se  reconnaît  par  des  raisonnements 
semblables  à  ceux  éUblis  t.  Il,  p.  1 83. 
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de  roultipliciléy  c^est-à-dire  que  la  courbe  cp,  répondant  à  un  point 
voisin  de  x,  a  en  jc  un  point  multiple  d'ordre  t  -{-  r;  par  consé- 
quent, {t-h  t)/  intersections  de  cette  dernière  avec  la  courbe  ^' 
qui  répond  à  .r  tombent  en  x.  De  même  (^-l-t')y  intersections 
d'une  courbe  a/  répondant  à  un  point  voisin  de  y,  avec  la  courbe  ^ 
qui  répond  à  7  se  trouvent  réunies  en  j.  Si  maintenant  a:  coïn- 
cide avec  y  y  il  se  trouvera  en  x 

points  d'intersection  des  deux  courbes  ç,  (s/  qui  répondent  à  jr  4-  dx. 
Mais  comme,  pour  chaque  couple  de  deux  courbes  homologues  &, 
(ï»',  y/  intersections  sont  situées  en  ar,  le  nombre  des  intersections 
qui  se  présentent  à  nouveau,  ou,  en  d'autres  termes,  le  nombre 
qui  exprime  la  multiplicité  de  Xy  =  o  e/i  un  point  commun  t'P'^ 
pour  les  cp  et  t'*P^^  pour  les  9'  est  égal  à 

(22)  l^f^7)y-hi/-^7')y^yy'. 

Ce  résultat  reste  vrai  si  l'un  des  nombres  f,  t'  est  égal  à  zéro. 

Dans  (17),  à  la  place  de  CfïLy  figure  maintenant,  si  f'=  o,  d'après 
des  développements  précédents  (p.  89),  le  produit  31Lj(ç^)',  de  telle 
sorte  que  l'équation  (17)  doit  être  remplacée  par 

(23)  OîL^.(9»;)^=X^..Dt^-+-A/. 

Si  £  et  t'  sont  différents  de  zéro,  nous  obtenons 

(24)  01lLy[fsr[fsy=Xy.Diy+A/, 

<fs=  o,  <][>',=  o  étant  les  deux  courbes  C,,  Cs/  qui  répondent  à  un 
point  dey  voisin  de  S.  De  môme,  s'il  se  présente,  plusieurs  points 
S  de  cette  espèce,  figurera  avec  JTL^,  dans  le  premier  membre  de 
•(ly),  un  produit  Tly,  dont  les  facteurs  individuels  sont  de  la  forme 
(({>',)%  ....  Les  points  cherchés j  ne  sont  donc  plus  les  seules  inter- 
sections de  la  courbe  D^y=  o,  mais  cette  courbe  passe  aussi  par  les 
points  de  rencontre  de  Ef^  =  o  avec  f=  o.  actuellement,  les 
points  d'évanouissement  du  quotient 


(25)  0  = 


II V  ~"  A- 


non   situés  aux  points    exceptionnels ,   nous  donnent  seuls  les 
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points  j^  des  couples  cherchés  x-y \  Les  points  correspondants  x 
sont  les  points  d'éi^anouissement  d'un  quotient  Jbrmé  cor rélati- 
ventent  :  \ 

(.6)  41,=  ?^      ^^ 


n^      av 


Nous  allons  déterminer  le  nombre  de  ces  points  d'évanouisse- 
ment pour  le  cas  considéré  dans  (aa). 

Le  quotient  ^  s'évanouit  en  S,  en  vertu  de  (i4)î  (22)  et  (25), 
à  l'ordre  de  multiplicité 


( 


,     j  ''(«  +  v)-<-'{«'  +  7')-7/-('  +  -)'/-/-l--')7 


77' 


Cl  le  nombre  des  intersections  simples  de  ^^  =  o  avecf^^  o  sera 
égal  à 

en  posant  maintenant 

a  =z  nr  —  t  —  7,       S  =  ns  —  t  —  7, 
*'=  /ir'—  r'—  /,     JS'  =  /w'—  /'  —  /. 

Le  nombre  résultant  n'est  donc  pas  influencé  par  le  point  fixe 
des  correspondances. 

On  peut,  au  surplus,  démontrer  d'une  manière  tout  à  fait  ana- 
logue que,  pour  les  points  doubles  de  J]  par  lesquels  passent  les 
courbes  Q,  C^/,  le  nombre  (fc^')  apparaît  sous  la  forme 

(y/)  =  ap'-^  Sa' -27/ (/.+./'), 

si  Ton  entend  par  p  le  genre  dey*et  par  d'  le  nombre  des  points 
doubles  de  J  qui  ne  sont  pas  des  points  exceptionnels  des  cor- 
respondances. Nous  résumerons  en  un  théorème  le  résultat  obtenu, 
après  de  courtes  explications,  sur  les  deux  autres  cas  mentionnés 
encore  page  87. 
2®  Nous  admettrons,  en  second  lieu,  que  le  point  de  y  ou  7' 


(')  Ce  nombre  concorde  avec  celui  qui  a  été  obtenu  d'une  autre  manière  par  Bull 
(Matk,  Aanalen,  t.  VI,  p.  46). 
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valeurs  respectivfement  en  X'=^y  pour  les  deux  correspondances 
prend  naissance  par  contact.  Ce  cas  présente  de  l'inlérêl,  en  ce 
sens  que,  diaprés  les  considérations  précédentes  sur  la  nature  de 
semblables  correspondances,  nous  pouvons  préciser  beaucoup  plus 
que  dans  le  cas  précédent.  On  peut,  en  effet,  admettre  que  les 
deux  correspondances  soient  données  sous  la  forme  suivante  (corn- 
parer,  t.  II,  p.  i85)  : 

.^  .  i  ?(-^»r)=*o(-').?o(r)-+-*i(-»-)-?iL)j  +  ..--+-*Y(-'-)-?7  U)  =  o» 
^""9^  I  y'(.r,j)=*i(x).y;(/)^-*;(x).y;fj-)-^--  +  *r(^)-?rb)=0' 

<Po=  o  étant  la  courbe  qui  détermine  sury=  o  les  points  de  con- 
tact des  courbes  du  j**"**  ordre  ayant  un  contact  d'ordre  y  —  i  qui 
font  partie  du  système 

^1  ?i  [y)  H-  \n  (r  )  +  •  •  •  H-  \  fAx]  =  o» 

et  les  autres  courbes  $|=  o,  4>'.=  o  étant  définies  de  la  manière 
correspondante.  Ici,  Tordre  r  des  courbes  $,  ainsi  que  leur  multi- 
plicité aux  points  communs  des  courbes  f  et  aux  points  doubles 
de  y,  est  complètement  donné  par  le  mode  d'existence  des 
courbes  (f.  En  fait,  la  détermination  de  r  par  s  peut  s'effectuer  de 
la  manière  suivante  (*).  La  courbe  de  coïncidence  d'une  corres- 
pondance cp(x,j^)  =  o  est  (t.  II,  p.   i6i)  de  Tordre 

/■-f-  J  H-  7(/i  —  3]. 

Donc,  en  particulier  pour  7  =  1,  r  =  5,  la  courbe  de  coïncidence 
de  la  correspondance 

est  de  Tordre  2S  -h  n  —  3.  Par  suite,  pour  y  z=z  2^  dans  la  corres- 
pondance 

♦o('^)-?o(r)-*-*i(*)-?i(/)-+-*î(^)-?i(j)=o    (t.  D,  p.  i65), 

Tordre  r  des  $  est  égal  à  25-+-  n  —  3,  et  Tordre  de  la  courbe  de 
coïncidence  égal  en  conséquence  kZ{s  -h  n  —  3);  on  trouve  ainsi 


{*)  f^oir  aussi  la  note  de  la  p.  i83,  t.  II. 
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(le  même  par  là  Tordre  de  la  courbe  de  coïncidence  dans  le  cas  de 
y  =  3  égal  à4*^H — (w  —  3)1,  et  ainsi  de  suite.  En  général, 
l'ordre  de  la  courbe  de  coïncidence  sera  égal  à 

Or  les  courbes  du  /•*•"*  ordre  $/ =  o  dans  (29)  sont  des  courbes 
de  coïncidence  d'une  correspondance  à  point  de  7  —  1  valeurs 
en  X  =  7"  ;  d'où 

Mous  avons,  du  reste,  vu  (t.  II,  p.  164)  qu'en  tout  poin^sîmplc 
de/,  où  sont  situées  a  intersections  fixes  des  courbes  f/,  se  trou- 
vent y(s  intersections  des  courbes  4>|,  sans  d'ailleurs  qu'il  y  ait  lieu 
de  se  préoccuper  de  savoir  si  les  courbes  cp  ont  à  cette  place  un 
point  commun  multiple  d'ordre  o",  ou  si  elles  y  ont  jin  contact 
dWdre  a  —  i  aiwecj*^  tandis  que  pour  l'établissement  du  nombre  vî^'' 
dans  (i4)  nous  avons  admis  expressément  la  première  circonstance. 
Mais  le  nombre  (i4)  est  également  exact  pour  la  seconde.  Sup- 
posons, en  effet,  que  pour  un  point  simple  S,  de  f  (c'est-à-dire 
pour  ai=  I  )  on  ait  ti=.  i  et  que  les  f'  aient  en  ce  point  un  point 
commun  multiple  d'ordre  t'^  :  il  faut  alors  employer  une  corres- 
pondance [^/(y-t-  a),  (/-h  a')]  dont  le  nombre  des  coïncidences 
est  égal  à 

'Hv -*-«)  + (/  +  «')• 

Si  maintenant  les  courbes  (f  passent  toutes  ensemble  par  ti — i 
points  ^e  J'  voisins  de  S/,  il  y  a  /-j-  a'  intersections  de  deux 
courbes  homologues  9,  (^^  qui  se  confondent  en  chacun  d'eux.  Par 
conséquent,  le  nombre  des  intersections  de  pareils  couples  de 
courbes  qui  se  trouvent  réunies  en  S/  devient  égal  à 


'/  )  Le  nombre  fi  de  la  correspondance  se  trouve  donc  être  déjà  déterminé  par  a  et  y. 
(^  même  résultat  peut  être  obtenu  par  l'application  de  la  théorie  des  intégrales  abé- 
Hennés  de  seconde  espèce.  (  Foir  Liiii>iiia!I2(,  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Hermite, 
Journal  de  Crelle,  t.  84,  p.  3io.) 
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Il  en  faut  encore  retrancher  le  nombre  T  pour  retrouver  pour  la 
multiplicité  de  D\Ly=  o  en  S/  le  résultat  exprimé  par  (i4)- 

Un  fait  analogue  a  lieu  si  les  9'  ont  simultanément  en  S/  un  con- 
tact d'ordre  t'^ —  i  avec  la  courbe  primitive,  et  la  question  se  résont 
de  même  pour  un  point  double  de  y  (c'est-à-dire  pour  ai=  2).  11 
suffit,  dans  ce  dernier  cas,  de  remplacer  <j  par  at,-;  le  nombre 
y  ((7  4- y  —  i)  donne  alors  encore  le  nombre  des  intersections 
fixes  des  9  situées  en  un  point  fixe  comme  celui  dont  nous  par- 
lons. 

Les  nombres  t/,  r^-  qui  figurent  dans  les  formules  précédentes 
(12),  (i3),  (16),  (22),  [t.'j)  sont  donc,  pour  un  point  simple  de f, 

(3l)  '^i=ta,      i:\=t\i\ 

pour  un  point  double  def, 

(82)  T,=  7//-t-i7(7-i),     t;.  =  v''/+^/(/-i)   (M- 

Actuellement,  supposons  d'abord  /]]>7.  Parmi  les  points  d'in- 
tersection de  deux  courbes  quelconques  tangentes  respectivement 
d'ordre  y  —  i  et  / —  i  au  même  point  x  de  fi,  y  sont  voisins  de  x; 
ilfiaut  donc  (p.  86)  prendre  r=  y  dans  les  formules  (i3)  à  (16). 

La  détermination  des  facteurs  qui,  dans  le  résultat  de  l'élimi- 
nation des  X  entre  (34)  et  entre  fi[x)  =  0,  se  présentent  conjoin- 
tement avec  D\Ly  et  f'^j  s'effectue  absolument  comme  dans  le  cas 
précédent,  et  n'a  pas  besoin  d'être  expliquée  à  nouveau. 

On  doit  au  contraire  remarquer  la  manière  spéciale  dont  se 
comporte  ici  la  courbe  3C-j=  o,  très  importante  pour  l'établisse- 
ment de  l'équation  (i  7),  et  qui  détermine  sur^par  ses  intersections 
les  points  x  pour  lesquels  un  (y-hi)**™®  point  d'intersection  de 
deux  courbes  homologues  C„  Csf  retombe  sur  x.  Mais,  comme  nous 


(')  Toute  correspondance  à  point  de  y  valeurs  en  x=^  pouvant  être  réduite,  à 
l'aide  de  /=  o  {iwir  p.  87etsuiv.),  à  une  correspondance  comme  celle  envisagée  plus 
haut,  les  résultats  énoncés  dans  les  formules(3o),  (3i),  (82)  s'appliquent  encore  au  cas 
que  nous  avons  traité  en  premier  lieu.  M.  Krey  suppose,  dans  ses  recherches  relatives 
à  ce  sujet  {Mathematische  jinnalen,  t.  XII,  p.  47^)t  <iu^  toutes  les  courbes  C,,  Cy, 
C^,  Cfé  passent  une  seule  fois  au  plus  par  les  points  exceptionnels  qui  sont  des  points 
doubles  de/.  Cependant  on  reconnaît  par  (3a)  que  cette  hypothèse  ne  peut  jamais 
être  admise  que  pour  les  cas  de  •/  =  o  et  y  =  i . 
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supposons  /]>7»  ce  (7  4-  i)**^*'"*  point  d'intersection  est  nécessai- 
rement situé  aussi  sur  la  courbe  y,  et  le  fait  n'a  lieu  que  dans  deu\ 
cas  :  I  **  si  une  courbe  Q  a  un  contact  d'ordre  y  (cas  où  y  -h  i  points 
consécutifs  sont  communs),  ce  qui  se  produit  aux  points  de  coïn- 
cidence de  la  première  correspondance  (  29)  ;  2°  si  une  courbe  9'  a 
en  X  un  point  double,  hypothèse  où  il  y  a  y  points  communs  con- 
sécutifs seulement,  mais  où  l'un  d'eux  compte  double  comme 
point  de  rencontre  de  (p  et  ^,  Les  points  de  la  première  espèce, 
dont  chacun  doit  être  compté  y'  fois  (*  ),  sont,  d'après  (3o),  déter- 
minés sur/ par  les  points  de  rencontre  d'une  courbe  de  coïnci- 
dence Ly=  o  de  l'ordre  (7  -h  i)    .^  H-  -  (/i  —  3)7  I  ;  les  points  de  la 

seconde  espèce,  dont  chacun  compte  y  fois,  par  une  courbe  qui  se 
détermine  de  la  manière  suivante  (^)  : 

Du  premier  membre  de  la  deuxième  équation  (29)  doit,  pour 
T  =  JK>  se  séparer  un  facteur^,  en  sorte  que  l'on  a 

Pour  les  points  d'intersection  de  ï'  avec  y,  le  premier  membre  de 
celte  équation  s'annule  doublement,  c'est-à-dire  que  la  courbe  cj/, 
répondant  à  l'un  de  ces  points  d'intersection,  y  possède  un  point 
double.  Par  suite,  les  points  mentionnés  de  la  seconde  espèce  sont 
découpés  par  la  courbe  Y'=  o,  relativement  à  l'ordre  de  laquelle 
on  déduit  de  (33)  le  nombre 

(34)        f  rrzr'H-/  — /l=:(/-f-l)s'-f--/(/— l)(/I-3)  — /l. 

Commençons  par  admettre  encore  quey*n'ait  pas  de  point  double, 
et  qu'aucun  point  fixe  commun  de  G^  et  Gj/  ne  soit  situé  sur^*; 
alors  intervient,  à  la  place  de  (17)»  l'équation 

(35)  0R.j.=  (^')t(Lt)t'.dCj.-^  A./. 

On  trouve  par  là,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'ordre  de  DCy 


(*)  On  le  reconnaît  immédiatement  par  ce  qui  a  été  dit  t.  Il,  p.  i5i. 
(*)  Le  cas  de  /=  y  est  tonjours  excepté.  Comparer  l'exemple  y'r=.  3,  p.  iC5  et  1S9 
(note),  t.  If,  où  Y'  devient  la  jacobienne  des  trois  courbes  /g,  p'|,  ^2- 

Clbbsch.  ~  Géométrie,  111.  7 


9^  TOME  III.  —    CBAPITRB  I. 

est  égal,  en  vertu  de  (i3),  (3o),  (3o)*  et  {34)>  à 
(36)      1  ^^■"'''^'^'^'('''■^"'[^"^^^t''""^^  I 

(        =  n{rs'  +  5r')  -  7  (r'  H-  /)  -  y'[r  ^-  s)  -  -//(/i  —  3). 

Le  reste  de  la  recherche  s'efiectue  comme  au  cas  précédent:  il 
faut  seulement  remplacer  toujours  Texpression  X  par  le  produit 
(Y')y(Ly)ï'.  La  manière  dont  se  comporte  ce  produit  aux  points 
exceptionnels  de  la  courbe  y  ou  des  correspondances  (29)  est  éga- 
lement facile  à  déterminer,  parce  que,  d'après  ce  qui  précède, 
on  connaît  la  manière  dont  se  comporte  L^,  et  qu'il  est  aisé 
de  tirer  de  (33)  ce  qui  est  relatif  à  V.  Les  points  cherchés  j  se 
trouveront  fmalement  au  moyen  des  points  d'évanouissement 
simples  des  quotients  J^y  de  la  forme  (aS),  et  les  points  cor- 
respondants X  par  ceux  des  quotients  jÇjc  de  la  forme  (26).  A 
l'égard  de  ces  quotients, le  nombre  (27)  reste  également  exact: 
il  suflit  d'y  exprimer,  d'après  (3i)  et  (32),  les  nombres  t,  t' 
par  t,  t\ 

Il  est  d'ailleurs  à  observer  que  le  cas  où  Cj,  C^  ni  C;-,  Cr^  ne 
passent  par  un  point  double  de^ne  peut  pas  se  présenter  ici.  Car 
bien  qu'on  ait  en  un  tel  point  t  =^  t'=  o,  nous  avons  néanmoins, 
d'après  (32), 

^/=  -7(7  —  0»     "/=  -  7'(7'  —  0- 

Or,  si  nous  admettons  la  survenance  d'un  point  de  cette  espèce  S, 
il  lui  correspond  deux  courbes  C,  différentes  cy,=  o,  yj/=o,  et 
deux  courbes  C,/  différentes  9J=  o,  9^=  o,  et  à  la  place  de  (35), 
s'il  ne  se  présente  pas  d'autres  points  exceptionnels,  intervient 
l'équation 

Or  de  cette  identité  nous  ne  pouvons  ici  rien  conclure^  car  nous 
ne  connaissons  pas  encore  le  mode  d'existence  de  3\Ly  en  S.  Mais 
le  nombre  des  points  cherchés  j^  est  égal  au  nombre  des  points  x, 
qui  forment  un  couple  avec  chacun  d'eux.  Nous  pouvons  donc,  au 
lieu  de  DÏLyj  employer  l'expression  311^:.  La  multiplicité  de  cette 
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dernière  est,  d'après  (i6),  eu  égard  k  (Sa), 

=  ^7V-')(7-^P)-^^v(v-0('/-^?')~2'A 

(3  étant  égal  à  /m  —  7i  (3'  à  /i/ —  /.  On  a  d'ailleurs,  d'après  (35), 
(37  )  mu^=  (Y')t(Lt)7'DC,  h-  a/ 

Mais  nous  ne  savons  pas  non  plus  comment  se  comporte  la 
courbe  Y'=  o  au  point  double  S,  de  sorte  que  cette  équation  ne 
nous  sert  à  rien.  Pour  résoudre  la  question,  il  nous  faut  recourir 
au  résultat  obtenu  sous  Thypothèse  étudiée  en  premier  lieu 
(p.  91).  Ce  résultat  doit  en  effet  rester  exact  pour  le  cas  actuel, 
comme  nous  l'avons  fait  voir  au  commencement  de  nos  recherches 
(p.  87).  Le  nombre  des  couples  cherches  sera  donc  encore  donné 
par  (21). 

Le  cas  de  7  =  /  mérite  une  mention  spéciale.  On  aperçoit  aisé- 
ment qu'il  faut  prendre  encore  ici  r=  7,  mais  qu'il  n'y  a  plus 
décomposition  de  la  courbe  X  =>  o  en  courbes  (y)Tf=  o  et  (L^)ï'=  o 
et  que  tout  demeure  symétrique. 

3°  Enfin,  quelques  mots  peuvent  trouver  place  ici  relativement 
au  troisième  cas  cité  plus  haut  (p.  87),  cas  dans  lequel  le  point 
de  y  valeurs  de  (^[x^j)  an  x^=^y  est  produit  par  un  point  y^P^^ 
des  courbes  cp,  tandis  que  le  point  de  */  valeurs  de  ^{x^j)  en 
x-=zy  est  au  contraire  produit  par  un  contact  d'ordre  / —  i  des 
courbes  <{/.  On  doit  ici  prendre  r=  7,  indépendamment  de  la  cir- 
constance que  /  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  7.  D'ailleurs,  un 
autre  point  d'intersection  des  deux  courbes  f ,  (^'  qui  appartiennent 
à  X  se  réunit  à  x,  en  premier  lieu  s'il  intervient  en  x  une  coïn- 
cidence de  f  (x,j^),  en  second  lieu  si  la  courbe  f'  tangente  en  a:  a 
en  X  un  point  double.  Â  la  place  de  l'équation  fondamentale  (17) 
se  présente  alors  la  suivante  : 

arUj.  =  m't ( L^ ]V . DC^. -I-  A/, 

où L^=  o  désigne  la  courbe  de  coïncidence  de  ^[x^y)  =  o,  tandis 
que  ^'  est  défini  par  l'équation  (33).  La  détermination  du  mode 
d'existence  des  courbes  qui  se  présentent  ici  aux  points  excep- 
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tionnels  des  correspondances   se  fait  encore  comme  précédem- 
ment. 

Nous  résumerons  enfin  dans  la  proposition  suivante  les  résultais 
obtenus,  dans  la  mesure  au  moins  où  nous  devons  plus  tard  en  faire 
usage. 

• 

Lorsque  deux  correspondances  [a^^)^et  (a',  (3')w,  pouvant  pos- 
séder des  points  exceptionnels  [fixes)  quelconques,  sont  données 
par  deux   équations  <f[x^y)^=-o^  cj/(a:,  ^)  =  o,  le  nombre  des 
.  •      couples  x-y  qui  satisfont  à  toutes  les  deux  et  sont  formés  chacun 
•^■':    par  deux  points  séparés  est  égal  à 

.    ;     (-38)  (yy'  )  =  ap'  -{-oi'p^  liyy'(p  -^D). 

s'il  existe  D  points  doubles  de  f  par  lesquels  ne  passent  pas 
toutes  ensemble  les  courbes  ç,  ç'  répondant  à  x  {^),  Les  points j 
sont  ici  les  points  racines  simples,  non  situés  en  des  points  excep- 

tionnels  J  du  quotient  J^  y  ==—^9   Yl  désignant  le  produit  connu 

déterminé  par  .les  points  exceptionnels  et  qui  se  présente  dans 
\  (23),  (azf)  comme  facteur  de  3\Ly  La  multiplicité  de  4Lr>  /'our 
[^  un  point  exceptionnel  d'ordre  t  ou  tf  des  courbes  répondant  àx 
f  en  vertu  de  9  =  0  ou  9'  =  o,  si  ce  point  est  un  point  simple  def 
-  est  donnée  par  le  nombre  (27),  lequel  devient,  en  vertu  rfe  (3i), 
tfit-h  t'a-^— 7y'(f  4-^),  (quelques-uns  des  nombres  t,  t,  t',  r^ pou- 
vant être  individuellement  nuls).  De  même  les  points  correspon- 
dants X  sont  les  points  racines  simples,  non  situés  aux  points 
exceptionnels,  d'un  quotient  j^x' 


(')  U  faudrait  distinguer  au  premier  abord  trois  cas  différents,  savoir  : 

!•  *  <  r  et  *'  <  r',  r  et  r'  étant  donnés  en  toute  hypothèse  par  (3o)*;  c'est  à  ce  cas 
que  nous  nous  sommes  bornés  dans  les  remarques  précédentes,  en  partant  des  équa- 
tions (ag).  Les  courbes  qui  répondent  k  jr  passent  toujours  par  les  points  doubles 
de  /.  (yoir  p.  g8  et  la  note  de  la  p.  96.) 

3"  j<^r  et  j'>  r';  r  s'exprime  par  Sf  d'après  (3o)*,  mais  s'  est  déterminé  par  r', 
en  vertu  d'une  relation  analogue. 

3»  i  >  r  et  *'  >  r. 

Néanmoins,  il  n'est  pas  nécessaire  d'étudier  plus  h  fond  les  deux  derniers  cas.  car 
on  peut  les  ramener  au  premier  en  se  servant  de  la  loi  de  réciprocité  qui  existe  entre 
les  courbes  f,  ^'  et  ^,  ^'  figurant  dans  (39).  {f^oir  t.  II,  p.  l'jS  et  suiv.) 
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Toutefois,  au  cas  où  chacune  des  correspondances  (f  et  o/  reste 
invariable  par  permutation  de  x  avec  y^  le  nombre  des  couples 

de  points  est  égal  à  -(99'),  les  courbes  4^^=  o  et  ^=  o  coi/i- 

cidant  alors  l'une  avec  l'autre  (*  ). 

Une  circonstance  où  il  y  a  ainsi  symétrie  se  rencontre  dans 
l'exemple  d'où  nous  sommes  partis,  et  dans  lequel  la  courbe 
OTvy^  JïLx^=o  doit  être  remplacée  par  la  courbe  M  =  o  (p.  77 
et  suiv.).  Ici  y  nous  obtenons  une  équation  de  la  forme 

M.n  =  (•^i,|»,^,).SCj.-l- A/, 

dans  laquelle  la  jacobienne  du  réseau  considéré  a  pris  la  place 
de  la  courbe  S^y=z  o,  et  H  est  une  expression  dépendant  des  points 

fixes  des  courbes  du  réseau.  Du  nombre  -(99')  il  faut  ici  retran- 

cher  encore  le  nombre  -v(v  —  i)    des    couples   de   points  x-y, 

situés  sur  ^1  =  o,  qui  satisfont  aussi  aux  deux  correspondances  (2) 
(v  désignant  le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  des 
courbes  du  réseau  avec  y).  Le  nombre  des  couples  de  points  cher- 
chés est  donc,  en  tenant  compte  de  a=:(3  =  a'=:(3'=v  —  i, 

(       =- (v -, )(v -  a) --(«-!)(«- a) +rf", 

si  toutes  les  courbes  ip  passent  par  rf"  points  doubles  de  /*,  et 
ce  nombre  concorde  en  fait  avec  celui  qui  a  été  trouvé  pour  y 

(p.  16). 


'  (*)  Une  symétrie  de  cette  nature  se  présente,  par  eiemple,  si  le  point  /<***  des 
courbes  en  x  =y  prend  naissance  par  le  fait  que  la  courbe  répondant  à  x  se  décom- 
pose en  y  courbes  séparées,  de  telle  manière  qu'on  ait  à  considérer,  par  exemple, 
un  système  simplement  infini  de  courbes  parmi  lesquelles  y  passent  par  tout  point  du 
plan.  Les  cas  non  encore  examinés  dans  le  texte,  et  où  des  branches  particulières  du 
point  multiple  des  courbes  ^  touchent  la  courbe/,  etc.,  se  résolvent  par  combinaison 
des  méthodes  employées  pour  les  hypothèses  séparées.  D'ailleurs,  le  résultat  numé- 
rique reste  toujours  le  même.  {Voir  p.  87.) 
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Nous  nous  proposons  de  faire  usage  de  la  formule  établie 
relativement  à  (ycp')  pour  traiter  quelques  exemples  dont  plu- 
sieurs nous  seront  utiles  incessamment;  nous  passerons  ensuite 
à  Tétabli^ement  d^une  formule  similaire  pour  trois  correspon- 
dances. Ces  exemples  se  référeront  à  la  considération  rf 'une /«- 
mille  linéaire  de  courbes  dépendant  de  trois  paramètres  (  '  ), 
savoir  : 

(4o)  >iY,  [x]  -H  \f'i[x)  H-  >3?>3(-^)  -^  ^inl-»)  ==  O. 

Nous  admettons,  pour  plus  de  simplicité,  que  toutes  les  courbes 
de  la  famille  soient  adjointes  ày{  c'est-à-dire  qu'elles  passent  par  les 
points  doubles  de  /)  et  qu'elles  rencontrent  en  outre  yen  M  points 
mobiles.  Les  diverses  propositions  que  nous  allons  établir  ont  été 
choisies,  pour  partie,  en  tenant  compte  de  problèmes  que  nous 
traiterons  plus  tard  et  qui  montreront  clairement  la  connexion, 
mentionnée  en  commençant,  de  ces  explications  avec  la  théorie  des 
systèmes  spéciaux.  Nous  distinguerons  les  différents  exemples  par 
des  lettres  majuscules. 

A.  Par  tout  point  de^passe  un  réseau  de  courbes  du  système  (4o) 
à  M  —  I  points  d'intersection  mobiles;  on  peut  donc  pour  tout 
point  de  f  trouver,  d'après  (Sp), 


(40  N  =  -(M-:..)(M-3)-/. 


couples  de  points  tels  que  par  chaque  groupe  ternaire  ainsi 
formé  passe  un  nombre  simplement  infini  de  courbes  du  sys- 
tème (4o)' 

B.  On  demande  de  déterminer  le  nombre  de  ceux  des  faisceaux 
de  courbes  compris  dans  {^o)  dont  les  courbes  se  touchent  toutes 
en  un  point  et  y  ont  en  même  temps  un  contact  du  premier  ordre 
avec  f=  o,  tandis  qu'un  autre  point  de  base  [lequel  est  mobile) 


(')  Les  exemples  dont  il  s'agit  présentent  un  intérêt  particulier  pour  la 
théorie  des  courbes  de  l'espace.  {Voir  Brill,  Math.  Annalen,  t.  IV,  p.  5aî,  et 
l.  VI,  p.  5o.) 
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est  situé  sur  f{^).  Nous  extrairons  d'abord  du  système  (4o)  Ten- 
semble  des  courbes,  en  nombre  doublement  infini,  qui  touchent  y) 
et  de  cet  ensemble  doublement  infini  les  deux  systèmes  simple- 
ment infinis  qui  passent  respectivement  par  deux  points  fixes  A 
et  B  non  situés  sur  f.  Par  A  et  par  un  point  quelconque  de  /' 
passent  alors,  d'après  la  formule  de  la  p.  171,  t.  II ,  encore 
2 (M -h  p —  2)  courbes  tangentes.  Les  deux  systèmes  simplement 
infinis  nous  donnent  donc  sur  f  deux  correspondances 

[M  —  2,   2(M  -+■/?  — 2)]j 

et  le  nombre  de  leurs  couples  communs  est  égal  à 

4  (M  —  2)  (M-f- /?  — -2)  —  8/>. 

Or  par  A  et  B  passent  encore  2  (M  -h  p  —  i)  courbes  tangentes 
qui  sont  communes  aux  deux  correspondances;  et  le  point  de 
contact  de  chacune  d'elles  forme  avec  chacun  de  leurs  autres  M  —  2 
points  d'intersection  un  couple  de  l'espèce  cherchée.  Le  nombre 
demandé  est  par  conséquent  égal  à 

.,         j  4{M  — 2)  (M-f./?  — 2)  — 8/?~2(M  — 2)(M4-/?  — i) 
'^'*'^'     (       =2(M  — 2)(M  — 3)-h2/>{M  — 6). 

C.  On  demande  de  trouver  sur  J*  le  nombre  des  groupes  ter- 
naires  de  points  par  lesquels  passent  les  courbes  en  nombre  sim- 
plement infini  et  formant  un  faisceau  du  système  {4o)  dans  lequel 
se  rencontre  dans  un  faisceau  de  cette  nature  une  courbe  qui 
louche  f  en  deux  des  trois  points  du  groupe  ternaire. 

A  tout  point  2  de  y  répondent,  d'après  (4')» 

N  =  i(M  — 2)(M  — 3)  — /> 

couples  de  points  x-j^,  en  sorte  que  par  Zy  x  eiy  passe  encore  un 
faisceau  de  courbes  du  système  (4o)«  Ces  2N  points  (les  points  x  et 


(*)  Ce  nombre  est  égal  au  nombre  des  tangentes  d'une  courbe  gauche  d'ordre  M 
et  de  genre  y?  qui  rencontrent  encore  une  fois  la  courbe  dont  il  s'agit,  tandis  que  (40 
donne  le  nombre  des  cordes  triplement  sécantes  qui  passent  par  un  point  quelconque 
de  cette  même  courbe. 
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les  points  j^  à  cause  de  la  symétrie)  sont,  d'après  ce  qui  précède 

(p.  92),  les  zéros  simples  d'un  quotient  ^^.=  — ^dans  lequel  DC^  et  II 

dépendent  rationnellement  des  coordonnées  du  points;  car  Téqua- 
tion  j^^  =  o    prend   ici    naissance    par  élimination   de   .r   entre 
y(x)  =  o  et  entre  le  système  d'équations 


(43) 


<pi(3)         fi{z)         ff^{z)         ff^{z) 
Vl(^)        fti-^]        t3(-^)        ?*(•»•) 

<fi(r)    Ti(r)    ?Ax)    ?k{x] 


=  o. 


Cette  observation  permet  en  môme  temps  de  reconnaître 
que  4^y  est  sjmétric/ue  enj  et  z.  Eu  égard  à  ce  fait,  nous  écrirons 
4^^,  au  lieu  de  J^y,  Cr^^  ^  nous  donnant  ainsi  entre  j  et  z  une 
correspondance  en  vertu  de  laquelle  à  tout  point  y  répondent 
2N  points  z  et  à  tout  point  z  2N  points  y^  correspondance  dont 
la  multiplicité  de  valeur  en  y  =  z  est  donnée  par  le  nombre 

(44)  î(M^2)  —  2  —  (M  —  a)  =  xM  —  4. 

C'est  là  une  conséquence  de  ce  que,  dans  (27),  on  a  à  poser 

il  faut  alors  retrancher,  du  nombre  résultant,  M  —  2,  à  cause  de  la 
courbe  qui  passe  par  A,  B  et  z,  A,  B  étant  deux  points  quelconques 
du  plan  introduits,  comme  précédemment  dans  un  réseau,  pour 
l'établissement  des  correspondances  (p.  79).  Or,  nous  pouvons 
employer  la  correspondance  à  laquelle  nous  avons  affaire,  bien 
qu'elle  ne  soit  pas  représentée  par  Tévanouissement  d'une  fonction 
entière  de  Zj y,  de  la  même  manière  qu'une  correspondance  ordi- 
naire, tant  que  les  nombres  caractéristiques  a,  j3, 7  (  ici  les  nombres 
respectifs,  2N,  2N,  M  —  4)  ne  figurent  que  linéairement.  Si  nous 
désignons  en  effet  ces  nombres  pour  ïKyz  par  a,  i,  c,  pour  II  par 
a',  b\  dj  on  a 

oi  zrz  a  —  fl',      p  zn  b  —  b\      y  =z  c  —  c' 

et  puisque  ^yz  passe  par  tous  les  points  de  rencontre  de  H  avec/, 
le  nombre  des  coïncidences  devient  égal  à 

a-h  b  -h  2cp^[a'-+-  b'-+-  2c'p)  =  «+  P  H-  2yp; 
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enfin  le  nombre  des  couples  de  points  qui  lui  sont  communs  avec 
une  autre  correspondance  («',  (3')^/  (*)  est  égal  à 

a|5'-+-  ^a'—  2C7'/?  — a'p'—  b' u  -h  ic' -{ p  —  aS'-+-  fa'—  277'/;. 

Nous  ferons  plusieurs  fois  usage  de  cette  remarque. 

Il  existe  d^ailleurs  dans  le  système  (4o)  2(M-h/?  —  3)  courbes 
qui  touchent  y  en  z  et  en  un  autre  point  y  y  ce  qui  nous  donne 
une  correspondance 

Comme,  d'autre  part,  nous  avons  trouvé  une  correspondance 
(2N,aN)j|_^  représentée  par  ^^^=0,  le  nombre  des  groupes 
ternaires  cherchés  devrait  être  d'abord  égal  à 

8N(M4-/?  —  3)  —  «(M  —  4)/> 

=  8N(Mh-/^  — i)— 8(M  — 2)(M  — 3)-.8(M-6)/?. 

Mais  dans  ce  nombre  sont  compris,  chacun  comptant  deux  fois, 
les  groupes  ternaires  déterminés  par  (42);  car,  s'il  existe  un  nombre 
simplement  infini  de  courbes  tangentes  en  z  et  passant  en  outre 
par  X  et  j  ,  il  y  a  parmi  elles,  en  toute  hypothèse,  une  courbe  qui  est 
tangente  à  la  courbe  primitive  en  .r  et  une  autre  qui  lui  est  tan- 
gente en  y.  Si  donc  nous  retranchons  du  nombre  trouvé  le  double 
du  nombre  (42),  le  nombre  cherché  ici  sera  égal  à 

(43)     8N  ;M  -{~p  —  i)  —  ia(M  —  2)  (  M  —  3)  —  i2(M  —  &)p. 

Ce  nombre  donne  en  même  temps,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
le  nombre  des  points  x  de  fpour  lesquels  deux  des  N  couples  de 
points  correspondants  (  4 1  )  sont  situés  infiniment  près  les  uns  des 
autres.  Si  en  effet  une  courbe  du  système  triplement  infini  passe 
par  X  et  est  tangente  en  j-  et  z,  elle  appartient  en  même  temps  au 
faisceau  déterminé  par^  et  à  celui  déterminé  par  z -\- dz  qui  fait 


(*)  11  n*est  pas  non  plus  nécessaire  que  cette  autre  correspondance  soit  représen- 
table par  réTanonissement  d'une  fonction  entière.  [Voir  la  note  de  la  p.  iio.) 

Dans  la  circonstance  que  nous  avons  reconnu  la  représentabilité  des  correspon- 
dances qui  se  rencontrent  ici,  sous  la  forme  .Ç  ^,  =  o,  se  trouve  précisément  la  grande 
utilité  des  explications  qui  précédent  pour  les  questions  qui  s'offrent  actuellement; 
car  c'est  par  U  seulement  que  la  formule  de  correspondance  devient  applicable. 
(yoir  la  note  de  la  page  i53,  t.  II.) 
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partie  du  réseau  passant  par  x.  Mais  ce  dernier  faisceau  a  un  autre 
point  de  base  dans  le  voisinage  de  y  y  et  ce  point  doit  en  même 
temps  être  situé  sur  y,  puisque  la  courbe  de  ce  faiseeau  de  laquelle 
il  a  été  parlé  passe  par  le  point  j^ -4-  dy  voisin  de  y  sur  y.  Donc 
les  points  j^,  z  d'une  part  et  les  points  y-^dy^  z -h  dz  d^autre 
part  forment  un  des  N  couples  de  points  qui  répondent  à  x. 

D.  On  demande  d'obtenir  sur  f  le  nombre  des  groupes  quater- 
naires par  lesquels  passe  un  nombre  simplement  infini  de  courbes 
du  système  [A^),  c'est-à-dire  le  nombre  des  solutions  communes 
du  système  d' équations 

/[x)=o.    /(j)  =  o,    /[z)  =  o,    /(S)=o, 

ril-»^)    ?i(/)    ?i(-)    ?i(Ç)    Xi 


7î(-^)     ?t[jr) 

fîl--') 

?«(«) 

X, 

9z{^)    n(x) 

?3(«) 

Ta(5) 

X, 

n(-^')    ?*(^) 

?k{^) 

X» 

i=o, 


les  quantités  X/  étant  des  grandeurs  arbitraires,  de  telle  façon 
que  Ton  puisse  remplacer  cette  dernière  relation  par  l'évanouis- 
sement   de    tous    les    déterminants    mineurs     du     déterminant 

Zdiç,{x)cf,(j)ys(^)9i(0- 

Par  tout  point  z  de /passe  une  courbe  4^^,  =:  o,  qui  possède, 

d'après(44))  en  j  =  zun  point  de  M — 4  ^^l^^^s  et  qui,  d'après(4i)» 

détermine  sur/* aN  autres  points  7  î*\  j^^\  . . .,  j^'^*"*.  Ces  points  se 

rangent  en  N  couples,  tout  point  ^^'^  formant  avec  un  autre  point, 

que  nous  désignerons  parj^^^"^*'  =  x^'\  un  couple  tel  que  par  j^'s 

x^'^  et  z  passe  encore  un  nombre  simplement  inifini  de  courbes  du 

système  {^o).  Construisons  maintenant  pour  chaque  point  j^^'^  la 

courbe  correspondante  ^^(')yi=  o,  qui  est  à  l'égard  de  j^^'^  ce  qu'est 

4^-^  =  0  par  rapport  à  z.  Cette  courbe   s'évanouit  M  —  4  ^^^^ 

en  y^'^  =  n,  passe  une  fois  par  x^'^  et  par  z  et  détermine  en  outre 

sur/par  ses  intersections  2N  —  2  points  y?  (non  situés  sur  41  «/  =  o) 

qui  se  rangent  de  nouveau  en  couples  yj,  Ç.  Désignons  par  Il^r,  k 

produit  de  toutes  les  expressions  ^j^'^yj;  alors  l'équation 

n,,  =  41r'*''J-  4Lr<^''î  •  •  •  41rt^''yj  4l*'"ii  4L*'*'v  •  •  4L*'^'S  =  « 
représente  une  courbe  correspondant  à  z  qui  s'évanouit  M  — 4  +  * 
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l'ois  CD  tout  point  ^^'^  et  aN  fois  en  Zj  et  qui  de  plus  détermine 
sur^par  ses  intersections  aN(2N  —  a)  points  n,  cl;^acun  comptant 
une  fois.  Sî  l'on  prend  parmi  ces  derniers  un  point  Ti  et  le  corres- 
pondant ^,  on  a,  en  partant  d'un  point  jr^'\  les  relations  suivantes. 
Les  points  z,  j^^'^,  x^'^  forment  un  groupe  ternaire  de  l'espèce 
considérée  dans  l'hypothèse  A;  les  points  j^^'\  y?,  Ç  forment  un 
second  groupe  ternaire  ainsi  défini  :  toute  courbe  du  système  tri- 
plement infini  qui  passe  par  j^^'^  et  z  passe  aussi  par  x^^\  et  toute 
courbe  qui  passe  par  j^^'^  et  m  passe  aussi  par  ^. 

Actuellement,  pour  des  positions  particulières  de  z,  il  peut  arri- 
ver que  n  coïncide  avec  z,  et  alors  chaque  courbe  menée  par  j^^'^  et 
z  passe  aussi  bien  par  x^'^  que  par  g,  c'est-à-dire  que  les  points  z, 
l^'\xf'^,  ^  forment  un  groupe  quaternaire  de  l'espèce  cherchée. 
Toutefois  y?  ne  doit  pas  ici  se  confondre  avecj^^'\  c'est-à-dire  se 
trouver  parmi  les  points  découpés  sur  /"par  ^«rj  =  o,  points  par 
chacun  desquels,  d'après  ce  qui  précède,  11.,,  passe  M —*3  fois. 
Les  points  cherchés  z  sont  donc  les  points  de  coïncidence  de  lu 
correspondance  représentée  par  l'équation 


correspondance  qui,  d'après  les  remarques  ci-dessus  sur  Il^rp  pos- 
sède en  3  =  >3  un  point  de  la  valeur 

2N  —  (ivi  —  3)  (M  —  4)  =  2 (M  —  3)  -  2/1. 

Le  nombre  de  ses  points  de  coïncidence  est,  d'après  les  expli- 
cations données  dans  l'hypothèse  C,  égal  à 

2N[2N  —  2)  -f-  2N(2N  —  2)4-  2p[2{M  —  3)  —  2/?] 

=  2(M— i){M  — 2){M  — 3)(M  — 4)  — 4/?{2M*— iiM4-i3)-f  4/;». 

Mais  si  ys  coïncide  avec  z,  il  peut  arriver  en  môme  temps  que  le 
point  correspondant  Ç  coïncide  avec  x^'\  cas  où  les  deux  groupes 
ternaires  z,  j^'\  x^^^  et  j^^\  «,  Ç  deviennent  identiques  ;  jr^^^  est 
(ionc  alors  un  des  points  considérés  dans  l'hypothèse  C,  pour 
lequel  deux  des  N  couples  correspondants  (40  se  confondent. 
Nous  avons  par  suite  encore  à  soustraire  du  nombre  trouvé  le 
nombre  (45).  Comme  d'ailleurs  les  points  z,  j",  x,  \  entrent  sy- 
métriquement dans  chacun  des  groupes  quaternaires  restants,  il 
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nous  faut  encore  diviser  le  reste  par  a.  3.  4  =  24.  Le  nombre  des 
groupes  quaternaires  cherché  se  trousse  finalement,  d'après  cela, 
être  égal  à 

(46)     -i(M  -  2)  (M  -  3)'(M  -  4)  -  lp[iM-3)  (M-  4)  -  /,  + .]. 

Ces  résultais  étant  ainsi  obtenus  à  l'égard  de  deux  correspon- 
dances simultanées  et  du  nombre  de  leurs  coïncidences,  nous  en 
ferons  actuellement  usage  pour  la  considération  simultanée  de 
trois  correspondances  entre  trois  points  x,  j',  z  de  la  courbe  pri- 
mitive (p.  77).  A  ce  sujet  se  rattachera  Texamen  d'un  exemple 
très  instructif  pour  la  théorie  des  systèmes  spéciaux. 

Soient  donc  données  les  trois  équations 

(47)  Çll-^iJi^j^O»      ?«(^,J,2)  =  0,      ç>3(a:,J,5)i=:0 

et 

/(.r)=:o,     /{j-]=o,     f{z]—0; 

trouver  le  nombre  des  groupes  ternaires  composés  de  trois  points 
situés  séparémenVqui  satisfont  simultanément  àcesj  stème  d'équa- 
tions. Supposons  que,  en  vertu  des  conditions  ^i  =  o,  cpa  =  o, 
q.3  ==  o,  à  tout  couple  de  points  x,  y  respondent  respectivement 
fXi,  [i2t  p3  points  z  de  f  non  situés  en  x  ou  j^,  qu'à  tout  couple 
j",  z  répondent  de  même  respectivement  X|,  x,,  -/^  points  a:,  et  à 
tout  couple  z,  X  respectivement  X|,  Xj,  X3  points  j).  Admettons 
ensuite  qu'une  équation  cf/  =  o  s'évanouisse  à  Tordre  «/  pour^'  =  z, 
à  l'ordre  j3/  pour  z  =  x,  à  l'ordre  y/  poura:  =  j'.  Supposons  en 
outre,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  courbes  répondant  à  j-z^ 
z-x  ou  x-j  en  vertu  des  équations  (47)  passent  par  tous  les  points 
doubles  de  /=  o  (  *  ) . 

L'élimination  de  x^  y  on  z  entre  ^^  =  o,  yj  ==  "  ety=o 
nous  donne  d'abotd  les  équations  (-) 

(48)  ■Ciî(r»2)  =  o,    4^,j(z,x)  =  o,    ^„(x,^)  =  o, 

(*)  Les  modifications  qu'il  sera  nécessaire  d'apporter  dans  le  cas  contraire,  prin- 
cipalement aux  nombres  (^fifti)sry  ^^^*>  ^^°^  faciles  à  déterminer,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  p.  91. 

(')  Sur  l'emploi  de  semblables  correspondances  représentées  par  des  fonctions 
fractionnaires,  'voir  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  problème  C. 
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OÙ  les  fonctions  4^/;t  (comme  à  la  page  92)  ne  sont  pas  nécessai- 
rement des  fonctions  entières.  Le  nombre  des  points  x  qui  sont 
associés  à  un  point  z  en  vertu  de  ^^^[z^x)  =.0  est  alors  égal  à 
(?i<Ç2)arj»  ce  dernier  nombre  désignant  le  nombre  des  couples  de 
points  x^j  qui,  dans  Thypothèse  de  z  fixe,  satisfont  simultanément 
aux  correspondances  ^i  =  0,^2  =  o»  en  sorte  que  l'on  ait 

C'est  également  là  la  mesure  du  nombre  des  points  j'  qui  répondent 
à  z  en  vertu  de  4^13  (^,  z)  =  o,  et  la  signification  correspondante 
se  retrouvera  dans  les  nombres  suivants  : 


(  (?/■?* )r-  =  Vf**-+-  ^'Af*/—  ïa/a*/?. 


i49)  \  {?i?k)zx=  l^i^k-^ H''^i'—  ^pipkPj 

Désignons  ensuite  par  [j^2]/;t  la  multiplicité  de  valeur  du  point 
y  =  z  dans  l'équation  ^/^(x,  z)=zo,  c'est-à-dire  dans  le  résultat 
de  l'élimination  de  x  entre  les  équations  y/  =  o,  9/^=0;  nous 
aurons  alors,  d'après  (27), 

m 

[zx]ik  =  Pi^k  4-  pk\  —  7/ a*  —  7k^n 
[^j]ik=  7/PA-*-  VAf*i  —  «/?A—  «aS,- 

Par  le  point  z  et  par  chacun  des  (7i9a):r/  points  x  associés  à  z  en 
vertu  de  •^^(•^t^j^)  =  0,  faisons  passer  la  courbe  Çs  [x,y^z)=zo 
qui  correspond  à  ce  point  a:  et  à  ^.  Toute  courbe  de  cette  espèce  a 
encore  X3  autres  points  d'intersection  j^,  tandis  qu'en  outre  73  sont 
situés  en  x  et  «3  en  z.  Le  produit  de  toutes  ces  courbes  égalé  à 
zéro,  ou  autrement  dit  le  résultat  de  l'élimination  de  x  entre 
t«2(j^,jr)  =  o,  ©3=  o  et/(j:)  =  o, 

p  étant  égal  à  (?i92)ar/?  représente  alors  une  correspondance  entre 
/  et  5,  en  vertu  de  laquelle  à  un  point  z  de  la  courbe  primitive 
sont  associés  (^a-f- y3)(?i^2)x/  points  y.  Parmi  ces  derniers, 
T'(?«?2)x/  sont  situés  aux  points  de  rencontre  x  de  la  courbe 
•Cl 2 («^j  2)  =  o  avec  y*;  à  cause  de  ces  points  qui  tombent  en 
X  =  j,  nous  aurons  donc  plus  tard  à  opérer  une  réduction.  En 
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y=^  z  la  correspondance  13^-2=  o  a  d^ailleurs  un  point  de  la  mul- 
liplicité  de  valeurs  0L2{^i^*i)xx'  Le  nombre  des  points  z  qui,  inver- 
sement, répondent  à  j^  ne  doit  pas  être  immédiatement  tiré  de 
l'expression  choisie  pourllj,,  parce  que  les  quantités  x^^\  x^'\...^ 
x^^^  dépendent  encore  de  z,  mais  ce  nombre  doit  être  égal  au 
nombre  des  couples  de  points  x-z  qui,  en  vertu  des  équations 
4^1 2 (j^,  z)  =  o,  ^3=  o,  répondent  à  un  point  j^  donné,  et  dont  Ic-^ 
points  z  ne  sont  pas  situés  enj^  (les  points  homologues  xne  pou- 
vant d^ailleurs  se  confondre  avec  z,  mais  le  pouvant  avec  r),  c'e-^l- 
à-dire  que  le  nombre  en  question  sera  égal  au  nombre 

La  correspondance  Tlys'=o  doit  nécessairement  être  satisfaite 
pour  qu'il  existe  par  rapport  à  j-,  ^  un  troisième  point  x  tel  que  le 
groupe  ternaire  Xjjy  z  satisfasse  aux  trois  équations  9,==  o.  \}ne 
seconde  correspondance  nécessaire  de  cette  espèce  entre  j^',  ^  est 
donnée  par  la  condition  4^,2{^j^)  =  o,  et  cette  correspondance 
est  de  la  forme 

Nous  trouverons  par  suite  le  nombre  de  leurs  couples  commun^ 
à  toutes  les  deux  égal  à  (  *  ) 


(^)  On  peut  au88Îy  en  fait,  employer  directement  la  formule  relatiye  à  (^9')  pour  la 
détermination  des  couples  communs  de  deux  correspondances  données  sous  la  fonnf 

^,  4'  passant  respectirement  par  tous  les  points  de  rencontre  de  Y,  Y'  avec/,  tandi» 
que  la  réalisation  de  la  division  n'est  pas  possible,  à  cause  des  circonstances  qai  ^ 
présentent  aux  points  flxes,  etc. 

Soient,  en  effet,  les  correspondances  ^,  Y,  «',  Y'  respectivement  caractérisées  par 
les  nombres 

(«-^«.*H-/3)c+7.     («.*)f.    («'-+-«',*' 4-^')^+^,    («',*'V; 

il  faudra  retrancher  du  nombre  des  couples  communs  des  correspondances  ^.  ^'< 
c'est-à-dire  du  nombre 

(«-ha)(*'-t-/8')-h(a'-+-a')(*-*-/S)-2(cH-v)(c'-f./)^: 
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Ce  nombre  indique  combien  de  couples  de  points  x-^z  en 
4^12(0:,  z)  forment  conjointement  avec  un  couple  j-^  en  -dialj)  ?  ^) 
un  groupe  ternaire  x-j-z  de  (^5=0.  Mais,  pour  chacun  des 
(?i^2)x>-  couples  x-z  répondant  à  z  [en  vertu  de  -(Lial-^'j  ^)  =  ^]> 
il  n'y  en  a  qu'un  seul,  parmi  les  (çiÇaj^rj  couples  j-z,  qui  satis- 
fasse aussi  à  la  troisième  équation  (48),  savoir  41t 2 (-^jj")  =  <>» 
c'est-à-dire  qui  puisse  donner  lieu  à  un  groupe  ternaire  commun 
des  trois  équations  (^/=  o.  Or,  comme  nous  avons  considéré  tou- 
jours uniformément  tous  les  {^i^2)xx  couples,  il  nous  faut  consé- 
quemment  diviser  encore  le  nombre  trouvé  par  (cf  1  Ça  )xy  ;  ce  nombre 
devient  alors  égal  à 

Mais,  d'après  ce  qui  précède  (p.  109),  sont  encore  compris  dans 
ce  total  les  groupes  ternaires  pour  lesquels  x  coïncide  avecj)'.  Cette 
circonstance  ne  peut  se  présenter  qu^aux  points  de  coïncidence  de 
Téquation  -dia  (j^)J^)  =  o>  puisque  tous  les  groupes  ternaires 
trouvés  doivent  satisfaire  à  cette  dernière,  et  pareillement  aussi 
chacun  de  ces 

points  de  coïncidence  donnera  lieu  à  un  groupe  ternaire  impropre- 
ment dit  de  la  nature  dont  il  s*agit,  groupe  comptant  73  fois  à 
cause  du  point  de  y^  valeurs  de  (fs  en  x  =j^  •  On  obtient  donc  le 
nombre 

et  enfin,  comme  ce  nombre  doit  dépendre  symétriquement  de  cpi, 
9s,  (fi  [ce  dont  on  s'assure  facilement  aussi  par  le  calcul  en  ayant 
égard  à  (49)  et  (5o)],  on  a  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  groupes  ternaires  qui  satisfont  simultanément 

i*  le  nombre  ah'  -^ba!  —  ^cc' p  des  couples  communs  de  T  et  T'; 
3*  le  nombre  a^'-hbx'  —  icy* p  des  couples  communs  de  ^'  et  Y  ; 
3*  le  nombre  v!  fi-\-V  tu. —  ic'yp  des  couples  communs  de  ^  et  T'. 

n  reste  tiers  de  nouveau  le  nombre  ajS' +  ^a' —  a  y//»,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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aiix  trois  correspondances  (47)  et  se  composent  chacun  de  trois 
points  def  séparés  les  uns  des  autres,  est  donné  par  l'une  des  trois 
formules  (r,  5,  <  ==  i ,  2,  3)  : 

dans  lesquelles  x,-,  1/,  fx/  ont  les  signijications  précédentes,  et  en 

outre  (^i<^k)yzi  •  •  •>  sont  définis  par  (49)7  [x^J/A?  •  •  m  P^^  (^o)- 
Si  en  particulier  chacune  des  correspondances  est  formée  symé- 
triquement par  rapport  à  chaque  variable,  cas  ou  l'on  a  nécessai- 
rement 

'Ai  —  \i  =  II,- ,      a,  —  Pi  z=  7/-, 

le  nombre  des  groupes  ternaires  communs  déifient  (  *  ) 

Faisons  encore  observer  que  la  formule  (5i)  ne  cesse  pas  d'être 
vraie  lorsque  les  correspondances  opi,  fa  ne  sont  pas  représentées 
par  deux  équations  particulières^  mais  par  la  coexistence  simul- 
tanée de  trois  équations  de  la  forme  (48) 

♦  (/,3)=io,     if'{z,x)=zo,     *''{x,jr)  =  o, 

avant  respectivement  pour  nombres  caractéristiques 

sans  qu'il  soit  nécessaire  de  les  considérer  comme  le  résultat  de 
l'élimination  de  x,  y^  z  respectivement  entre  fz=.  o  et  deux  des 
équations  f  1  =  0,  92=  o,  93  =  o,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  aupa- 
ravant. Actuellement,  à  chaque  point  z  correspondent  m  couples 
x-y  qui  sont  déterminés  par  4>  =  o,  4>'=  o,  et  les  deux  points  de 
chaque  couple  sont  liés  l'un  à  Tautre  par  l'équation  4>^=  o,  etc. 
Dans  l'établissement  de  la  formule  (5i)^  nous  n'avons  efiective- 
ment  fait  nulle  part  usage  des  équations  cpi  =  o,  ^3=0,  mais 
seulement  des  équations  (48).  Si  donc  on  adjoint  à4>  =  o,  <I>'=o, 


(  *  ]  Ces  formules  ont  été  obtenoes  par  une  autre  Toie,  ainsi  que  les  formules  cor- 
respondantes relatives  aux  groupes  quaternaires  communs  de  quatre  correspondances! 
par  Bull,  Math,  ÀnnaUn,  t.  Vf,  p.  56. 
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4)^'=  o  une  correspondance  cf  =:  o  (au  lieu  de  cpa  dans  la  démon- 
stration précédente)  possédant  les  nombres  x,  X,  jji,  a,  |3,  y,  on 
obtient  encore  pour  le  nombre  des  groupes  ternaires  communs  la 
formule 

(53)  (♦♦'♦*,  f)  m  Ax  4- Ta -h  /Wfx  —  2^(fla  -f-  ^p-f  c/), 
en  posant  dans  (5i) 

(?l?l)r5=^>       (?l?«)x;r==^      (î'lfl)xr='«*       [r^llî— «>       [2''?]ll=*> 
X3=X,        Xs=>,        f*3=/*,        «3=»»        p3=f3>        73=7» 

et  dans  le  cas  de  la  symétrie  on  déduit  de  (53)  la  formule 

(54)  ^(♦V♦^y)  =  ^X.•z -/,««. 

Cette  dernière  remarque  nous  sera  précisément  utile  pour  la  solu- 
tion du  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  système   linéaire  f/uadruplemeni    infini    de 
courbes, 

(55)  «1?!+  aîfi-+-a373+  «*?*-+-  afi7i^=  o, 

qui  rencontrent  f  en  M  points  mobiles  et  sont  adjointes  à  f^  on 
demande  de  déterminer  sur  f  le  nombre  des  groupes  ternaires 
par  lesquels  passe  un  système  doublement  infini  de  ces  courbes, 
cest-à^ire  de  trousser  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  x,  y^  z 
satisfaisant  au  système  d' équations  qui  suit  (  *  )  : 

I  ?ï[^)    ?«(-^)    y»!-*^)    ?*{-^')    n(-^')  I 

(56)  S(i:*345),L-_;    y,(j)     y,(j)     ^,[y]     ^,[y)     ^,[y)      _.  o. 

1  ffx[^)    ?î(«)    ?3(-)    nf-)    n[^) 

(57)  /(^)=:0,      /(r)-:0,      /(Z):„.0. 


(')  En  fait,  U  solution  de  ce  problème  est  généralement  possible  (comp.  p.  117). 
A  l'aide  des  formules  correspondantes,  relatives  à  quatre  correspondances,  on  trouve 
traité  dans  Brill,  loc.  cit.,  le  problème  qui  consiste  à  déterminer  le  nombre  des  groupes 
quaternaires  situés  sur  f,  par  lesquels  passent  des  courbes  en  nombre  triplement  in/ini, 
faisant  partie  d'un  ensemble  linéaire  sextuplement  infini  adjoint  k  f.  Une  formule 
générale,  pour  le  nombre  des  solutions  d'une  matrice  à  K  lignes  horizontales  et  R+  i 
lignes  verticales,  dans  le  cas  où  existent  en  outre  R  équations  de  la  forme  (5;),  a  été 
donnée  dans  le  Mémoire  de  Brill  et  Nôthbr.  (  Voir  la  note  de  la  p.  58.) 

Clsmch.  —  Géométrie,  III.  o 
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Nous  désignons  par  (ia345)a  le  nombre  cherché  et  d'une  ma- 
nière analogue  par  (1234)3  le  nombre  des  couples  de  points  j-z 
qui,  dans  Thypo thèse  de  x  flxe^  satisfont  au  système 


(58)  8(1234)3  = 


?l(^) 

?,(X)       y3(x)       74(x) 

?l(r) 

?î(r)    ?s(r)    ?*(/) 

?l(«) 

?«(«]    <P8(2)    n(2) 

o, 


par  [(1234)3(345)9]  le  nombre  des  groupes  ternaires  qui  satisfont 
en  même  temps  aux  équations  (  58  )  et  à  Téquation  unique 


(59) 


?8(-^) 

?3(r) 

?3(2) 


n(r) 

n(2) 


=:i;0, 


par  [(123)3(34)3]  le  nombre  des  groupes  ternaires  qui  satisfont 
aux  systèmes  d'équations 


(60) 


Ç»l(x)       ^,(x)       9>3(x) 

?i(r)    ?î(j)    ^z[y) 
?i(2)    ?i(«)    ?»(«) 


=  0, 


?8W    ?*(r) 
?s(^)    n(«) 


—  o, 


enfin  par  (3)3  le  nombre  des  groupes  ternaires  de  valeurs  déter- 
minés par  le  système 

?3(-^) 
(61)  ^3(7) 

î'3(») 


=  0, 


c'est-à-dire  par  93(0:)  =  o,  ^^{y)  =  o»  TsC^)  =  o. 

A  chacun  de  ces  systèmes  d'équations,  il  faut  naturellement  ad- 
joindre encore  les  équations  (5^),  ce  que  nous  ne  rappellerons 
plus  expressément  par  la  suite. 

Actuellement  les  solutions  du  système  (56)  sont,  en  toute  hypo- 
thèse, comprises  parmi  les  [(1234)3(345)3]  solutions  communes  des 
équations  (58)  et  (Sg),  car,  d'après  une  proposition  mentionnée 
plus  haut  (p.  54),  toutes  les  solutions  communes  d'une  matrice 
à  q  lignes  verticales  et  /r  lignes  horizontales  {^q^h)  sont  com- 
prises parmi  les  solutions  communes  de  q  —  /:  -f-  i  déterminants 
mineurs  d'ordre  k  de  la  matrice,  indépendants  les  uns  des  autres. 
Or,  dans  notre  cas,  nous  avons  y  =  5,  /r  ::=  3,  d'où  q  — ^  A  -f-  i  =  3i 
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et  le  système  (58)  représente  précisément,  d'après  le  même  théo- 
rème, deux  équations  indépendantes  Tune  de  Tautre.  Parmi  les 
[(i334)s(345)s]  solutions  précitées,  se  trouvent  encore  celles 
qui  satisfont  au  système  (60)  sans  satisfaire  en  même  temps  à 
toutes  les  équations  (  56),  ainsi  qu'on  l'établit  à  l'aide  de  la  proposi- 
tion en  question.  Dans  les  solutions  de  (60),  sont  également  en- 
globées celles  de  (61),  bien  que  ces  dernières  ne  satisfassent  pas 
aux  équations  (58)  et  (59).  Il  faut  donc  retrancher  du  nombre 
[(ia34)j(345)8]  le  nombre  [(123)5(34)3]  —  (3)3  pour  obtenir  le 
nombre  (ia345)3,  c'est-à-dire  que  nous  avons  la  formule  (  *) 

(6a)         (12345),=  [(ia34).(345),]  -  [(i23),(34),]  +  (3),. 

Nous  avons  maintenant  à  exprimer  les  nombres  qui  figurent  dans 
le  second  membre  au  moyen  des  nombres  M  et  p.  £n  premier  lieu, 
(3)3  est  égal  au  nombre  des  groupes  ternaires  que  l'on  peut  former 
avec  les  M  points  d'intersection  de  f  3  =  o  avec^*,  d'où 

(3)3=gM(M-i)(M~2). 

Dans  (60),  l'évanouissement  du  déterminant  ternaire  nous  repré- 
sente une  correspondance  symétrique  <f{^9y9  z)  =  o^  à  l'égard  de 
laquelle,  d'après  le  mode  de  notation  employé  dans  la  formule  (54) > 
on  a 

X  =:  M  —  2,      a  =  I . 

D'un  autre  côté,  l'évanouissement  de  la  matrice  est  équivalent 
à  deux  correspondances  qui  sont  représentées  par  trois  équations 
♦  =  o,  ^^  =  o,  *"  =.  o,  savoir 


?>(r) 
n(2) 


n(2) 


M-a 


?3(2) 


Ma 


-  O, 


U-2 


) 


— •  O. 


A  z,  par  exemple,  répondent,  en  effet,  tous  les  M  —  i  points 


(*)  foir,  pour  l'éUibUsftemeiit  de  pareilles  formules,  Sàlmon,  Geometrjr  of  three 
dimensions.  Une  formule  plus  générale  a  été  donnée  par  Brill,  Math,  jinnalen,  t.  V, 
p.  378  et  suiv.  Nous  avons  déjà  traité  un  exemple  très-simple,  t.  II,  p.  ii3. 

8. 
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d'intersection  de  ^s{^)^*{j')  —  ^a(^)^9{j')  =  ^  "^on  situés  en Z; 
chacun  comptant  M  —  2  fois,  puisque  chacun  de  ces  points  forme 
avec  chacun  des  autres  un  couple  x-j  répondant  à  z;  il  faut 
donc,  dans  (54)»  poser 

X=:(M  — i)(M  — 2),     a  =  M  — 2, 
et  il  vient,  en  conséquence  (*), 

[(ia3),(34).]  =  ^  (M  -  i)(M  -  2)»-/,(M  -  2). 
Nous  avons  de  même,  pour  la  détermination  du  nombre 

[(.234).{345),]; 

la  correspondance  particulière  (59)  possédant  les  nombres 

X  r=  M  —  2,      a  =  I , 

et  deux  correspondances  représentées  par  les  trois  équations 

J^ijTf  z)  =  o,  par  exemple,  étant  la  courbe  qui,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  sous  les  rubriques  A  et  C  (p.  102  et  suiv.),  détermine  sury=  0 
les  couples  de  points  x-y  qui  répondent  à  z,  en  vertu  du  sys- 
tème (58),  en  sorte  que  Ton  a  respectivement,  d'après  (40 
et  (44), 

A  =:  (M  —  2) ( M  —  3)  —  2/>,     fl  =  M  —  4, 

d'où,  suivant  (54), 
[(i234),(345),]  =  [i  (M -  2)(M  -  3) ~/.](M  -  2)  -/>(M-  4). 
En  ayant  égard  à  (62),  il  vient  finalement,  pour  le  nombre  des 


(*)  Mous  n'avons  pas  encore  considéré  de  correspondances  appartenant  à  l'espèce 
qui  se  présente  ici,  où  dans  le  premier  membre  figurent  des  puissances  parfaites; 
mais  nos  formules  demeurent  exactes,  pai*ce  qu'on  peut  faire  dériver  ces  correspon- 
dances d'autres  correspondances  par  passage  à  la  limite.  On  pourrait,  du  reste,  dans 
le  cas  du  texte,  considérer  d'abord  exclusivement  les  correspondances  données  par 
l'évanouissement  de  déterminants  simples.  11  suflit  alors,  à  cause  de  la  complète 
symétrie  qui  existe,  de  multiplier  le  résultat  par  M  —  a. 
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groupes  ternaires  cherchés^ 

(63)        (12345)3=  g  (M  -  2)(M  -  3)(M  -  4)  -  p[M  -  4). 

Le  problème  traité  en  dernier  lieu  est  un  cas  particulier  du  pro- 
blème plus  général  formulé  plus  haut  :  sur  la  courbe  primitive  dé- 
terminer R  points  G*^,  tels  que  les  courbes  qui  passent  par  eux 
dans  une  famille  t  fois  infinie  forment  une  famille  q  fois  infinie 
(p.  56).  Nous  avons  trouvé  comme  condition  nécessaire  pour  la 
résolubilité  du  problème 

et  cette  inégalité  est  ici  satisfaite  en  réalité^  car  nous  avons  à  poser 

R  r=  3,     q  =  2^     r  =  4» 

Le  problème  en  question  présentait  un  intérêt  particulier  pour 
les  systèmes  de  courbes  adjointes  du  (/i  —  3y*«n«  ordre,  et  cela 
comme  conséquence  de  l'applicabilité  du  théorème  de  Riemann  et 
Roch  aux  systèmes  d'intersections  de  ces  courbes.  De  leurs  2p  —  a 
points  de  rencontre,  p  —  i  sont  déterminés  par  les  p  —  i  autres; 
nous  avons  donc  à  prendre 

M=/?  —  1-4-4  =p  4-3, 

au  moins  dans  la  supposition  que  Tensemble  quadruplement  infini 
donné  de  courbes  G„_z  ne  soit  pas  en  relation  spéciale  avec  la 
courbe  primitive;  et  cet  ensemble  est  fixé  par  p  —  5  points  quel- 
conques de/*.  Ces  derniers  forment  avec  chaque  groupe  ternaire  de 
l'espèce  déterminée  par  nous  un  groupe  spécial  Gi^  de  points,  par 
lesquels  passe  un  nombre  doublement  infini  de  courbes  adjointes 
Gff_3,  c'est-à-dire  que  nous  avons 

K=p  —  ?.,     q  =  i. 

Les  équations  du  théorème  de  Riemann  et  Roch  (p.  59.) 

Q-+-R:=:2(/7-l),      q^R=:9.(q-r) 

donnent  ensuite 

Par  les  ^p  autres  intersections  de  ce  système  doublement  infini 
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passe  donc  un  nombre  simplement  infini  de  courbes  adjointes 
C«_3,  et  les  groupes  Gr=  G;,_2  forment  eux-mêmes  un  système 
simplement  infini  g^p-^\  mais  il  existe  un  nombre  t  fois  infini  de 
systèmes  de  cette  dernière  espèce,  r  étant  égal  à 

/?  —  (^  H-  l)(rH-i)  =/?—  6. 

• 

Inversement,  on  peut  aussi  partir  du  problème  où  il  s^agit  de 
trouver  des  groupes  G^,,  par  lesquels  passe  un  nombre  simplement 
infini  de  courbes  adjointes  C^.s,  et  ce  dernier  problème  dérive 
précisément  de  celui  traité  (^problème  D),  pour  M  =  /7-f2 
(p.  io6  et  suiv.).  Le  système  triplement  infini  donné  est  ici 
fixé  i^dîT  p  —  4  points  quelconques  de  /,  et  ceux-ci  forment  avec 
chacun  des  groupes  quaternaires  cherchés  un  semblable  groupe 
spécial  G^,  tandis  que,  par  les  autres  p  —  2  points,  peuvent  être 
menées  des  courbes  C/i_8  en  nombre  doublement  infini.  Nous 
avons  traité  déjà  avec  détail  cette  relation  (p.  47)7  et  nous  avons 
montré  que  le  nombre  des  groupea  ternaires  (63),  répondant  à 
p  —  5  points  fixes,  c'est-à-dire  (à  cause  de  M  =  /?  4-  3) 


^(^  ""')  [g  (^  "*"')■"']' 


doit  se  confondre  avec  le  nombre  (46)  des  groupes  quaternaires 
répondant  k  p  —  4  points,  c'est-à-dire  (à  cause  de  M  =  p-f-a) 
avec  le  nombre 

lp{p-^)\i{p-^)[p-^)-{p-^)\ 

pour  T  =  o.  En  effet,  p  étant  égal  à  6  si  t  =  o,  les  deux  nombres 
deviennent  alors  tous  deux  égaux  à  5  ;  et  pour  p  =  6^  s'il  s'agit 
de  systèmes  d'adjointes  C„_3,  les  deux  problèmes  peuvent,  en 
outre,  être  ramenés  l'un  à  l'autre. 

Pour  p  :r=  5,  les  deux  nombres  deviennent  égaux  à  zéro;  il 
n'existe  donc  plus  de  groupes  spéciaux  de  l'espèce  en  question, 
ce  qui  concorde  avec  les  résultats  obtenus  antérieurement. 

y.  —  Sur  les  systèmes  de  points  d'intersection  des  courbes  algébriques. 

La  base  essentielle  de  nos  recherches  relatives  aux  systèmes  de 
points  sur  une  courbe   donnée  a  été  le  théorème  énoncé  t.  II, 
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p.  i3i,  et  d'après  lequel,  parmi  les  points  d'intersection  d'une 
courbe  donnée  du  w'*"**  ordre  /==  o  avec  une  courbe  du  m^"*'  or- 
dre çui  doit  passer  par  i  points  doubles  de  la  première  sans  y 
avoir  elle-même  de  points  multiples,  il  y  en  a 

1®  dans  le  cas  de  m^n  —  2,        -(/t  —  i)[n  —  2)  —  ^  au  plus, 

2 

2®  dans  le  cas  de  m<in  —  2,     mn fw(/n  +  3)  —  $  au  plus, 

qui  sont  déterminés  par  les  autres. 

Si  Cm  devait  passer  par  tous  les  points  doubles,  on  en  dédui- 
sait les  propositions  relatives  aux  courbes  adjointes,  propositions 
où  le  genre  de  la  courbe  f=  o  jouait  un  rôle  important.  Si  nous 
nous  sommes  d'une  manière  générale  borné  à  ces  dernières,  c'était 
d'abord  parce  que  beaucoup  de  questions  prennent  une  tournure 
plus  simple  à  l'égard  des  courbes  adjointes,  mais  surtout  parce 
que  les  systèmes  de  points  d'intersection  des  courbes  de  cette 
espèce  présentent  le  caractère  de  l'invariance  vis-à-vis  des  trans- 
formations uni-déterminatives  de  la  courbe  primitive  (p.  20), 
tandis  que,  àTégard  des  courbes  non  adjointes,  la  même  chose  n'a 
pas  lieu  sans  restriction.  Si,  en  effet,  dans  Tensemble  des  groupes 
de  points  déterminés  par  de  semblables  courbes,  un  groupe  ren- 
ferme l'un  des  points  doubles  de  la  courbe  primitive  n'apparte- 
nant pas  aux  points  fixes  du  système,  en  ce  point  se  confondent 
immédiatement  deux  points  du  groupe.  Si  donc  nous  résolvons 
le  point  double,  par  une  transformation  uni-dé terminative,  en  deux 
points  séparés  ^,  n  d'une  nouvelle  courbe,  à  chaque  ensemble  de 
groupes  de  points  sur  cette  nouvelle  courbe  correspond  un  en- 
semble qui  présente,  par  rapport  à  Ç,  y],  cette  particularité  que 
chacun  de  ses  groupes  comprenant  ^  comprend  aussi  nécessaire- 
ment m  et  réciproquement.  Un  système  de  cette  espèce  ne  peut 
donc  plus  être  défini  qu'à  l'aide  de  nouveaux  points  fixes  (  $  et  13 
précisément). 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'utiliser,  dans  un  autre  ordre 
d'idées,  le  théorème  précité,  sans  nous  restreindre  aux  courbes 
adjointes.  Nous  examinerons  en  particulier  de  plus  près  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  points  d'un  système  d'intersections,  et 
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nous  énoncerons  le  théorème  ci-dessus  sous  une  forme  plus  géné- 
rale. A  ce  sujet  se  rattacheront  différentes  applications  qui  nous 
ramèneront,  entre  autres  choses,  au  tracé  des  courbes  par  des  fais- 
ceaux projectifs  qui  a  été  donné  par  Chasles.  Nous  aurons  en 
même  temps  Toccasion  de  formuler  d'autres  questions  connexes 
à  nos  précédentes  recherches. 

Nous  ferons  d'abord  observer  que  le  théorème  précédent, 
d'après  la  manière  dont  il  a  été  établi,  a  lieu  indépendamment 
de  la  question  de  savoir  si  la  courbe  primitive  est  ou  non  réductible. 
Ainsi  on  peut,  sur  toute  conique,  choisir  complètement  arbitraire- 
ment huit  points  pour  intersections  de  cette  courbe  avec  une  courbe 
du  quatrième  ordre;  au  contraire,  sur  une  courbe  du  quatrième 
ordre,  se  décomposant  en  deux  coniques,  trois  points  d'intersec- 
tion avec  une  autre  courbe  du  quatrième  ordre  sont  déterminés 
par  les  treize  autres.  Si  donc,  dans  ce  dernier  cas,  on  a  pris  arbi- 
trairement sur  Tune  des  coniques  huit  points  d'une  courbe  C4,  on 
ne  peut  plus  choisir  arbitrairement  que  cinq  points  sur  l'autre 
conique.  D'un  autre  côté,  si  C4  passe  par  i,  2,  3  ou  4  points  de 
rencontre  des  deux  coniques,  il  y  aura  respectivement  12,  11,  10, 
8  points  d'intersection  arbitraires,  et  2,  1,0,0  déterminés  respec- 
tivement par  les  autres  (^  ). 

Notre  théorème  fondamental  peut  d'ailleurs  s'énoncer  sous  une 
forme  plus  générale,  si  nous  ne  supposons  pas,  comme  auparavant, 
qu'awe  courbe  Cfi{f  =  o)  soit  donnée  comme  Jixe,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait  déjà  pour  m=:  n  dans  la  proposition  d'après  laquelle 

toutes  les  courbes  du  /i'*'"*  ordre  qui  ont  en  commun  -  ;i(/i  -h  3) — i 

points  passent  par  -  (n  —  i)[n  —  2)  autres  points  déterminés  (t.  II, 

p.  i33).  Si,  en  général,  mn  points  (m  étant  plus  grand  que  n)  doi- 
vent être  situés  sur  une  courbe  C/2,  il  existera  nécessairement  entre 

leurs  coordonnées  mn /i(w-+-  3)  équations,  car  la  courbe  C» 


(*)  Lorsque  la  courbe  primitive  se  réduit  à  des  droites,  le  contenu  de  ces  proposi- 
tions sur  les  points  d'intersection  peut  se  formuler  dans  ce  qu'on  appelle  le  tkéO' 
rème  de  Carnot,  {f^oir  Salhon,  Uigher  plane  curves,  art.  124,  ainsi  qu'une  remarque 
dans  la  Section  suivante,  sur  le  théorème  d'AbeL) 
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est  déjà  déterminée  par  -7i(;i  4-3)  points.  Si,  de  plus,  les  mn  points 

doivent  être  situés  sur  une  courbe  d^ordre  m,  on  peut  toujours 
remplacer  cette  dernière,  la  courbe  Cn  étant  actuellement  donnée, 
par  une  courbe  (t.  II,  p.  i3o)  dépendant  seulement  de 

mn [n  —  \)[n  —  i)  constantes. 

Entre  les  mn  points  existent  donc  encore  -  («  —  \)[n  —  2)  autres 
relations,  en  sorte  que  Tensemble  de  ces  dernières  devient  égal  à 

mn /?(«-f-3)H —  [n  —  i)(/ï  —  2)  =  mn  —  3/i  -H  i. 

Pour  m:=^ny  au  contraire,  nous  avons  un  ensemble  infini  de 
courbes  C«  passant  par  les  n^  points,  et  conséquemmen  t  (/i — i  )(/i — 2) 
relations  seulement  entre  les  2/1^  coordonnées  des  rî^  points;  alors, 

en  effet,  -(/i  —  i)[n  —  2)  sont  encore  déterminés  par  les  autres, 

comme  cela  doit  être.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  (^)  : 

«Si  mn  points  sont  situés  sur  deux  courbes,  l'une  d^ ordre  m, 
l'autre  d'ordre  n,  ces  points  n'étant  d'ailleurs  assujettis  à  aucune 
autre  condition  et  étant  des  points  simples  des  deux  courbes,  il 
existera^ pour  le  cas  de  m^n^  entre  les  iimn  coordonnées  des 
mn  points  mn  —  3/i  -+-  i  relations;  mais,  pour  m  =  n,  ce  dernier 
nombre  est  égal  à  n^ —  3/1-4-2. 

Si  actuellement  la  courbe  du  /i'*"*  ordre  est  donnée  comme  fixe, 
mn /i(/i-f-3)  équations  seront  absorbées  par  Teffet  de  cette 

circonstance,  et  il  ne  reste  plus  que  les  -  [n — i)(/i  —  2)  relations 

mentionnées  en  dernier  lieu  ;  cn  même  temps  chacun  des  mn  points 
ne  dépend  plus  que  d^un  seul  paramètre.  Il  suit  encore  de  là  que 

-(/i  —  i)[n  —  2)  points  sont  déterminés  par  les  autres. 


(*)  Foir  Jacobi  :  De  relationibus  quœ  locum  habere  debent,  etc.  {Journal  de  Crelle 
t-  15,  p.  a85.) 
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Il  est,  au  surplus,  facile  d^établir  effectivemeut  les  mn  —  3n  -f- 1 
relations  entre  les  mn  points 

xi*\     x(*'\  . . .,     xi^)     [(L  étant  égal  à  m/i), 

car,  si  nous  désignons  par 

Tj{x)  =  o,    Y,(x)  =  o,     . . . ,    V^i(j^)  =  o    I  V  étant  ^al  à  -  /i(/i  -H  3)  h 

les  équations  de  v  -4- 1  courbes  du  ti'*"**  ordre  linéairement  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  en  sorte  que,  par  exemple, 

l'ensemble  des  courbes  du  ti**"*  ordre  est  représenté  dans  le  sys- 
tème infini  d'ordre  v 


(0 


«l'ï'il^)  -+-  «t'ï'it-a^)  4-.  .  •  4-  av+i^Wi(^)  =  O. 


Par  conséquent,  les  conditions  pour  que  jx  =  mn  points  x^^ 
soient  situés  sur  une  courbe  C;i  sont  données  par  le  système  sura- 
bondant d'équations 


(=») 


'r,^,(:rC)) 


•        •■•>■  •• 


•       •        *       •       • 


Wi{xW)     Y,(a:(«'))      ...      T^,(x(»^)) 


—  O, 


où,  dans  le  premier  membre,  figure  une  matrice  à  v-4-i  lignes 
verticales  et  fi  lignes  horizontales.  Ce  système  comprend,  en  effet, 
d'après  une  proposition  précédente  (p.  54),  seulement 


H  —  y  =  mn /i  (tî  -f-  3  ), 

Jm 

équations  indépendantes  les  unes  des  autres,  comme  celles,  par 
exemple,  qui  proviennent  de  la  condition 


H',(x(')) 

^.(xe))      ... 

y^,(x(«)) 

T,(x(»)) 

T,(x(»))      ... 

.      T^,(^»') 

(3) 

y(x<'))  = 

•    ■•.••              •• 

Y,{xC)) 

Y,(x('))       ... 

.      yv+,(x(')) 

Y,(x(0) 

T.(x(0)      .. 

.      Tw.,(x<") 

r=0, 
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si  Ton  attribue  successivement  à  l'indice  i  toutes  les  valeurs  de- 
puis I  =  V  -f-  I  jusqu'à  i  =  ji.  Ot  ces  dernières  équations  veulent 
simplement  dire  que  les  points  x^*^'^\ . . . ,  j:'*'*  doivent  être  situés 
sur  la  courbe  C»  déterminée  par  les  points  x^*\. .  ,yX^^\  Soient 
encore 

Xi(j:)=:0,  xtW=o,  ...,  Xj.-KH-iW=o     7rétantégalà^(/f— i)(/i— a) 

les  équations  de  [x  —  tt  +  i  courbes  quelconques  G^  linéairement 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Alors  l'ensemble  des  courbes 
Cm  est  représenté  par  le  système 


(4)     «iZi('^)-+-«iZt(j^)H-    ..-f-«p«+iZH--«+i(x)-f  Av(x)  =  o, 

A  étant  du  (m — «)**"•  ordre  en  x  ;  et  les  autres  ir  ~  -  (/i  —  i)  (/i 
relations  apparaissent  sous  la  forme 


-.) 


(5) 


•   «•••• 


•   •    •  «    •    •  • 


Zi(^^''>)     Xit^^»*^)     .-.     X^^ii^^^^) 


=  0. 


D*après  un  théorème  plusieurs  fois  cité,  le  nombre  des  équations 
indépendantes  les  unes  des  autres  est,  en  fait,  égal  à  ir.  Nos 
mn —  Sti  + 1  relations  sont  donc  données  par  les  équations  (3) 
et  (5). 

Lorsque  m  =  n^  ce  résultat  prend  une  tournure  un  peu  diffé- 
rente. Si,  en  effet,  n^  points  doivent  être  situés  sur  deux  courbes 
d'ordre  n,  ils  se  trouvent  avec  un  (n^-+-  ly*"*  point  quelconque  du 
plan  sur  une  certaine  courbe  G/,.  Donc,  pour  m  =  n^  nous  avons 
lesrelations  (voir  les  équations  du  problème  D,  p.  106)  : 


(6) 


T.{x(«)) 

y,(x('))    .. 

.      '•'^.(xC)) 

T,(xC)) 

Y,(x<«))     .. 

■      'f^i  (*(•>) 

^.(xfr') 

V,(xW)      .. 

.      V^ilxCi*)) 

X, 

X, 

Xy+i 

=:  O, 


OÙ  les  X|-  désignent  des  quantités  quelconques,  et  où  fi  =  n^.  Le 
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nombre  des  équations  indépendantes  les  unes  des  autres  est,  en 
conformité  avec  ce  qui  précède,  égal  à  (/i  —  i)[n —  2)  =  /i' — 3/i 4- 2. 
On  est  conduit  à  un  système  d'équations  analogue  à  celui  du 
cas  traité  en  dernier  lieu  (en  tant  que  celui-ci  exigeait  l'évanouis- 
sement de  tous  les  déterminants  mineurs  d'une  matrice)  par 
Texamen  du  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  ensemble  linéair'e  t  fois  infini  de  courbes  du 

on  demande  de  déterminer  dans  le  plan  des  groupes  de  R  points, 
tels  que  par  ces  points  passe  un  système  q  fois  infini  de  courbes  0*^ 
du  système  donné  (  q  étant  plus  grand  que  t  —  R  ) .  Ce  problème 
est  exactement  analogue  à  celui  qui  a  été  traité  page  53,  si  ce  n'est 
qu'alors  les  R  points  étaient  soumis  à  la  condition  restrictive  de  se 
trouver  sur  une  courbe  C„  donnée,  et  il  conduit  de  même  à  la 
condition  que  tous  les  déteBminants  mineurs  d'ordre  t  —  q  -\-  iA\x 
tableau 


(7) 


V,(.r(0) 


•    •    •    •    • 


T,(.r'"')       M^,(,r'"^>) 


/-»-i 


(.r'R») 


soient  nuls.  Cela  fournit  (^-|-i)(R  —  t  +  q)  équations  indépen- 
dantes les  unes  des  autres  entre  'iR  inconnues,  les  2R  coordonnées 
des  R  points.  Pour  que  la  solution  soit  possible,  il  est  donc  né- 
cessaire que  l'on  ait 

aR^(74-i)(R  — r-1-7). 

Il  n'a  pas  encore  été  fait  d'étude  détaillée  sur  le  nombre  des  solu- 
tions dans  les  divers  cas  particuliers  ;  ces  cas  devraient  d'ailleurs 
être  traités  à  peu  près  comme  l'exemple  de  la  page  1 13('). 

Les  modifications  que  subissent  ces  considérations  lorsque  Tune 
des  courbes  étudiées  passe  par  des  points  doubles  de  l'autre  ne 


(*)  Nous  apprendrons  incessamment  à  connaître  un  exemple  concernant  la  solution 
du  problème  posé  dans  le  texte;  nous  parlerons  aussi  encore  du  cas  où  les  m*  points 
de  base  d'un  faisceau  de  courbes  G    doivent  se  trouver  sur  une  courbe  fixe  C,,(a  >  m). 
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sont  pas  dlfBciles  à  indiquer.  Si  un  point  déterminé  doit  être  un 
point  double  d'une  courbe,  cela  équivaut,  comme  on  sait,  à  trois 
conditions  (t.  II,  p.  46).  Ainsi,  par  exemple,  si  y  doit  être  un 
point  double  du  système  (1),  on  aura  nécessairement  les  trois 
équations 

I  nr  1,2,  3. 

Donc,  pour  j'  =  x^*^,  figurent  dans  la  matrice  (a),  au  lieu  de  la 
première  ligne  horizontale,  trois  lignes  horizontales  provenant  des 
premiers  membres  des  équatious  (8).  En  même  temps,  parmi  les 
fx  points  du  système  d'intersections,  deux  tombent  en  x^'^,en  sorte 
que  nous  n'avons  plus  à  considérer  que  ^  —  i  points  séparés.  De 
même  nous  n'avons  plus,  en  cas  de  survenance  de  i  points  doubles 
de  C„,  que  ^  —  5  points  séparés  ar^'^  A  la  place  de  la  matrice  (a) 
se  présente  donc  alors  une  matrice  à  /ix  +  <}  lignes  horizontales 
etv  +  i  lignes  verticales,  matrice  dont  l'évanouissement  est  par 
suite  équivalent  à  /tx  —  v  +  ^  conditions.  Si,  en  outre,  il  doit  se 
rencontrer  dans  le  système  d'intersections  d'  points  doubles  de 
Cm  dont  aucun  n'est  situé  en  un  point  double  de  C»,  le  système 
en  question  ne  se  compose  plus  que  de  }x  —  d  —  ^  points  sépa- 
rés. La  matrice  qui  figure  dans  (  2  )  ne  renferme  donc  alors  que 
ft-f-5  —  d' lignes  horizontales,  et  le  nombre  des  conditions  repré- 
sentées par  son  évanouissement  sera  égal  à 

De  même  à  la  place  de  (5)  se  présente  une  matrice  à  jix  -h  J  —  ^ 
lignes  horizontales  et  fx  —  ir  +  i  lignes  verticales. 

Le  nombre  des  conditions  figurées  par  l'évanouissement  de  cette 
dernière  matrice  sera  donc  égal  à 

Par  conséquent j  dans  le  cas  considéré  ici,  le  nombre  total  des 
conditions  qui  existent  entre  les  mn  —  5  —  ^points  est  encore  égal 
àmn  —  3  72  H- 1 .  Si  la  courbe  C,i  est  de  nouveau  donnée  comme 
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courbe  fixe,  mn 7i(«-4-3)  +  ^  conditions  sont  considérées 

comme  satisfaites  par  là  même  ;   il  reste  donc  encore 

relations;  ce  qui  redonne  le  théorème  cité  en  commençant. 

Corrélativement  aux  théorèmes  concernant  les  intersections  de 
deux  courbes  algébriques,  et  par  déduction  de  ceux-ci,  on  peut 
établir  de  nombreuses  propositions  relatives  aux  intersections  de 
trois  courbes  ou  plus.  Nous  donnons  dans  ce  qui  suit  quelques 
exemples  présentant  un  intérêt  particulier  à  cause  de  leurs  appli- 
cations. Ces  dernières  se  réfèrent  au  problème  d'engendrer  une 
courbe  algébrique  donnée  par  des  faisceaux  d'ordre  inférieur, 
d'après  le  procédé  de  Chasles  que  nous  avons  déjà  abordé  pour 
les  courbes  du  troisième  ordre.  l^Foir  t.  II,  p.  gS  et  269.)  Nous 
démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  (  *  )  : 

Une  courbe  du  n}^^^  ordre  dans  laquelle  on  a  n>p  et  n>(j, 
mais  n<C.  p  +  (},  et  qui  passe  par 

pq  —  -{p -^ q  -  n  —  i){p -h q  —  n  —  2) 

intersections  de  deux  courbes  Cp  et  Cq  d^ ordre  p  et  d' ordre  q 
comprend  aussi  les  autres  -[p'\'  q  —  «  —  i)[p  —  q  —  1  —  2)1/1- 
terscctions  de  ces  dernières  (^). 

Pour  le  démontrer,  nous  prendrons  sur  C^-(n  —  q){n  ~"?"^^) 

points  arbitraires,  et  nous  ferons  passer  par  ces  points  une  courbe 
C/i-y  d'ordre  n  —  y,  ce  qui  est  toujours  possible  si  l'on  an  —  q  <,p] 

nous  ferons  également  passer  par  -(/i  —  p){^  —  P'^^)  points  de 


(*)  Ici,  comme  ea  général  dans  ce  qui  suit,  nous  excluons  le  cas  où  aux  points 
d'intersection  se  trouvent  des  points  doubles  des  courbes  considérées;  ces  dernières 
pouvant  d'ailleurs  avoir  autre  jtart  uu  nombre  quelconque  de  points  doubles  ou  mol- 
tiples,  et  même  se  décomposer  en  courbes  d'ordre  moins  élevé. 

(')  Foir  Cayley,  Cambridge  and  Dublin  Math*.  Journal,  t»  III,  i843,  p%  3ii. 
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Cq  une  courbe  C„^p  d'ordre  n  — p.  Nous  avons  ainsi  deux  courbes 
du  Al**"*  ordre  se  composant  Tune  de  C^  et  Cn^q  l'autre  de  G;, 
et  Cn^p  courbes  par  les  n^  intersections  desquelles  doit  passer 

toute  courbe  du  /i**"*  ordre  qui  comprend  -/i(/i4-3)  —  i  de  ces 

intersections.  Mais  on  a 

-r /t  (  «  -f-   3  )  —  I 

(9)       \        =a-h  i  (/!—/?)  (//—/) -f- 3) -h  i(«  — ?)(/!  — 94-3) 
«ëtant  égal  h  pq [p  -^  ^  — ^  —  ^){p  '^  9  —  "  —  ^)* 

Toutes  les  courbes  d'ordre  n  qui  passent  par  a  des  pq  points 
donnés  et  par  les  points  arbitrairement  choisis  sur  C^  et  C^ 
respectivement,  passent  donc  aussi  par  les  pq  —  a  intersections 
restantes  de  C^,  et  C^.  Mais  ce  sont  là  toutes  les  courbes  du  /i**"* 
ordre  qui  passent  par  les  a  points  en  question,  car  le  nombre  des 
paramètres  linéaires  pour  l'ensemble  complet  de  ces  courbes  est 
égal  à 

j3z=i/i(/i-|-3)  —  a, 

et  notre  construction  précédente  nous  fournit  un  nombre  y  fois 
infini  de  faisceaux  différents  de  courbes  C/i, 

7  étant  égal  à-(/i— p)(/i— -/>-h3)-*-  -  (n  -- q){n  —  q -^3)  L 

et  conséquemment  en  tout  un  système  y  +  i  fois  infini  de  courbes 
Cfli  on  a  en  effet,  en  vertu  de  la  relation  (g),  y  -f-  i  =  j3.  Toutes 
les  courbes  Cn  menées  par  les  a  points  passent  donc  bien  par  les 
pq —  a  points  restants,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Nous  avons  sup- 
posé dans  cette  démonstration  n  —  q  <[p,d'où  aussi  n  — p  <^qou 
^<^P'^qj  ainsi  qu'il  a  été  indiqué  pins  haut.  Au  surplus,  pour 
n^p-^q  —  I  ou7i  =  ;>H-y  —  2,  notre  théorème  n'énonce  rien. 
Pour  n<^q  ou  n<^p,  la  construction  des  courbes  C«_^  ou  Cy,_^ 
cesserait  d'être  possible. 
Il  résulte  de  là  en  particulier,  au  cas  de  p  =:^  q  ^=  //i,  que  : 

Si,  parmi  les  m?  points  de  base  d'un  faisceau  de  courbes 
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d^ ordre  m, 

a=:  m^ (  2/fi  —  «  —  I  )  [2m  —  n  —  a) 

sont  situés  sur  une  courbe  d'ordre  n,  n  étant  plus  grand  que  m, 
mais  égal  ou  inférieur  à  2  m,  les  autres  ni^ — a  points  de  base  de 
ce  faisceau  sont  aussi  sur  la  courbe  du  /i'*"**  ordre. 

Avant  de  faire  usage  de  ce  dernier  résultat  pour  des  applications 
subséquentes,  faisons  observer  que  dans  ce  qui  précède  se  trouve 
renfermée  une  solution  spéciale  du  problème  précédemment  posé: 
déterminer  dans  le  plan  Q  points  tels  que  par  ces  points  passe  un 
nombre  /*  fois  infini  de  courbes  d'un  système  linéaire  t  fois  infiai 
donné.  Nous  avons  en  effet  ici 

/=-/i(/i-i-3),     Q=^pq9     r=-/i(/i-h3)  —  a. 

Un  groupe  ainsi  composé  de  Q  points  sera  précisément  donné 
par  tout  système  complet  d'intersections  de  deux  courbes  du|i**"*et 
du  y**°**  ordre,  sous  les  conditions  /i>  y,  n'^p,  n  ^p  -H  y  ;  au  con- 
traire, par  un  système  quelconque  de /7^  points  passerait  un  nombre 

moindre,  et  seulement  1  -  n(n  -\-  3)  — pq\  fois  infini,  de  courbes  €«. 

La  proposition  énoncée  en  dernier  lieu  pour  le  cas  de  p  =  q  =  m 
est  importante  pour  la  question  de  savoir  s'il  est  toujours  possible, 
dans  le  cas  de  m<^n,  de  déterminer  sur  une  courbe  donnée  Cn 
m^  points  tels  que  par  eux  passe  un  nombre  simplement  infini  de 
courbes  Cm,  question  particulièrement  intéressante  pour  l'étude  du 
tracé  des  courbes  donné  par  Chasles  (t.  II,  p.  9G).  En  effet,  pour 
/i<2m,  il  suffit,  d'après  cette  proposition,  de  se  demander  s'il  est 

possible  déplacer  a  =  m'^ (2m  —  n  —  i)(2m  —  n  —  2) points 

de  base  d'un  faisceau  de  courbes  C^  sur  une  courbe  G/«  donnée,  les 
autres  points  de  base  étant  nécessairement  alors  sur  cette  même 
courbe.  Or  les  conditions  nécessaires  à  remplir  pour  cet  objet  sont 
données  par  l'évanouissement  des  déterminants  mineurs  à  t  di- 
mensions du  Tableau  (7),  si  l'on  fait 
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ce  qui  donne  a  (a  —  £  4-  i)  relations  entre  a  inconnues  (les  a  points 
étant  assujettis  à  se  trouver  tous  ensemble  sur  G»}.  Parmi  ces 
derniers, 

a  —  2  {«  —  r  +  l) 

=  /»(/«  -4-  3 )  —  /w*  —  a  H —  (  2 m  —  /î  —  I )  ( 2  w  —  n  —  2  ) 

iz::~[(2TO  —  Il)*-h3/î  —  2] 

restent  donc  arbitraires,  et  l'on  peut  choisir  à  volonté  un  pareil 
nombre  des  points  a  sur  la  courbe  G/,. 

Si,  au  contraire,  n  est  plus  grand  que  luiy  nous  avons  dans  le 
Tableau  (7) 

Ri-m',     f=:-/ii(/w-4-3),     <7  =  i, 

2 

et,  par  conséquent,  /ii^ — 3  m  4- 2  relations,  c'est-à-dire  que  le 
nombre  des  points  qui  restent  arbitraires  est  égal  à 


m 


—  (/«'  —  3«i-f-2)  =3m  —  2. 


Si  donc  on  demande  de  déterminer  sur  une  courbe  du  /j'*'"' 
ordre  m^  points  [m<Cn)  tels  que  ces  points  Jorment  les  points  de 
base  d'un  faisceau  du  m^^^^  ordre,  on  peut  en  prendre  arbitraire- 
ment sur  G„  -  [(  2  w  —  /i  )"  -h  3  «  —  2]  aa  cas  de  nS2m,  et  im  —  2 
au  cas  de  n>  2m  (*). 

Après  avoir  trouvé,  conformément  à  ce  théorème,  un  faisceau  de 
courbes  Cmj  on  peut  toujours  obtenir  un  second  faisceau  de 
courbes  G«_to  dont  les  (/i  —  m)  ^points  de  base  sont  de  même  si- 
tués sur  G/,  et  qui  est  lié  projectivementau  faisceau  de  courbes  G^, 
de  telle  sorte  que  les  intersections  des  courbes  correspondantes 
des  deux  faisceaux  engendrent  G/i  suivant  le  procédé  de  Ghasles. 
Les   courbes  du  faisceau  du  m'*"*  ordre  coupent  en  effet  G»  en 


(')  Foir  Chaslbb,  Détermination  du  nombre  des  points,  etc.  {Comptes  rendus,  21  sep- 
tembre 1867)  ;  Gbeiiora,  Théorie  der  ehenen  Curven,  p.  77  et  suiv.,  dans  l'édition  allo- 
maode  de  Curtze.  Pour  /i  =  am  —  i  et  n=^2m  —  a,  les  deux  nombres  sont  iden- 
tiques ;  en  sorte  que  les  indications  da  texte  concordent  avec  celles  de  Chasles. 

Clebsch.  —  Géométrie,  III.  9 
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m  (/i  —  m)  points  mobiles.  Si  nous  faisons  actuellement  passer  par 

m(n  —  m) (m  —  0("^  —  2)  de  ces  points  d'intersection  d'une 

courbe  déterminée  C„i  du  faisceau  une  courbe  Cn-mj  celle^i  passe 

aussi,  par  là  mémey  par  les  -[m  —  ^){^i  —  a  )  points  restants.  Car 

si  C„  est  une  seconde  courbe  de  notre  faisceau,  et  que  l'on  décrive 

par  -  [n  —  m)[n  —  w-|-3)  des  (/i  —  m)  m  autres  intersections  de 

Ca  et  C^  (lesquelles  ne  sont  conséquemment  pas  situées  sur  Cm] 
une  courbe  Cn_my  nous  avons  deux  courbes  du  w**"®  ordre  :  Cn  et 
Cm  -f-  C„_m-  Or  la  courbe  C^  comprend 

m- (  2  w  —  n  —  I  )  (2  m  —  n  —  a  ) 

H —  (n  —  '»)('*  —  f^i  -f-3)=:  nm [m  —  i  )  ('w  —  2  ) 

points  de  rencontre  des  deux  courbes;  elle  comprend  par  suite 

encore  -  (m  —  *)(''*  —  2)  autres  intersections,  et,  comme  C« passe 

par  tous  les  m^  points  de  base  de  l'un  des  faisceaux,  il  se  trouvera 
parmi  ces  dernières 

-  (  2  wi  —  n  —  I  )  (  2  ///  —  n  —  2  ) 
points  communs  à  C,,  et  C^,  et  conséquemment 

-(m  —  Ol'W  —  2) (2w  —  n  —  i)(2/w  —  n  —  2) 

I—  («  —  m)  m  —  --  [n  —  m)[n  —  m  -+-  3) 

points  qui  doivent  être  communs  à  C;,  et  C„_m'  La  courbe  Cn-n 
passe  donc,  en  fait,  par  toutes  les  m  (n  —  m)  intersections  de  C'„avec 
C/i  (  *  )  qui  ne  sont  pas  des  points  de  base  pour  notre  faisceau  de 

(  *)  C'est  aussi  ce  qui  résulte  directement  du  théorème  plus  général  de  Gayley  : 
Sig  parmi  les  intersections  de  deux  courbes  C„  etC^{m  étant  <  /?  ), 

mp (^m-i-  p  —  n  —  i)(/w  -^p  —  n  —  a) 

3 
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courbes  Cm-  Par  là  il  est  démontré  que  Ton  peut  mener  une 
courbe  C„^m  par  les  /n(/2  —  m)  points  où  C«  rencontre  Q„.  Cette 
courbe  C„^m  coupe  C^  encore  en 

[n  —  m)  n  —  m[/i  —  m]  .-  [n  —  m)*  points. 

D'ailleurs  C„=o,  C';„::=o,  C«_;,,  =  o  étant  les  équations  des 
courbes  considérées  et  0^=0  Téquation  d'une  autre  courbe 
d'ordre  m  ,  comprenant  les  m^  points  de  base  choisis ,  on 
pourra  déterminer  une  courbe  C'„_„^  =  o  et  une  constante  y.  telles 
que  Ton  ait  identiquement 

car  nous  n'avons  affaire  qu'à  des  intersections  simples.  Mais 
alors  C'„_„^  passe  également  par  les  {n  —  m)^  points  qui  sont 
situés  sur  C„  et  C/,_m,  et  non  sur  C^  (');  en  d'autres  termes, 
le  faisceau  C„_w -h  i  C„_to  =  o  est  projectif  par  rapport  au 
faisceau 

^ffi  "+~  ^  ^/«  ^^  o 

et  engendre  C^  de  la  manière  demandée.  Dans  la  démonstration 
précédente,  nous  n'avons  eu  égard  qu'au  cas  de  /i 52m;  il  est 
facile  d  y  ajouter  des  considérations  analogues  pour  l'hypothèse 
contraire.  Nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  résultats  ainsi 
obtenus  dans  la  proposition  suivante  : 

Si  les  m^  points  de  base  d'un  faisceau  de  courbes  C/»  se  trou- 
vent sur  une  courbe  C/,,  il  existe  toujours  un  faisceau  de  courbes 
^n~m  projectif  par  rapport  au  premier  faisceau  dont  les[n  —  m)^ 
points  de  base  sont  situés  de  même  sur  Cn  et  engendrant  ai^ec 


sont  situées  sur  une  courbe  C    {p  étant  <" ),  H  Y  en  a  encore 

-{m-hp  —  n  —  i)(m -hp  —  n  —  2) 

autres  qui  se  trouvent  sur  cette  courbe,  et  les  m[n  — p)  points  restants  sont  situés 
sur  une  courbe  d'ordre  n^^  m. 

(*)  Ce  fait  est  aussi  une  conséquence  immédiate  de  notre  théorème  sur  les  groupes 
résiduels.  (Foir  t.  H,  p.  i38.) 
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le  premier,  par  les  points  de  rencontre  de  deux  cowbes  corres- 
pondantes, la  courbe  C^  (  *  ). 

Par  les  considérations  précédentes  se  trouve  en  même  temps 
fournie  la  démonstration  complète  du  fait  que  /oufe  courbe  Cn  peut 
être  engendrée  par  deux  faisceaux  projectifs  du  m**"*  et  du 
[n  —  /»)**"•  ordre  n^ayant  aucun  de  leurs  points  de  base  en  un  point 
double  de  Q„  î  '^  peut  d'ailleurs  prendre  toutes  les  valeurs  depuis  i 
jusqu'à  n  —  i . 

Le  théorème  démontré  en  dernier  lieu  est  évidemment  vrai  aussi 
pour  une  courbe  décomposable.  Nous  nous  proposons,  pour  finir, 
d'en  faire  une  autre  application  qui  nous  conduira  à  des  cas  parti- 
culiers intéressants. 

Soient  C|  =  o,  Co  --  o  deux  courbes  d'ordre  /i.  Ces  courbes  dé- 
terminent un  faisceau  Ci  -f-  XC2  =  o  de  courbes  ayant  n'  =  p-h{/ 
points  de  base.  Nous  choisirons  le  nombre  q  de  telle  sorte 
que  par  q  des  n^  points  de  base  soit  précisément  déterminée 
une  courbe  K3  =  o  du  [n  —  /•)**"•  ordre,  c'est-à-dire  que  nous 
prendrons 

(10)  //=i(/i-r)(/i-r-h3), 

et,  par  suitc^ 

(i  i)  ^  ::^  ;|î  -  ry  z=  ~  «  f/î  -h  2/-  —  3)  —  -  r(r  —  3). 

Faisons  passer  par  les  p  autres  intersections  de  C|  avec  Cj  une 
troisième  courbe  quelconque  du  ai**"*  ordre  Ca=o.  Les  deux 
courbes  C3  et  Kj  formeront  ensemble  une  courbe  C3  K j  =  o  d'ordre 
'À  n  —  r,  sur  laquelle  sont  répartis  les  points  de  base  du  faisceau 
Cl  -h  xG2=  o.  D'après  le  théorème  démontré  en  dernierlieu,ildoil 
donc  exister  un  faisceau  du  (w  —  j.yème  ordre  projectif  par  rapport 
au  faisceau  C|  -h  x  Cg  ^^  o,  ayant  de  même  ses  [n  —  /•)*  points  de 
base  répartis  sur  C3.K3  =  o,  et  engendrant  avec  le  faisceau 
C|  -f-xC2  =  o,  par  les  points  de  rencontre  des  courbes  correspon- 
dantes, la  courbe  C3.K3=  o.  Soient  maintenant  K|  =  o,  K2=o 


(  »  )  Foir  CuASLES,  Deux  théorèmes  généraux  sur  les  courbes  et  les  sur/aces  géomé- 
triques de  tous  les  ordres  (  Comptes  rendus  des  séances  de  t Académie  des  Sciences, 
38  décembre  1867). 
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les  courbes  du  second  faisceau  qui  correspondent  respectivement 
aux  courbes  ( *  )  C^  =  o.  Ci  =  o  du  premier;  s'élève  ici  la  question 
de  savoir  combien  parmi  les  (n  —  r)*  points  de  base  du  second 
faisceau  se  trouvent  sur  C3  et  combien  surK^. 

Or,  le  faisceau  C|-l-xC2  =  o  coupe  Cj  en  n^  —  y»  =  y  points 
mobiles  ;  il  en  est  donc  de  même  aussi  du  faisceau  K3  +  %.  K|  =  o. 
Les  courbes  de  ce  dernier  rencontrent  en  conséquence  C3  encore 
en  X  =  /i  (/i  —  r)  —  q  points  fixes,  et  par  suite ^^=z  \n  —  r)*  —  X 
points  de  base  du  faisceau  sont  situés  sur  Kg  ;  on  a  d'ailleurs  ici 
en  vertu  de  (  i  o  )  et  (  1 1  ) 

/   ^=(,/_r)*->r:rl(/*  —  r)(/I—  3/'-+-3). 

En  outre,  comme Téquation  de  la  courbe  C3.K3  =:  o  doitrésulter 
de  Télimination  de  %  entre  les  équations 

Cl  ~f- X  Cj  :=:  o,      Kj-f-xKj^^O, 

il  existe  entre  C|,  C2,  Cj,  K|,  K2,  Kj  une  identité  de  la  forme 
(i3)  «iCiKi -h  «jCiKj-f- ajCaKjE^o, 

les  ai  désignant  des  constantes.  Entre  les  trois  courbes  Q  et  les  trois 
courbes  K/  règne,  d'après  cela, une  complète  symétrie,  etnous  pou- 
vons énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  trois  courbes  d'ordre  /i  C| ,  C^,  C3  5e  coupent  aux  mêmes 
points,  elles  se  coupent  encore  deux  à  deux  en 
points  et  déterminent  par  là  trois  courbes  ^\  y  Ko,  K3  d'ordre 


(*)  Lea  indices  i,  3  sont  choisis  de  telle  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  K,C,  =  o 
apparaisse  sous  la  forme  C,K,—  C,K„  et  que,  par  suite,  entre  C„  C„  C„  K„  K,,  K, 
existe  une  identité  de  la  forme  (i3}. 
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n  —  /'.  Ces  dernières,  en  supposant  X  et  [jl  déterminés  comme 
dans  (12),  passent  par  fx  mêmes  points  du  plan,  tandis  que  les 
autres  X  intersections  de  ces  trois  courbes,  prises  deux  à  deux, 
sont  situées  respectiv^ement  sur  les  courbes  C|,  Cj,  C3  (*  ). 

Pour  72  =  2,  r  =  1 ,  on  déduil  de  là  cette  proposition  connue  : 

Si  trois  coniques  se  coupent  en  deux  mêmes  points  du  plan, 
elle  se  coupent  encore  deux  à  deux  en  deux  autres  points  ;  les 

trois  droites  déterminées  par  ces  couples  passent  par  un  même 
point  du  plan  { ^  ). 

De  là  encore  celle  conséquence  pour  /i  rr:  3,  r  ^^  i^  par 
exemple  : 

Si  trois  courbes  du  troisième  ordre  se  coupent  en  sept  mêmes 
points,  elles  se  coupent  encore  deux  à  deux  en  deux  points; 
les  trois  droites  ainsi  déterminées  forment  un  triangle  dont 
les  trois  sommets  arrivent  à  reposer  respectivement  sur  les  trois 
courbes  du  troisième  ordre. 

Ces  applications  et  ces  exemples  suffiront  pour  caractériser  le< 
puissantes  ressources  que  nous  possédons  dans  les  propositions  sur 
les  points  d'intersection  en  tant  que  ces  propositions  s'élendenl 
à  tout  le  plan,  tandis  que  dans  nos  recherches  antérieures  nous 
raisonnions  toujours  sur  une  courbe  fixe.  Nous  passons  mainte- 
nant à  des  recherches  d'une  autre  nature,  011  la  notion  des  courbes 
adjointes  présente  de  nouveau  ime  importance  particulière. 


VI.  —  Les  intégrales  qui  appartiennent  à  une  courbe  algébrique. 

Nous  avons  déjà  plusieurs  fois  mentionné  la  connexion  intime 
qui  existe  entre  la  géométrie  sur  une  courbe  et  entre  la  théorie  de 


(')  Pour  r  =  I  ei  r  —if  ce  théorème  a  été  donné  par  Oliviek,  Journal  de  Creîle, 
t.  70,  p.  i56. 

(')  Ce  théorème  n'est  autre  chose  que  la  généralisation  projective  de  la  proposition 
connue,  que  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  passent  par  un  même  point  (t.  I. 
p.  193). 
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certaines  intégrales  appartenant  à  cette  courbe;  nous  avons  en 
particulier  suivi  cette  connexion  dans  ses  détails  à  Tégard  des 
courbes  du  troisième  ordre  :  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce,  dont  le  module  était  lié  d'une  certaine  façon  au  rapport 
anharraonique  de  la  courbe,  s'est  présentée  à  nous  comme  se  rat- 
tachant très  étroitement  à  la  théorie  des  systèmes  de  points  d'in- 
tersection (t.  II,  p.  355  et  suiv.).  Le  développement  général  des 
circonstances  qui  se  présentent  dans  ces  questions  va  nous  oc- 
cuper maintenant,  et  pour  préciser  nous  traiterons  d'abord  les 
points  suivants  : 

i*'  Introduction  d'une  forme  déterminée  pour  les  intégrales 
algébriques  les  plus  générales; 

a**  Réduction  de  ces  dernières  à  certaines  formes  normales  ,- 

3**  Recherche  des  infinis  de  ces  formes  normales. 

Les  formes  normales  obtenues  seront  ensuite  réduites  à  des 
types  encore  plus  simples,  et  il  nous  restera  à  établir  à  l'égard  de 
ces  derniers  le  théorème  d'Abel,  ainsi  qu'à  traiter  ce  qu'on  appelle 
le  problème  de  l'inversion  des  intégrales  abéliennes  (  ^  ),  pour  avoir 


(*)  La  théorie  des  intégrales  et  des  fonctions  abéliennes  doit  être  ici|  en  général, 
supposée  connue.  Les  considérations  purement  algébriques  sur  les  différentielles 
des  intégrales  abéliennes  et  le  théorème  d'Abel  seront  seuls  donnés  avec  plus  de 
délai!  dans  le  texte.  Pour  le  surplus,  nous  résumerons  toujours  brièTement  les  théo- 
rèmes employés,  et  nous  renverrons  pour  des  détails  plus  approfondis  aux  travaux 
originaux  sur  la  même  matière  et  en  particulier  aux  écrits  suivants  : 

B.  RiEMAXM,  Théorie  der  AheVschen  Functionen  {Journal  de  Crelle,  t.  64,  et  Œu^ 
vreSy  p.  8i);  A.  Clebsch  et  P.  Gobdam,  Théorie  der  j4beVschen  Functionen,  Leipzig,  j866; 
Briot,  Théorie  det  fonctions  cdféliennes,  Paris,  1879. 

Pour  les  intégrales  hjrper elliptiques,  voir  surtout  Weierstrass,  Journal  de  Crelle, 
t.  -47  et  52;  C.  Negmatiic,  Théorie  der  AbeVschen  Intégrale,  Leipzig,  i865;  Pktm, 
Neue  Théorie  der  ultraelliptischen  Functionen  (Denkschriften  der  math,  phjrs.  Classe 
der  Wiener  Académie,  t.  XXIV,  i864)  et  Théorie  der  Functionen  in  einer  zweiblàt' 
trigen  Floche  {^Denkschriften  der  Schweizerischen  Gesellschaft ,  t.  XXII.  Zurich,  1866). 
D'autres  cas  particuliers  ont  été  traités  par  Thomas  (  Ueber  eine  specielle  Klasse  Ahel- 
scher  Functionen,  Halle  '/S  1877,  et  Ueber  eine  specielle  Klasse  Abelscher  Functionen 
vom  Geschlecht  3,  Halle  «/S  1879),  par  H.  W^eber  {Théorie  der  AbeVschen  Functionen 
vom  Geschlecht  3,  Berlin,  187C),  et  par  Schottkt  {Abriss  einer  Théorie  der  Abetscken 
Functionen  von  drei  Variabetn,  Leipzig,  1880). 

Les  travaux  ultérieurs  de  Weierstrass  sur  cette  théorie  ne  sont  pas  jusqu'ici  connus 
d'ane  manière  générale. 
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à  notre  disposition  tous  les  moyens  nécessaires  aux  applications 
géométriques.  Observons  immédiatement  que  les  propriétés  des 
intégrales  qui  se  présentent  ici  conservent  le  caractère  invariant 
vis-à-vis  de  toutes  les  transformations  uni-dé terminatives  de  la 
courbe,  ainsi  qu^il  sera  montré  plus  tard;  on  verra  de  nouveau  par 
là  le  motif  qui  nous  a  autorisé  à  placer  la  théorie  de  ces  transfor- 
mations avant  les  présentes  recherches. 

Par  intégrale  algébrique  ou  intégrale  abélienne,  on  entend  une 
intégrale  dans  laquelle  la  fonction  sous  le  signe  d^'ntégration  dé- 
pend irrationnellement  de  la  variable  x^  et  cela  de  telle  manière 
qu'elle  soit  représentable  comme  fonction  rationnelle  de  deux  ' 
variables  x^y  entre  lesquelles  existe  une  équation  algébrique  dé- 
terminée (la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  x) 

Cette  dernière  est  précisément  V  équation  de  la  courbe  fonda- 
mentale à  laquelle  appartient  l'intégrale.  Quant  à  l'intégrale  elle- 
même,  on  peut  toujours,  après  Riemann,  la  supposer  sous  la 
forme  (  *  ) 

(•) 


où  Y  désigne  une  fonction  algébrique  rationnelle  fractionnaire  en 
x^y  tandis  qu'entre  x,  j  existe  l'équation  du  n'*"*  ordre  F  =  o, 
où,  en  d'autres  termes,  jc,  y  désignent  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  courbe  fondamentale  d'ordre  n.  Néanmoins  nous  supposons 
toujours  l'intégrale  sous  une  forme  un  peu  différente  qui  a  été 
donnée  par  Aronhold  ;  nous  introduirons  à  cette  un  des  coordon- 
nées homogènes  Xj ,  X2,  X3  au  lieu  de  x,  j',  et  ainsi  il  sera  tenu 
compte  à  un  certain  degré,  aussi  bien  des  exigences  de  la  symétrie 
que  de  la  nature  projective  (ou  caractère  invariant)  de  la  différen- 
tielle. En  même  temps  se  trouve  indiquée  par  là  une  connexion  avec 
l'algèbre    des    formes  ternaires,   qui   peut  être  importante  powr 


(  *  )  Voir  Riemann,  loc,  cU,,  $  9.  Lorsque  l'intégale  n'est  pas  donnée  sous  la  forme  (1)1 
on  peut  toujours  parvenir  à  cette  forme  en  multipliant  le  numérateur  et  le  dénomi- 

dF 
nateur  de  la  fonction,  sous  le  signe  d'intégration,  par  -r-  • 
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Télude  des  intégrales.  Pour  préciser,  nous  écrirons  toujours  l'in- 
tégrale sous  la  forme 


(2)  v  = 


/»  >l2d:r,.r,^/.r,  _   r<{'[cxdx) 

ÔJr^  O.r^  0.c^ 


OÙ  Cfy  C2,  C3  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
plan,  et  Xi,  Xj,  x^  sont  liés  entre  eux  par  Téquation  d'une  courbe 
(lu /i'*"*  ordreyr^  a;=  o,  tandis  que  V  désigne  maintenant  une 
fonction  homogène  fractionnaire  du  (n  —  sy*"»  ordre  par  rapport 
aux  quantités  x/.  Toutefois,  avant  d'entrer  dans  l'examen  ap- 
profondi de  celte  représentation^  il  sera  bon  de  la  développer  sur 
un  exemple  très  simple  (cas  de  «  =  2)  (*)  :  les  généralisations 
ultérieures  s'obtiendront  alors  d'elles-mêmes. 
Nous  traiterons  l'intégrale 

que  l'on  ramène  habituellement  à  un  logarithme  au  moyen  de 
substitutions  répétées;  ici,  en  partant  de  la  notation  homogène, 
nous  l'évaluerons  de  suite  directement  sous  une  forme  plus  géné- 
rale. Nous  la  mettrons  d'abord  sous  la  forme  des  intégrales  (i)  et 
(2).  Nous  pouvons,  en  effet,  faire  disparaître  le  radical  en  liant  x 
à  une  nouvelle  variable  y  par  une  équation  du  second  degré.  Soit 

cette  dernière;  on  trouve,  en  la  résolvant  par  rapport  à  j', 

=  ^^(«„a,3   -«,3«„jx—  (aiitttt—  "{jj-^*—  l"«"33—  "îaj- 

SI  donc  nous  introduisons  les  désignations  suivantes  : 


(*)  yoir  Aroxholo,  Ueàer  eine  iteue  algebraische  Behandlungsweise  der  Intégrale 
irratiottaler  Differentiale  Don  der  Form  l[{Xfy)dx,  in  welcher  n(r,  y)  citie  beliebige 
ratioaale  Function  ist,  und  zwischen  x  und  y  eine  allgemeine  Gleichung  zweiter 
Ordnung  besteht,  {Journal  de  Crelle,  t.  61).  Nous  renvoyons  instamment  à  ce  travail 
(omme  introduction  aux  idées  développées  dans  le  texte. 
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il  vient 

Actuellement  nous  transformerons  toutes  les  fonctions  par  la 
substitution 

en  fonctions  homogènes.  Notre  équation  de  condition  devient  alors 

/^  llaik'TiXf^z:^  al  =  o, 

et  dans  V  nous  devons  poser 


en  sorte  que 

-t 


Dans  le  dénominateur  figure  donc  encore  une  fonction  linéaire, 
ce  qui  était  à  prévoir,  car  l'intégrale  (3),  pour  or  =  oo  ,  y  =  x  , 
c'est-à-dire  pour  un  point  de  rencontre  de  la  coniquey=  o  avec 
la  droite  de  l'infini,  devient  elle-même  infinie;  la  même  chose 
doit  donc  se  présenter  dans  la  forme  homogène  pour  le  point  de 
rencontre  de  la  ligne  Xz  =  o  avec  la  conique  al=  o.  Maintenant, 
pour  être  indépendants  de  la  situation  du  triangle  des  coordonnées, 
nous  prendrons  pour  base  de  nos  considérations,  au  lieu  de  V» 
l'intégrale 

(6  ,  W  ^  .    f ^"  ^  ,^  ::.    r.r,riA--^r,rU,^ 

OÙ 

Les  intégrales  V  et  W  ne  sont  pas  différentes  l'une  de  Vautre 
dans  le  sens  projectif.  Nous  arriverons  ici  à  leur  évaluation  par  une 
mémevoie,  tandis  que,  dansle  procédé  employé  habituellement  dans 
le  calcul  intégral,  les  deux  cas  exigent  chacun  un  examen  spécial. 

L'intégrale  W  peut  se  mettre  d'une  manière  remarquable  sous 
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une  forme  plus  symétrique.  Nous  avons  en  effet,  par  suite  de 
Féquation  de  condition y=  o,  en  posant /)•=  -  -—-  : 

et  de  là  résulte 

Nous  avons  d'ailleurs,  en  vertu  de  (6), 

d'où  aussi,  en  faisant  {xdx)^  =  x^dx2  —  x^dx^j.  .  .,  et  en  vertu 
de  la  symétrie  par  rapport  aux  trois  coordonnées  suivant  (8), 

dMV./i,Uj^=  [xd.r),y      [i  =  i,  2,  3). 

Si  Ton  multiplie  respectivement  ces  trois  équations  par  les  gran- 
deurs arbitraires  c/  et  qu'on  forme  la  somme  des  produits,  il  vient 

Nous  obtenons  donc  pour  l' intégrale  [6)  la  représentation  ho- 
mogène  suivante  : 

(g]    W^.    r - -  P-''"^  -  f-^^^'"^- 

Pour  l'évaluation  de  W,  dont  la  valeur  est  complètement  indépen- 
dante des  quantités  c/,  nous  devons  à  présent  déterminer  d'une 
manière  convenable  ces  grandeurs  arbitraires.  Dans  ce  but,  nous 
ferons  usage  du  tliéorème  général  suivant  : 

Le  déterminant  [cxdx)y  divisé  par  le  produit  de  deux  formes 
ternaires  algébriques  y,  ^y  est  proportionnel  à  une  différentielle 
exacte  si  Von  fait  les  quantités  ci  proportionnelles  aux  détermi~ 
nants  binaires  formés  awec  les  premières  dérii^ées  partielles  de  y 

et  tp  par  rapport  àxi,  Xa,  0:3,  c'est-à-dire  si  Ton  fait 


df    â^        â'p    df                  df    d-p 

Ôx^  drj         ôx^  ôx^        '    ^        dx^  Ôx^ 

dp    df 
dx^  dr, 

df    d'it         d'i>    df 

ù  c ..  ' —  • 
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La  démonstration  est  excessivement  simple.  Soit  en  effet 


il  vient 

d'où,  suivant  une  identité  connue  (p.  352,  t.  I,  équation  V), 

et  par  conséquent 

itn\  [cx€Lr)  _       d^  df 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Pour  notre  cas,  posons  maintenant 

(il)  ?-~-«x»     ^  =  ^x«o     pci—[ua]iac, 

il  vient  alors,  d'après  (lo), 

p  étant  un  facteur  à  déterminer.  La  considération  suivante  con- 
duit à  cette  détermination.  De  (i  i)  résultent 

(i3)  Wc==o     et    «*-— o; 

nous  avons  donc,  par  V effet  de  la  substitution  (  1 1),  choisi  pour  le 
point  c  un  des  points  de  rencontre  de  la  droite  Ux=  o  ax^ec  la  co- 
nique y=  o.  Or  il  nous  suffit  de  connaître  les  rapports  des  c/,  car 
la  modification  simultanée  que  ces  quantités  recevraient  de  la  mul- 
tiplication par  un  même  facteur  n'influencerait  que  la  constante 
arbitraire  de  l'intégrale.  Toutefois  nous  devons  assigner  une  va- 
leur déternrîînée  à  la  grandeur  p  dans  (i  i),  parce  que  dans  les  deux 
membres  des  équations  (i  i)  figurent  les  mêmes  rapports  propor- 
tionnels Cl,  Co,  Ci,  En  effet,  de  la  multiplication  respective  des 
quantités  c/  par  des  grandeurs  arbitraires  s^i  et  de  l'addition  des 
produits  résulte  l'identité 

(»4)  p^'c=-  ('»«'«)^c; 

p  doit  donc  être  une  expression  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
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Ui  et  aux  Uij^.  Actuellement,  nous  désignerons  par  c^  les  coordon- 
nées du  second  point  de  rencontre  de  la  ligne  u  avec  f=:o,  de 
telle  sorte  que 


1  » 


il  résulte  alors  de  (i4)  pour  i^/=  bibct{/=  al=i  bl) 
[i5)       pb^bcf^^  [abu]ach^^^  •-[abu){acb^—  ^c^e]  =  -[abu]^. 
D*un  autre  côté,  nous  avons,  à  cause  de  al  =  o, 


et  par  conséquent 


0"  := bçbfj. 


Si  Ton  porte  ce  résultat  dans  (i5)y  il  vient  finalement 


r  2  ^  '  2 


F  désignant  comme  plus  haut  (t.  I,  p.  354)  1^  forme  adjointe  de/. 


F=(flZ^«)^=  — 2 


'11     «ij     "u 


u, 


a 


SI 


'81 


ir< 


M«         O 


Par  là  se  trouve  démontré  le  théorème  qui  suit  : 


Siy  dans  la  supposition  que  f{oc,j)  ^f{x^ ,  x^,  Xz  )  =  ajf  =  bi 
soit  égal  à  zéro,  on  doit  éi^aluer  l'intégrale 


W=2 


J  [U\J^ 


dx 


) 


+  «îr  +  «»)/'{r) 


/'[cxdx] 


on  prendra  pour  les  quantités  Ci  un  système  de  valeurs  satisjaisant 
aux  équations 
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ce  qui  peut  se  faire  par  résolution  des  équations  linéaires  { '  ) 


dans  lesquelles  F  désigne  Informe  adjointe  {abu)^  de  f\  on  a 
alors 

(16)  W  =  -  ^._^^log-^-+-C. 

/         I  "x 


Le  signe  de  i  / F  doit  concorder  avec  celui  employé  dans 

les  équations  linéaires  et  la  racine  de  l'équation  f[x^  y)  =  o  à  in- 
troduire dans  l'expression  différentielle  concorder  avec  celle 
choisie  pour  l'expression  de  l'intégrale. 

Pour  donner  un  exemple  de  rapplicabilité  de  la  formule  (  16)  dans 
les  cas  qui  se  présentent  habituellement,  soit 


d'où 


il  vient 


/=j:î  +  ^i-.rJ^(^*-HJ»-l), 


<2  2 


^u\  4-  u\  —  ul         «j  ^  +  «j7  -h  "3 

les  quantités  c/  devant  se  déterminer  par  deux  des  équations  sviv 

vantes  (^P  =  y  ~^FJ' 

(17)      P^i=  — ''1^3— «3^ï»     p<^j=«8^i+ «i<^3»     prj^rtfjCj  — tt,r|. 


Si  Ton  pose  encore  U|  =  U2  =  o,  1/3  =  o,  il  vient  p  =  y  —  i  =  t 


(*)  Sur  la  détermination  des  quantités  c^,  compares  ce  qui  a  été  dit  t.  I,  p.  107 
et  X16. 
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el,  depuis  (17),  C3  =  o,  C|  =  i  =  icj  si  Co  =  i;  d'où 

I  — = — r—  r=:  -7  log [xi  -{- y]  =  arc  sin.r. 

Posant    ensuite    m,  =  «3=0,    1/3=  i,    on    aura    p  =  i,    C2=o, 
c,  =  —  C3,  d'où  C|  =  I ,  si  C3  =  —  I ,  et,  par  conséquent, 

/•  d.r       r     flr      I  -f-  .r  i  I  -4-  .r 

•^  y'i  __  X»  ~"  J    I  —  .i*  "   ^'^  /i  _  X»  ~"  2  ^^  I  — x' 

En    faisant   enfin    £/,  =  i,    112=^3=0,    d'où  jO  =  i,    C|  =  o, 
t'a  =  C3  =  —  I ,  on  obtient 


J^V 


d,v  ,       î  —  \/ 1  —  .r* 


v^.-. 


/•« 


—  log 


Cet  exemple  suffira  pour  expliquer  l'usage  de  la  forme  homo- 
gène d'une  intégrale  algébrique  et  mettre  en  évidence  ses  avan- 
tages pour  certaines  vues  générales. 

L'exemple  précédent  a  déjà  mis  en  relief  le  caractère  invariant 
de  la  différentielle  rfW.  En  fait,  on  peut  considérer  toute  diffé- 
rentielle dW  de  la  forme  (2)  comme  un  invariant  fonctionnel 
simultané  de  la  courbe  primitive  y  =  o  et  des  zéros  et  des  infinis 
de  la  fonction  Y  situés  surf=i  o.  Car  il  est  clair,  en  premier  lieu, 
que  l'expression  différentielle ,  étant  une  fonction  homogène 
d'ordre  zéro  des  x/,  ne  change  pas  si  les  Xi  varient  simultanément 
d'un  même  facteur,  et  que  cette  expression,  absolument  comme 
pour  /i  =  2  dans  le  précédent  exemple,  est,  en  vertu  des  équa- 
tions (7),  complètement  indépendante  du  point  c,  et  est  déter- 
minée uniquement  parla  fonction  Y.  Mais,  à  l'égard  d'une  trans- 
formation linéaire  quelconque,  on  a  cette  proposition  que  la 
différentielle  dY  n'éprouve  d'autre  changement  que  V adjonc- 
tion, comme  facteur  y  du  déterminant  de  la  substitution  (*).  Si 


(*)  Un  fait  analogue  a  lieu  pour  toute  différentieUe  binaire  de  la  forme 


Une  telle  expression  est  un  coyariant  simultané  des  formes  a^'*,  «?'*•  Pour  m  ==  2, 
ce  sont  là  les  différentielles  hyperelliptiques  ;  pour  m  =  2,  r  =  a,  on  a  la  différen- 
tielle ellipUque,  qui  doit  être  considérée  comme  un  coTariant  fractionnaire  de  la 
forme  primitÎTe. 
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nous  posons,  en  effet, 

^i.^  «Il  ji  -+-  «/trt  •+-  ^iiXi^ 

9 

nous  aurons,  en  désignant  par  ki  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant au  point  c  (t.  I,  p.  33 1), 

( cxdx]  z=z  r,  ( kjrdr)^ 
et  si  nous  posons 

/(.r>F(r),      «F(.r)=»(r), 


1  vient 


1 

_  ^(cxdr)  *{krdr] 

Entre  autres  choses,  on  peut  utiliser  ce  résultat  pour  amener 
rintégrale  V  à  la  forme  (i).  Dans  ce  but,  posons 

uv=:  iiit  -+■  b;x  -f-  Cfj', 

X,  r,  t  désignant  les  nouvelles  coordonnées.  Il  vient  alors 

ci^  oy  oy       n  ôy       n   oy 

et  enfin 

Cj  <ïj  r  -h  ^1 J"  H-  c^y  «1  ^//  -h  ^1  da-  4-  Ti  ^' 
c,  «,/  -h  ^jX  -+-  r,j^  a^dt  -h  6,^j  -h  c,d[;' 
r,     «3/  -f-  6307  -+-  c,7     <7,rf/  4-  ^j^.r  -h  c^dy 

=:  [abc).(tdx  —  xd4)f 
d'où,  faisant  entrer  [abc)  dans  $  et  posant  /  =  i, 

dVr^n 


[cxdx]  =^ 


dF 


'ici  j^  est  défini  comme  fonction  de  x,  au  moyen  de  F  =  o. 

En  vertu  de  /*=  o,  la  différentielle  dV  dépend  naturellement 
d'une  variable  unique.  Toutefois,  pour  introduire  explicitement 
cette  dernière,  il  faut  en  général  résoudre  des  équations  d'ordre 
élevé.  Celles-ci  ne  sont  du  second  degré  que  pour  les  courbes 
hyperelliptiques,  comme  on  va  le  voir  dans  ce  qui  suit. 
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Nous  allons  d'abord,  pour  le  cas  de  /i  =  3,  où  ¥  peut  être  sup- 
posé égal  à  I ,  mettre  la  différentielle  ^A^  sous  la  forme  précédem- 
ment employée  de  la  diftérentielle  elliptique  (t.  II,  p.  iig),  ainsi 
que  l'a  fait  le  premier  Aronhold  (  *  ).  Nous  placerons  le  point  c  sur  la 
courbe  y  =  o,  et  nous  entendrons  par  Ua:=  o,  ^2:=-  o  deux  droites 
passant  par  c.  Chaque  rayon  du  faisceau 

(18)  TiU^—Uj.^iO 

coupe  Cj  en  deux  points  mobiles  ;  les  coordonnées  de  ces  derniers 
peuvent  donc  s'exprimer  en  k,  X  au  moyen  d'un  radical  du  second 
degré.  Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  les  calculer  d'une  manière 
effective,  et  l'on  peut  arriver  au  but  ainsi  qu'il  suit.  Dans  le  fais- 
ceau (18)  sont  comprises,  comme  l'on  sait,  quatre  tangentes  de  C3, 
tangentes  dont  les  points  de  contact  ne  sont  pas  situés  en  c.  Les 
valeurs  correspondantes  des  paramètres  "x,  X  seront  données  par 
une  équation  du  quatrième  degré,  telle  que  (p(x,  X)  =  o,  en  sorte 
que  ©(«'jr?  Mjc)  =  o  représentera  le  produit  de  ces  quatre  tangentes. 
La  courbe  9  =  0  rencontre  C3  quatre  fois  en  c  et  deux  fois  en 
chacun  des  quatre  points  de  contact  ;  mais  C3  est  rencontrée  de 
la  même  manière  par  la  courbe  [a^«c]^==  o.  On  a  donc,  en  choi- 
sissant convenablement  les  constantes  qui  entrent  dans  cp, 

(19)  [«i^cp-î'l'x,"^)-^  A/. 

11  vient  ensuite,  puisque  pCi  peut  être  fait  égal  à  (uv)/,  et  que 

aX  =  «x?    ^X  =  Vjcy 

(20)  p[C.rclr]  —u^v^f^—v^u,f^-7^}(h  —  A(a),     7  [c'a:,  "x)  ~  «^^yi-^»  >), 

d'où  (2) 

(crdr)         1   Iffy.  —  z^A 
d\  ^= 


«-«-  ?      ^f{'A,\) 


'jc'^'c 


On  obtient  d'ailleurs  immédiatement  l'expression  écrite  en  der- 
nier lieu  sous  la  forme  demandée,  dans  laquelle  figurent  les  inva- 
riants S,  T,  si  l'on  place  en  particulier  le  point  c  en  un  point  d'in- 


(')  Monatsberichte  der  Derliner  Akademie,  25  avril  1861. 

C)  Les  points  de  contact  des  quatre  tangentes  sont  donc  les  points  de  ramification 
de  la  surface  de  Riemann  qui  répond  à  l'intégrale. 

Clbbsch.  —  Géométrie,  III.  10 
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flexion  de  C3,  de  manière  à  avoir  simultanément 

f[c)=a\z=io,     A(c)=«J  — o. 

Actuellement,  le  produit  des  quatre  tangentes  menées  de  c  à  Cj 
est  donné  par  Téquation  (t.  II,  p.  2a6) 

(21)  3(D/)«~4/Dy=o, 
où 

Parmi  ces  tangentes  est  nécessairement  comprise  aussi  la  tangente 
d'inflexion  de  c,  et  du  premier  membre  de  l'équation  (21)  doil 
pouvoir  se  séparer  un  facteur  T>^f.  Pour  eflectuer  cette  séparation, 
il  faut  faire  usage  des  propositions  d'après  lesquelles  la  courbe 
y=  0  peut  être  considérée  c  omme  la  hessienne  de  trois  autres 
courbes  du  faisceau  xf — XA  =:=  o  déterminées  par  l'équation  (t.  IL 
p.  258  et  3oo) 

(22)  Gj(x,  — )i)  =  x»— iSx>.«-*-iT>»~o, 

et  la  hessienne  est  toujours  touchée  par  les  tangentes  d'inflexion 
de  la  courbe  primitive  {*),  Il  ressort  de  cette  dernière  remarque 
que  les  trois  tangentes  menées  de  c  ày*=  o  en  dehors  de  D*y=  0 
sont  précisément  les  tangentes  d'inflexion  de  c  par  rapport  bu\ 
trois  courbes  primitives  correspondant  à  f=  o,  en  vertu  de 
(22).  Ces  tangentes  sont  donc  déterminées  par  (22),  si  en  même 
temps 

xDV— >D*Az=o, 

D^A  étant  égal  à  «x  «J;  le  produit  de  leur  équation  est,  par  suite. 

(23)  Gi(D'A,-DV)  =  (D«A)»-is.D«A.(DV)*  +  iT(Dy)»r:::0. 

2  V 

Or  le  produit  de  l'expression  qui  figure  au  premier  membre  dans 
D^y  doit  se  confondre  avec   l'expression  qui  figure  au  premier 


(*)  C'est  là  une  conséquence  immédiate  du  fait  que  la  polaire  linéaire  d'un  poiat 
de  la  hessienne,  relativement  à  la  courbe  primitive,  touche  la  hessienne  en  nn  cer- 
tain point  (t.  II,  p.  325),  car  la  tangente  d'inflexion  de  la  courbe  primitive  est  préci- 
sément la  polaire  du  point  d'inflexion  {voir  aussi  la  note  3  de  la  p.  4i6,  t.  H). 
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membre  de  (21),  sauf  un  facteur  constant  (M)  à  déterminer,  c'est- 
à-dire  que  nous  avons,  en  vertu  def=^  ^  (  *)i 

(1^)  M.3(D/)*=:Dy.Gi(D'A.-Dyj, 

ce  qui  concorde  encore  avec  Féquation  (19))  carie  faisceau  (18) 
esl  ici  remplacé  parle  faisceau  xD -y — XD^A.  On  voit  sur  cette 
équation  que  M  doit  être  du  huitième  degré,  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  y,  et  du  sixième  par  rapport  aux  quantités  c/.  Mais, 
comme  tout  covariant  du  sixième  ordre  de  f  peut  s'exprimer  par 
un  seul  covariant  de  cette  espèce  et  par  y*,  A  (t.  II,  p.  314)7  nous 
pouvons,  en  vertu  de  a\  =  o,  a'  =^  o,  poser 

M  =  y[c)C, 
9  étant  le  covariant  unique  dont  nous  avons  parlé  (t.  II,  p.  Siq), 

et  C  désignant  un  facteur  numérique.  La  détermination  de  ce  der- 
nier se  fait  très  simplement  à  Taide  de  la  forme  canonique.  Pour 
plus  de  simplicité,  nous  prendrons  pour  y*  une  courbe  à  invariant 
S  évanouissant  (ce  qui  est  indifférent  pour  la  question  présente)  ; 
il  vient  alors  (t.  II,  p.  3i  i  et  3i3) 

f{c)=z8[c\cl-^clcl-\-c\cl),       S=:0,       T  =.  -  6, 

ou,  si  nous  choisissons  pour  c  le  point  d'inflexion  ayant  pour  coor- 
données o,  I,  —  I, 

De  là  résulte,  par  un  calcul  simple, 

3(D/)*^4/.Dy-lD'/[2(Dy)»- (D*A)»]. 


(*)  Cett«  équation  subsiste  d'ailleurs  encore  si  c  est  un  point  quelconque  de  C 
Alors,  en  eflet,  le  sommet  du  faisceau  xD*/ — JtD'A  =  o  est  situé  au  point  tangentiel 
de  c,  et  les  tangentes  issues  du  sommet  sont  D'/=:  o,  et  C,  (D*/» —  D*  A)  =  o  {voir 
t«l!|  p.  iiS).  Seulement,  il  faut  alors  déterminer  M  d'une  autre  manière. 

10. 


l'|8  TOME   III.   •— >  CDAPITKE  I. 

D'un  autre  côté,  il  vient,  d'après  (23), -pour  notre  cas, 

G,(D«A,-DV)  =  (D'A)'-  ?.(DV)^ 

A  cause  de  M  =  (p(c),  C  =  —  8C  et,  en  vertu  def=  o,  il  résulte 
donc  de  (24)  C  =  —  jy  et  l'on  obtient 

(25)  M  =  -^y{c). 

En  conséquence  y  si  c  est  un  point  (Vin^exion^  existe  y  en  vertu 
J6*y{c)  =  o,  A(c)  =  o,  y(j:)  =  o,  l'identité 

(26)  -|?(r).(D/)'..Dy.G,(D'A,-Dy). 

Par  là  se  trouve  calculé  le  dénominateur  de  notre  différentielle  en 
fonction  de  x  ==  D^  A  et  X  =  D-yi  Pour  le  calcul  du  numérateur, 
observons  que 

(27)  pr/"-:(«rtr),a«««, 

parce  que  c  est  le  point  d'intersection  de  à],ax=^  o  et  aJaj=o, 
d'où  aussi 

(28)  --D»A.r/(DV)  — Dy.rf(D«A) 

\  -=z  xcTk  —  \d-*., 

La  détermination  du  facteur  p  s'opère  d'une  manière  identique 
à  la  détermination  du  facteur  correspondant  dans  les  équa- 
tions (11). 

Soit  c'  un  point  quelconque  de  la  ligne  D^A:^Wx=o;  nous 
aurons 

De  (27)  résulte  ensuite 

d'où,  pour  i^/=  aiacacf=  bibcbc*<, 

pK^(/—  [abu)a\bcb^  —  -  [abu)[acb^'^  bcac')a^b^ 

2  2 
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D'aulre  part,  nous  avons,  à  cause  de  aj  =  o, 

=z  —  Vc,a\a^=  —  IV.  3J  b^, 
et  il  s'ensuit,  par  combinaison  de  ces  relations, 

Finalement,  Téquation  (28)  se  transforme  donc  en 


s/ 


^^^c).[cjcd.r)  ^i^jicù.  —  \djiy 


et  nous  obtenons  ainsi,  par  suite  de  (26),  le  résultat  suis^ant 

{c.rdx] /*3  xrA  —  Idv. 

ou  enfin,  pour  x  =  a,  >.  :=  i , 


d\ 


\/l 


, 


nous   avons  conséquemment  encore   la  forme    trouvée  ci-dessus 
(t.  II,  p.  419). 

L^établissement  de  celte  forme  normale  pour  dV  peut  encore 
être  effectuée  d'une  manière  différente  et  fort  élégante,  d'après 
la  marche  indiquée  par  MM.  Hermite  et  Brioschi,  en  faisant  usage 
d'une  substitution  d'ordre  élevé  (  *  ).  Cette  transformation  repose  sur 
une  identité  qui  existe  entre  les  formes  iî,  4*»  fy  ^^  et  que  nous 
avons  précédemment  établie  \_voir  équation  (4^*)»  ^-  Iï>  P»  4o7]> 
savoir 

(24)«a«-----  384;»-  ii'}S,^-f^  2T,._^. 

Pour  y  =  o,  nous  avons  en  particulier  (t.  II,  p.  3o2) 

(*)  Journal  de  Crelle,  t.  63,  p.  3o. 
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et  il  vient)  en  conséquence, 

(29)  a4«ft«==  384^^»  -^  iîS4»A*-h  2TA*. 

On  a  d'ailleurs  identiquement 

et  de  là  résulte  pour  Ui=:  [xdx)t'f  si  nous   supposons  a^=io, 
«îflrfa  =  o, 

En  multipliant  donc  ^V,  numérateur  et  dénominateur,  par  il,  il 
vient,  en  vertu  de  (29), 


c/V^ 


{cxdx) I    Id^  —  o.^dl 

^V3 


4/16,!;»— iSA*J;-f-^TA« 

y  1  12 

II  sufYit  enfin  de  poser  4^  =  ^^i  A2  =  X  pour  obtenir  le  résultat 
qui  suit 


d\ 


-VI 


0(..-is.>.+  ^TX.j 


Celte  représentation  se  distingue  d'ailleurs  de  celle  d'Aronhoid, 
par  la  circonstance  qu'actuellement  aux  dix-huit  points  d'inter- 
section de  la  courbe  du  sixième  ordre  xû-  —  4^^  =  o  ^yecf=:  0 
correspond  une  même  valeur  du  paramètre  /,  \  X,  tandis  que  précé- 
demment  une  même  valeur  du  paramètre  n'appartenait  qu'à  deux 
points  mobiles  du  faisceau  de  rayons  xD*y — XD*A  =  o. 

Les  intégrales  qui  appartiennent  à  des  courbes  hyperelliptiques 
peuvent  se  représenter  d'une  manière  tout  à  fait  semblable,  comme 
fonctions  d'un  paramètre,  au  moyen  d'un  radical  du  second  degré, 
à  la  condition  d'avoir  préalablement  amené  la  courbe  à  la  forme 
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normale,  c*est-à*dire  à  la  forme  (p.  yo  et  suiv  )y 
En  effet,  on  a  alors 


d'où 


'3o)  1L(*^'^)  •''•''  — 


^("'Vl)-'^ 


Dans  le  dénominateur  figure  donc  la  racine  carrée  d'une 
expression  du  {np  -h  a)*^*"*  degré  en  x.  Par  révanouîssement  de 
cette  dernière  sontTeprésentées  les  tangentes  que  l'on  peut  mener 
du  point  multiple  d'ordre  p  k  Isl  courbe  Op^f  Cette  dernière 
remarque  est  encore  exacte  quand  on  suppose  la  courbe  C^+3 
donnée  sous  la  forme 

La  polaire  du  point  à  l'infini  sur  l'axe  Y 

coupe  en  effet  G^+i  aux  2p  4-  2  points  de  contact  des  tangentes 
issues  du  point  multiple  d'ordre  p^  tangentes  dont  l'équation  sera 
donnée  par  une  relation  de  la  forme  X2p+i(x)  =  o,  et  elle  a  elle- 
même  au  point  multiple  d'ordre  p  àef  un  point  de  même  multi- 
plicité dont  les  branches  touchent  celles  de  la  courbe  primitive,  en 
sorte  qu'il  s'y  trouve/?  {/;  4-  i  )  points  d'intersection.  Les  intersections 

de  la  courbe  (  -y  )   =0   avec  F  =  o  sont  donc  les  mêmes  que 

celles  de  la  courbe  X2p+a('^)  =  o  3ivec  F  =  o,  c'est-à-dire  que 
Ton  peut  poser  (C  étant  une  constante) 

(d¥\  ' 

relation  analogue  à  l'équation  (19)  et  ayant  les  mêmes  appli- 
cations. 


.1 

1; 


.  I 

,1 
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Nous  revenons  à  l^examen   approfondi  de  noire  différenlielle 
générale 

Y(c.rr/x) 


rfV  = 


a%-'a. 


dans  laquelle  ^  désigne  une  fonction  algébrique  quelconque  de 
Tordre  n  —  3  par  rapport  aux  quantités  j?/.  En  fixant  d^une  ma- 
nière plus  précise  la  nature  de  cette  fonction,  nous  allons  établir 
d'abord  certaines  formes  normales  pour  les  expressions  différen- 
tielles que  nous  considérerons  exclusiy^ement  plus  tard.  Suivant  la 
manière  dont  se  comporte  la  fonction  ¥  aux  points  simples  ou 
multiples  de  f=  o,  nous  avons  à  traiter  successivement  différents 
cas  ;  dans  tous,  nous  montrerons  qu'il  est  nécessaire,  avant  toute 
chose,  de  considérer  des  différentielles  (et  leurs  intégrales)  dans 
lesquelles  Y  est  une  fonction  entière,  ou  celles  dans  lesquelles  ne 
figure  au  dénominateur  de  Hf  qu'une  puissance  d'une  foncllon 
linéaire  des  x/.  Nous  nous  occuperons  ensuite  de  la  manière  d'être 
des  formes  principales  obtenues  aux  points  doubles  dey=  o. 
Soit  maintenant 

M 

le,  dénominateur  étant  supposé  désigner  une  fonction  entière 
d'ordre  m,  et  le  numérateur,  qui  sera  également  une  fonction 
entière,  s'élevant  par  conséquent  à  l'ordre  m  -f-  w  —  3.  Les  courbes 
fz=:  o,  N  =  o  se  coupent  en  mn  points,  dont  l'ensemble  peut  être 
représenté  par  une  équation  (  *  ) 

i^'"  —  o. 

Nous  désignerons  les  coordonnées  de  ces  points  d'intersection 
respectivement  par 

.r(»^,  .r(*),  jc(3),  ...,  a:('"''\ 

en  entendant  toujours  par  x^^^  les  trois  coordonnées  x^l\  x[j,  x'j  • 


(')  Relativement  à  une  méthode  générale  pour  l'établissement  de  cette  équation 
sous  forme  symbolique,  'voir  t.  I,  p.  35o.  Si  Ton  prend  en  particulier  Ci  =  i|  (i=  o, 
ç^=  0,  Téquatiou  du  faisceau  de  rayons  sera  obtenue  par  élimination  de  x^  entre 
f=o  et  N  =  o.  (Foir  Glbbsch  et  Gordàn,  op.  cit.,  p.  5  et  suiv.).  Alors  (x-'l)""  ***" 
pend  uniquement  de  la  seule  yariable  binaire  x,  :  x,  (voir  la  suite  du  texte). 
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Joignons  ces  points  à  un  point  fixe  quelconque  (.  L'ensemble  des 
mn  lignes  de  jonction  sera  représentée  par  (x^  $)""'=  ^j  ^^  nous 
pouvons  poser 


I  =zmn 


(32)  U^i)'"''=--l\[-rO)xVj 


i=l 


Si  d'ailleurs  nous  supposons,  ainsi  que  cela  doit  arriver  d'abord, 
que  les  points  x^'^  soient  tous  distincts  les  uns  des  autres  (  et  con- 
séquemment  aussi  ne  soient  pas  situés  en  des  points  multiples  de 
/)  l'expression  (3a)  doit,  en  toute  liypothèse,  pouvoir  se  repré- 
senter sous  la  forme 

;33)  (xxÇ)""*^c.t/-Mi\,N/ 

'Ub  =  o  étant  une  courbe  de  l'ordre  m[n—  i),  qui  passe  par  tous 
les  points  de  rencontre  des  mn  rayons  avec  /'=  o  non  situés  sur 
N  =  o.  En  conséquence  il  vient,  poury^=  o, 

M-  = -r—  » 


I  //i  u 


expression  où,  en  vertu  de  (Sa),  figure  au  dénominateur  un  pro- 
duit de  fonctions  purement  linéaires.  Mais  les  lignes  représentées 
par  l'évanouissement  de  ce  dernier  passent  toutes  par  un  même 
point  I,  en  sorte  que  le  dénominateur  ne  dépend,  en  réalité,  que 
d'une  seule  variable  binaire,  savoir  le  paramètre  du  faisceau  de 
rayons  passant  par  |.  On  peut  donc,  suivant  les  lois  de  la  décom- 
position des  fractions  rationnelles  binaires,  représenter  la  fonc- 
tion Y  comme  une  somme  de  termes  particuliers  dont  chacun  n'a 
au  dénominateur  qu'une  fonction  linéaire;  la  réduction  annoncée 
de  la  différentielle  rfV  aux  formes  normales  de  l'espèce  précédente 
se  trouve  ainsi  effectuée. 

Mais  on  peut  encore  obtenir  aisément  le  même  résultat  sans  in- 
troduire explicitement  la  variable  binaire  du  faisceau  de  rayons, 
et  nous  insistons  d'autant  plus  volontiers  sur  ce  sujet  que  plus 
tard  nous  obtiendrons  aussi  par  une  voie  analogue  des  développe- 
ments en  série  plus  compliqués  qui,  autrement,  se  déduiraient  a 
l'aide  de  décompositions  répétées  de  fonctions  rationnelles  en 
fractions  simples.  En  même  temps  nous  ferons  un  pas  de  plus 
dans  la  régularisation  de  la  différentielle,  en  ce  sens  que  nous  dis- 
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poserons  le  numérateur  de  telle  sorte  que  deux  seulement  des 
zéros  de  la  fonction  linéaire  du  dénominateur  donnent  lieu  à  des 
infinis  de  Pintégrale. 

Il  est  utile  pour  cet  objet  défaire  coïncider  le  point  Ç  as^ec  m 
des  points  x^'\  par  exemple  a\fec  x^'^'^\  convention  qui  sera  ob- 
servée dans  ce  qui  suit.  L^équation  des  autres  mn  —  i  points  x^ 

m 

étant  alors  donnée  par  mJ"*~*  =  o,  nous  pouvons  poser 
et  à  la  place  de  (Sa)  et  (i53)  se  présentent  les  équations 


i  -zinn —  t 


(34)        (.fr5)'«"-'=    JJ     (.r(0.r;),      (•fr;)'""-*  =  A/-f.BN; 


I  =1 


B  est  ici  une  courbe  d'ordre  mn  —  m  —  i  qui  passe  par  tous  ceu\ 
des  points  non  situés  sur  N  =  o  où  les  rayons  issus  de  Ç  rencon- 
trenty*=  o,  et  mn —  2  de  ses  intersections  avec  f  sont  placées  au 
point  \  lui-même.  On  a  aussi  alors 


M  ni,  MB 

M'  = 


Actuellement,  pour  simplifier  la  notation,  posons 

Faisons  ensuite  passer  une  courbe  G  d'ordre  [jl -{- n — >, 
ç;ii+/i-8_,  Q  pgp  Tensemble  des  n(fji-hw  —  3)  points  de  rencontre 
de  M  ^=:  o  et  B  =:  o  di\ecf=i  o;  cette  courbe  présentera  également 
quelque  chose  de  particulier  à  Tégard  des  intersections  x^'^  de 
N  =  o  avec  y  =  o.  Nous  avons  d'abord,  en  toute  hypothèse, 

(  35  )  cr"  ''  =  >lx  ^"  '  Bî"'"  -^  D ./. 

Nous  déterminerons  d'une  façon  plus  précise  la  courbe  C,  ainsi 
qu'il  suit.  La  ligne  joignant  un  point  d'intersection  x^^^  au  point  l 
coupe  la  courbe  primitive  cnn  —  2  autres  points  que  nous  désigne- 
rons par  j:'f*'*\j:^*'*^.  .  .,a:^*'"~2^;  nous  faisons  passer  par  tous  ces 
points  (*)  la  (/z  —  i)'*"* polaire  du  point  o:^*^  relativement  àC=o, 


[^)  Commo  la  polaire  en  question  est  d'ordre  n  —  a»  on  peut  précisément  eocoro 
satisfaire  à  la  condition  dont  il  s'agit;  la  polaire  ne  pourrait  comprendre  plus  de 
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en  sorle  que  nous  avons  les  équations 

(36)        (vijC^^.i,==o,     C|^rAÎC|^^*,,--o, ..  .,Oj^,C^^,„_,,:=:0, 

pour  toutes  les  valeurs  depuis  A  =i  jusqu'à  Ar  =  fA.  Cela  donne 
li[n  —  a)  équations  linéaires  pour  les  coefficients  de  C.  Parmi  ces 

derniers,  en  vertu  de  (.35),  -a((A  —  3)  H-  i  seulement  sont  arbi- 
traires, savoir  les  coefficients  de  l'expression  D;  et  comme  la  con- 
dition 

est  toujours  satisfaite  pour  m  ]>  i,  il  est,  en  fait,  possible,  de  dis- 
poser la  courbe  C  conformément  aux  équations  (35)  et  (36).  Nous 
reviendrons  encore,  en  finissant,  sur  le  cas  de  m  =  i. 

Formons  maintenant,  à  Taide  de  la  courbe  C,  l'expression  sui- 
vante du  {[JL -h  n  —  3  )'*"•  ordre 

-  Cr'^    C5.:>',(.H«),5)  JJ^(.H0a-5)  (.>x.(')5)i»-'  (|,|)    . 

Les  r,i  sont  ici  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan, 
et  l'indice  k  adjoint  au  second  signe  de  produits  indique  que  le 
produit  correspondant  multiplié  par  C|^7a*( -xr^^^/iÇ),  c'est-à-dire  celui 
qui  se  présente  dans  le  A**"*  terme  de  la  somme,  doit  êlre  formé 
de  fx — I  facteurs  seulement,  le  facteur  relatif  èi  i  =  k  devant  être 
omis;  au  contraire,  dans  le  premier  terme  de  la  différence  S, 
figure  un  produit  defi  facteurs.  Cette fonclion  S  s'évanouit  d'abord 
pour  tous  les  points  d* intersection  de  B  et  f.  En  effet,  pour 
xcsx^'"'^^,  le  premier  terme  s'annule  en  vertu  de  y=  o,  et  dans 
la  somme,  tous  les  termes  qui  renferment  le  facteur  [x^''^ x^'''^^ \) 
s'évanouissent,  puisque  x^'"'*^  désigne  précisément  un  point  de  la 
ligne  joignant  x^''^  à  ^.  Il  ne  reste  ainsi  que  le  terme  correspondant 


n^i  points  de  la  droite   sans  se  décomposer  en  la  droite  elle-même  et  en  une 


courbe  C^_,, 
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dans  la  somme  à  k  =  r;  mais  ce  dernier  disparaît  également  à 
cause  de  (36).  En  outre j  S  s'évanouit  pour  chacune  des  [x  inter- 
sections de  N  aifec  f.  En  .effet,  pour  x  =  x^^\  tous  les  termes  de  la 
somme  figurant  dans  S  qui  contiendraient  un  facteur  [x^*"^ X'''' l) 
disparaissent,  et  il  reste  seulement  le  terme  correspondant  à  Tin- 
dice  k  =  r 


Or  de  (35)  résulte 


et  Ton  déduit  de  la  première  équation  (34),  par  formation  polaire, 
en  observant  que  les  autres  termes  de  la  somme  qui  figure  d'abord 
dans  le  premier  membre  deviennent  nuls  pour  x  =  x^''\ 


!  =  •>. 


(.r('-^ï)fj   (.r(0.r('î?)=r:p.(.frC'-)ç)ti-i(.»,^r) 


r 
1  =  1 


Le  terme  ci-dessus  mentionné  qui  re^te  de  la  somme  figurant 
dans  S  devient  donc  égal  à 


l=x 


^m^-'-^b;;^;'  H  (-frc)?)!.-.  (.^,i;, 


1-1 


c'est-à-dire  égal,  sauf  le  signe,  au  premier  terme  de  S  pour 
X  =  x^^^  ;  S  lui-même  est  donc  nul,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
L'équation  S  =  o  représente,  d'après  cela,  une  courbe  qui  passe 
par  toutes  les  intersections  simples  de  y=  o  et  [^x^)v^=o. 
Au  point  I,  d'après  notre  détermination  de  B  =  o,  chacun  des 
termes  de  S  (et  par  conséquent  S  lui-même)  s'évanouit  au  degré 
fx  —  1  de  multiplicité.  Mais,  comme  la  courbe  (pour  /ii>i) 
n'est  pas  encore  complètement  déterminée  parles  conditions  (36), 
nous  pouvons  encore  disposer  de  G  de  telle  sorte  qu'un  /x*^""*  point 
d'intersection  de  S  =  o  avec/ =  o  tombe  à  |.  On  peut^  pour  cette 
raison,  poser 

(37)  S  =  P./^-R.(.^.rÇ)^ 

R  =  R;-^  désignant  une  fonction  entière  homogène  du  [n  —  3)**"* 


LA  GÉOMÉTBIB  SUR   UNE  COCHBB   AL(;ÉBRIQUE.  167 

ordre  par  rapport  aux  x,-.  Si  nous  divisons  enfin  dans  les  deux 
membres  de  (37)  par  le  produit 


A=l 


nous  obtenons,  en  vertu  de  (Sa)  et  (34),  sous  la  condition/—  o, 
la  décomposition  suivante  de  Y  en  fractions  simples  : 


^  ^  M  _      >IB 


Toute  foncLion  algébrique  du  [n  —  3)'^''"''  ordre  qui  ne  devient 
infinie  que  pour  un  certain  nombre  de  points  de  f  distincts  peut 
Jonc  se  décomposer^  à  l'aide  û?e  /'==  o,  en  une /onction  entière 
d'ordre  n  —  Z  et  en  une  somme  de  Jonctions  dont  les  dénomina- 
teurs sont  linéaires  et  qui  ne  deviennent  infinies  qu'en  deux  des 
points  d'évanouissement  de  ces  derniers,  le  numérateur  devenant 
nul  en  vertu  de  (  36  )  pour  les  n  —  a  autres  { *  ) . 

Il  nous  reste  encore  à  traiter  le  cas  où  m  =  i,  où,  par  suite,  dans 
le  dénominateur  de  Hf  figure  une  fonction  linéaire  u  =  u^,  dans 
le  numérateur  une  fonction  M  du  [n  —  a)**"®  ordre,  en  sorte  que 

¥=— .  Supposons  que  les  points  d'intersection   de  Ux  avec  J 

soient  désignés  par  a:^*J,a:f*^, . .  .jX^^^,  et  soient  Q2=o,  Q3=o,.  . . , 
{)n=  o  des  courbes  spéciales  du  [n  —  2 )^*"*  ordre  comprenant 
tous  les  points  de  rencontre  de  la  droite  avec  /*=  o,  excepté  pour 
Q2  les  points  x^^^  et  x^^^,  pour  Q3  les  points  x^*^  et  x^'\ . . .,,  pour 


(*)  La  possibilité  d'un  tel  développement  résulte  au  surplus  immédiatement  des 
conceptions  de  Riemann;  car  une  fonction  algébrique  est  complètement  définie  (h 
une  constante  près)  sur  la  surface  de  Riemann  qui  répond  à/iso  par  ses  zéros  et 
ses  infinis;  mais  les  deux  systèmes  se  confondent  pour  les  deux  membres  de  (38). 
Au  cas  où  plusieurs  des  intersections  de  /  et  N  sont  situées  sur  une  droite  passant 
par  I,  quelques  modifications  sont  à  apporter  au  texte,  mais  elles  sont  sans  influence 
sur  les  résultato. 
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Qn  les  points  x^*^  et  x^'^K  On  peut  alors,  dans  réqualion  { ^  ) 

déterminer  les  n  —  i  constantes  ki  de  telle  sorte  que  la  courbe 
ainsi  représentée  passe  par  n  —  i  points  d'intersection  de  la  droite 
avec  /=  o,  et  conséquemraent  renferme  cette  droite  tout  entière. 
En  effet,  si  Ton  indique  par  des  indices  supérieurs  que  les  coor- 
données du  point  d'intersection  en  question  ont  été  inth>duites 
dans  les  fonctions  M  et  Q/,  il  suffît  de  satisfaire  aux  équations 

pour  que  les  points  x^^^,  x^^\.  . . ,  x^'*^  soient  situés  sur  la  courbe 
précédente.  Si  Ton  détermine  les  constantes  A,*  par  ce  moyen,  la 
courbe  dont  il  s'agit  se  décompose  en  une  courbe  du  (n  —  S)**"* 
ordre  R  =  o  et  en  la  droite  Wx=  o,  de  sorte  que  Ton  a  identique- 
ment 

M  =  X-jQj-f  ^aQa-i  ...  -h  X,,Q«-h  «x-R, 


et  il  vient,  par  suite, 


Y  =  —  —  R  -+•  >  -^ 


1  =  n 

5 


i-2 


expression  dans  laquelle  chacun  des  termes  de  la  somme  ne  de- 
vient infini  qu'en  deux  points.  Le  résultat  précédent  reste  donc 
encore  exact  pour  m  =  i . 

Nous  mentionnerons  encore  les  modifications  que  subissent  les 
développements  précédents  lorsque,  parmi  les  mn  intersections, 
plusieurs  coïncident  (toutefois  non  en  des  points  singuliers  def). 
Supposons  qu'il  n'y  ait  plus  que  v  de  ces  points  x^'^  ayant  une  si- 
tuation distincte,  etque  chacun  d'eux  compte  respectivement/'/ fois, 
en  sorte  que 

/•j  -♦-  Tj  + . . .  -H  Ty  =  m/î. 

Faisons  coïncider  encore  le  point  ^  avec  un  de  ces  points,  ar^*^ 
par  exemple,  et  posons,  pour  abréger, 

1  =  mn  —  Tv, 


(*)  Foir  Cledsch  et  Gordax,  op.  cit„  p.  i8. 
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/\  étant  choisi  de  telle  sorte  que  mn —  2i\  soit  égal  ou  supérieur 
à  zéro  (*  ).  Uéquation  des  lignes  qui  joignent  |  aux  X  autres  points 
étan t donnée  par  (^xÇ)^=:  o,  à  la  place  de  la  seconde  équation  (34) 
inten'ient  la  suivante 

X  —  r,  intersections  de  B  --  o  avec  f=  o  étant  réunies  en  ^.  Nous 
déterminerons  ensuite  une  courbe  C  ==  o  de  Tordre  X  -f-  /i  —  3  ré- 
pondant aux  équations  (35)  et  (36),  en  sorte  que  la  /r**"*  polaire 
de  or^*^  s'évanouit  rjt  fois  pour  tout  point  x^*»'^  (^).  A  la  place 
de  S  vient  alors  Texpression 

i-t 

(39)         /  -C--*^     Z,.ej;î,(x(*>r|){x,ï)'-.  « 

1  *=i  L 


ou 


îi*     Vk) 


X  JJ      (*("xï)''(4.x(')Ç)W,(|^ç)r,. 


X  (  X  —  ï  1  (  X  —  -2  ) .  .  .  (  X  —  r^-  -h  I  ) 


I    »  ^  m  ^  »    •     •  *   Z* 


Actuellement,  de  Téquation  qui  se  présente  à  la  place  de  la  pre* 
ralère  équation  (34),  savoir 


i  =  v-1 


(4o)  (^f'^i) =n("^^'^-^^)"'' 


1=1 


*)  Parmi  les  v  points  est,  en  général,  compris  un  point  de  cette  espèce,  car  on  ne 
peut  pas  disposer  arbitrairement  des  nombres  r,  puisque,    pour   m>R  —  3,  par 

exemple,  -(n  —  i){n  —  a)  sont  déterminés  par  les  autres. 

(')  La  condition  nécessaire  k  la  possibilité  de  cette  détermination  est  ici  (voir  p.  i55  ). 

;(A— 3)-4-2^QA(n  — 2). 

Pour  rv=i,  m>  I,  elle  est  toujours  satisfaite.  Pour  les  cas  exceptionnels,  il  faut 
Mtrer  dans  des  considérations  particulières,  comme  dans  l'hypothèse  précédente. 
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résulte  par  formation  polaire 

et,  en  aj^ant  égard  à  ces  relations  et  à  (35),  on  reconnaît  que  S'  a 
un  zéro  simple  en  chacun  des  points  x^^^  et  un  zéro  d'ordre  X  — 1\  au 
point  \  (en  vertu  des  propriétés  de  B)  ;  de  plus,  en  disposant  con- 
venablement des  constantes  de  C,  on  pourra  obtenir  qu'un 
(X  —  r^-\-  i)'*"*  point  de  rencontre  de  S'=  o  avec  y  =  o  tombe  en 
\.  D'ailjeurs,  S'  a  un  zéro  multiple  d'ordre  r^  en  toute  intersec- 
tion r^-iple  x^*»'^  de  B  avec  y.  Si  donc  on  entend  par  R  =  o  une 
courbe  de  l'ordre  X  -f-  «  —  v —  2  qui  comprend  /> —  i  fois  seule- 
ment tout  point x^*»'^  (comptant /'A  fois),  ne  comprend  au  contraire 
pas  les  points  x^*^,  et  possède  en  ^  un  zéro  d'ordre  X  —  r\ —  v  -f-  2, 
on  a  la  relation  analogue  à  l'équation  (37) 

l=v-i 

(4i)  S'=  P/+R  JJ  (x(O^Ç). 


1=1 


Substituant   dans    (39),    divisant    dans   les   deux    membres    f0 
i^^^Y  et  posant  encore,  pour  abréger, 


1  =  7—1 


=  x'*» 


3^=z  !][  (xCOj^Ç)'-*-!, 

i  =  l 

il  vient,  à  cause  de  (34)  et  (4o)  et  en  vertu  de  f=z  o, 

En  vertu  des  conventions  faites  relativement  à  R,  le  quotient 
R:X  devient  infini  seulement  aux  points  d'intersection  de  N  avec 
J  et  conséquemment  aux  mêmes  points  que  V,  mais  en  chacun 
d'eux  (en  Ç  =  o:^^^  également)  il  devient  infini  d'un  ordre  moins 
élevé,  et,  pour  préciser,  de  l'ordre  /> — 1  en  x^^K  La  fonction  ^ 
est  donc  ramenée  à  une  fonction  qui  devient  infinie  d'un  ordre 
moindre  d'une  unité  aux  mêmes  points  et  peut  par  conséquent  être 
traitée  semblablement  à  ¥,  de  manière  à  conduire  à  des  fonctions 


"^ 


I 
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de  Tespèce  de  celles  qui  se  présentent  dans  la  somme  (4^)  ^t  au 
dénominateur  desquelles  ne  figurent  que  des  puissances  de  fonc- 
tions linéaires.  Or,  pour  ces  dernières,  on  a 

(.rïîg)^'*-'  _        T       Y         d    r(.rr.;K*->"| 


1=1 


Les  termes  de  la  somme  (4^)  se  déduisent  donc,  à  des  facteurs 
constants  près,  des  termes  de  la  somme  qui  figure  dans  (38)  par 

application  réitérée  du  procédé  de  formation  polaire  \  -r^  »3/. 

Pour  finir,  nous  allons  supposer  en  outre  des  circonstances  pré- 
cédentes que  la  courbe  N  =  o  ait  un  point  multiple  d'ordre  ç  en 
un  point  double  P  de/!  Alors,  généralement,  en  ce  dernier  sont 
situées  2if  intersections  des  deux  courbes;  l'équation  (j^j:^)'"''=  o 
renferme  donc  un  rayon  multiple  d'ordre  217.  Par  suite,  on  peut, 
comme  dans  le  cas  précédemment  considéré,  employer  pour  la 
décomposition  en  fractions  simples  une  fonction  S' analogue  à  celle 
formée  dans  l'équation  (Sp).  La  courbe  S'=  o  passe  alors  simple- 
ment par  le  point  double,  de  même  que  la  courbe  ll(^x^*^x'^)  =^  o 
composée  de  mn — 2ç-f-i  rayons.  En  conséquence,  l'équation 
(il)  a  lieu  de  nouveau,  et  il  en  est  de  même  de  l'équation  (4^)i 
qui  se  déduit  de  cette  même  équation  et  de  (Sp). 

Dans  cette  dernière  apparaît  comme  premier  terme  du  second 
membre  une  fonction  qui  a,  au  point  double  P,  un  zéro  d'ordre 
(/ — I  seulement.  Le  résultat  reste  donc  le  même.  On  procédera 
^  enfin  d'une  manière  semblable  en  cas  de  survenance  de  points  mul- 
tiples, en  sorte  que  toute  Jonction  algébrique  V  peut  être,  en  vertu 
(Ief=o,  développée  en  une  somme  de  la  forme  {4^)- 

Actuellement,  en  appliquant  ces  considérations  sur  la  fonction  Y 
à  notre  différentielle  rfV,  on  aperçoit  que  toute  différentielle  de 
l'espèce  par  nous  considérée  peut  être  ramenée  à  des  réunions  de 
différentielles  des  formes  suivantes  : 

i^  Différentielles  de  la  forme  -""^^[^ — '~^* 

2^  Différentielles  de  la  forme  —^ — ^7^1 ?  dans  lesquelles  la 

Clebsch.' ~  Géométrie,  III.  II 
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courbe  Q;~*=o  passe  par  n  —  a  des  n  intersections  de  Ux=o 
a9ec  y  =  o. 

3^  Différentielles  déduites  des  précédentes  par  le  procédé  [à 

appliquer  éventuellement  plusieurs  fois  )  \  ru  -r—  >  yi  désignant  les 

coordonnées  de  l'une  des  intersections  deux=o  avecy=  o.  —  On 
peut  les  représenter  comme  des  sommes  de  difTérentielles  dont  les 
intégrales  deviennent  chacune  infinie,  ou  bien  logarithmiqueroeni 
en  deux  points,  ou  bien  algébriquement  en  un  point  (en  général 
d^ordre  élevé),  d'une  manière  analogue  à  ce  que  nous  verrons plu<^ 
DdS,  dans  le  cas  où  figure  au  dénominateur  le  carré  d'une  fonction 
inéaire. 

Nos  considérations  précédentes  se  sont  rapportées  à  des  infinis 
de  la  fonction  placée  dans  V  sous  le  signe  d'intégration  f  c'est-à- 
dire  des  dérivées  w-j*  qui  prorenaient  de  la  natore  de  la  fonc- 
tion ¥•  Mais  les  dérivées  ^—  peuvent  aussi  devenir  infiniment 

grandes,  si  l'expression  Df^a^'^ac^  qui  figure  au  dénominateor, 
est  nuUe.  Cette  dernière  circonstance  se  présente  d'abord  lorsque 
X  est  un  point  de  contact  de  la  tangente  que  l'on  peut  mener  de  c 
à  la  courbe  (t.  II,  p.  7).  Alors  le  point  x  -f-  dx  est  en  ligne  droite 
avec  c  et  Xy  et  par  suite  l'expression  (^cxdx)f  qui  est  en  général 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  devient  un  infiniment  petit 
du  second  ordre;  le  quotient  [cxdx)la^^ac  reste  conséquem- 
ment  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Donc,  pour  un  point  de 
contact  des  tangentes  menées  de  c  à  la  courbe  (^  ),  V intégrale  \ 


(*)  Si  (en  coordonnées  rectan^pilaires)  on  plaee  le  point  e  an  point  à  rinâni  dr 

Taxe  Y,  ce  qui  est  indifférent  au  point  de  vue  projectif»  cea  pointa  de  contact  teront 

les  points  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann.  En  un  tel  point,  dx  devient  aoafi 

infiniment  petit  du  second  ordre  ;  si  donc  on  7  a  x  =  a^  dY  devra  se  comporter  ta 

ffx 
point  xss  a  comme  ,  ce  qu'il  est  aisé  de  prouver  directement.  (  Voir  Clibscb 

^x  —  a 
et  GoBDAM,  op.  cit,f  p.  II,  et  Riemasis,  op,  cie,^  $  7  et  9.  En  effet,  ^x — a  est,  au  point 
de  ramification,  une  grandeur  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  par  suite  le  quo- 
tient de  dx  par  ^x  —  a  en  j:  =  a  reste  infiniment  petit  du  preaiier  ordre,  ainsi  qv'il 
a  été  obtenu  au  texte. 
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rte  devient  pas  infinie;  en  effet,  sa  valeur  est  aussi  complètement 
iodépendante  du  point  c  (p.  i43). 

En  outre,  l'expression  D/*  s'évanouit,  et  cela  indépendamment 
des  quantités  c/,  dès  que  x  est  un  point  multiple  de  y*;  cependant 
nous  ne  supposerons  ici  que  la  présence  de  points  doubles  ou 
cuspidaux  de  la  courbe  primitive.  Dans  ce  cas,  le  déterminant 
[cxdx)^  dans  lequel  les  quantités  dxi  se  déterminent  au  moyen 
de  Téq nation  du  second  degré  a^~^  a^^.  =  o,  reste  infiniment  petit 
du  premier  ordre,  et  les  dérivées  de  V  par  rapport  aux  xi  de- 
viennent infinies.  Pour  déterminer  exactement  la  nature  de  ce 
passage  à  Tinfini,  nous  partirons  de  l'équation 

(43)  a^-^ac.u^.dV=^q2r^.[cjcdx), 

en  prenant  dV  sous  la  forme  désignée  dans  le  n®  2.  Par  ^  nous 
entendons  un  point  de  l'une  des  tangentes  du  point  double  jr, 
par  n  un  point  de  l'autre  tangente.  Au  moyen  de  (43)}  nous  ob- 
tiendrons alors,  pour  un  point  voisin  de^  sur  l'une  des  branches, 
la  valeur  de  rfV,  si  nous  posons  Xi  =  ji-j-  eÇ/,  dxi=  td\ij  e  dési- 
gnant une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Il  vient 
maintenant,  en  première  approximation, 

Choisissons  maintenant  pour  c  le  point  y;  ;  alors,  puisque  la  tan- 
gente de  la  première  polaire  de  %  au  point  double  y  coïncide  avec 
la  ligne  {"nyx)  =:  o,  il  viendra,  C  désignant  une  constante, 

d*oii 

(44)  rfv=     Q'"'     l^^  =  c\rf[iog(,rs)3. 

C  étant  une  nouvelle  constante.  L'intégrale  V  devient,  d'après 
cela,  logarithmiquement  infinie  en  un  point  double  jr  def\  savoir, 
comme  +log(rjj^|)  dans  la  direction  d'avancement  qui  corres- 
pond au  point  ^,  et  comme  —  ^^%\y^yX)  ^^^^  ^^  direction  qui  cor* 
respond  au  point  yj. 

Une  exception  se  présente  lorsque  la  courbe  Q  =  o  passe  éga- 
lement par  y  y  l'intégrale  restant  alors  finie. 

II. 


l64  TOMB   III.  —  dlAPITRE  I. 

Les  considérations  précédentes  ne  donnent  aucun  résultai  si  le 
point  double  se  transforme  en  un  point  de  rebroussement,  les 
points  Ç  et  yj  se  confondant  alors.  Pour  trouver  la  valeur  de  l'inté- 
grale dans  le  voisinage  du  point  de  rebroussement,  nous  devons 
donc  considérer  les  ternies  du  second  ordre  infinitésimal,  ce  qui 
s'efieclue  ainsi  qu'il  suit,  en  introduisant  de  nouvelles  variables/', 
s,  t  pour  les  alentours  du  point  j>'.  Nous  poserons 

(45)  '^i-'^-rri-^  sli-^  /r,-. 

Pour  obtenir  la  courbe  j  =■  o  exprimée  par  les  variables  /',  5,  / 
sous  la  forme  la  plus  simple  possible,  nous  placerons  ^  au  point 
d^inflexion  de  la  [n —  3  )»«"»«  polaire  àey,  c'est-à-dire  de  la  courbe 
du  troisième  ordre  a"~^a^=  o  et  ^  au  point  de  rencontre  de  la 
tangente  d'inflexion  de  Ç"  avec  la  tangente  de  rebroussemcnt  dej  ; 
on  a  de  la  sorte  les  équations 

* 

(l'y  '  ar  ----  o,     a"~^al  -    o,     a'^'^ a^ai  —  o, 
a  'l  '  rtr  J  aç  -^  o,     «^  "'  €ii  (tx,—  o. 

Pour  un   point  dans  le  voisinage  de  j  (c'est-à-dire  pour  des 
valeurs  infiniment  petites  de  j  et  f),  il  vient  donc 

Cl  par  conséquent  l'équation  y  =r:  o  se  transforme  en 

(46)  3r/*«;*-*«J  4-  («  -  1) s^ a'^r^ al -,  o     (*). 

Si  nous  faisons  ensuite  coïncider  c  avec  ^,  nous  obtiendrons 

ou,  en  vertu  de  (46)> 


D/—  [n  -  j)r'»-\^i/-  ^  [n  —  2)/i«-*«^.a;-'ûJ. 

Enfin,  pour  le  numérateur  de  rfV,  on  trouve 

(4^)  [^xdx)-.[}:.xl)[rds-sdr). 


(')  Par  suite,  <*  devient  comparable  à  s*  dans  le  voi8ina(je  de  j*,  ce  qui  coDCor<ie 
Avec  les  résultats  précédents  (t   H,  p.  23  et  33). 
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Pour  le  calcul  de  rfV,  nous  devons  encore  développer  la  fonc- 
lîon  —  suivant  les  puissances  de  s  et  t.  Il  vient,  par  suite  de  la 
substitution  (34),  en  première  approximation, 

I  (  I  SU'.  -+-  trtr 

Uj^       ru  y  -r  su\  -h  ///^       r//^.  /^  wj 

d'où 


"*  «.r  «j 


et  par  conséquent,  si,  en  tenant  compte  de  (47 )»  o*^  substitue  les 
valeurs  trouvées,  qu'on  pose  -  =  |ui  et  qu'on  exprime  la  grandeur  t 
par  fi  au  moyen  de  (46)»  on  aura 


On  tire  enfin  de  là  par  intégration,  A,  B,  C  désignant  des  con^ 
stantes  dont  les  valeurs  sont  faciles  à  emprunter  aux  expressions 
trouvées  pour  dV  ( *  ), 

A  - 

V  — h  B  \Jii  4-  C  a  -i-  .  .  .  , 

V'u  *  '  ^ 

ou,  puisque,  d'après  (45), /ji  =    =-    ^^  y 


(Î9)  V.:At/lii^UBl/i:r:^-4-c(»-^'--f. 

^  *^'  V  U-'ÎJ  V  l-^ï?)  (■'•ïr' 


(*)  ^o<r  Clebsch  et  Gordan,  op.  cit.^  p.   i3 
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Gesl  là  la  valeur  de  V  dans  le  voîsÎDage  du  point  de  rebrousse- 
ment^. 

L'intégrale  Y  dex^ient,  d'après  (49)>  algébriquement  infinie  au 
premier  ordre  en  un  point  de  rebroussement  (  '  ). 

On  devra  traiter  d^une  manière  semblable  une  intégrale  qui 
devient  infinie  en  un  point  multiple  de/*.  Toutefois,  la  manière  la 
plus  simple  d^opérer  consiste  à  supposer  que  le  point  multiple  a 
été  préalablement  résolu  de  la  manière  connue  (t.  II,  p.  210  et 
suiv.)  par  des  transformations  unidéterminatives;  car,  dans  une 
transformation  de  cette  espèce,  le  caractère  de  la  difTérentielle  ne 
change  pas,  ce  qu^on  démontre,  ainsi  qu'on  le  fera  plus  tard  pour 
les  différentielles  de  troisième  espèce.  La  différentielle  apparaît 
alors  comme  combinaison  des  différentielles  portant  les  n°*  S  et  3 
(p.  161  et  suiv.). 

VII.  —  Les  intégrales  normales  de  première,  de  deuxième 

et  de  troisième  espèoe. 

Les  intégrales  désignées  (p.  161)  sous  les  n®'  1  et  2  vont  main- 
tenant être  étudiées  avec  plus  de  soin  sous  le  rapport  de  leurs  pro- 
priétés. 

En  premier  lieu,  il  est  clair  qu'il  peut  exister  des  intégrales  qui 
ne  deviennent  infinies  pour  aucun  point  de  la  courbe,  et  dont 
conséquemment  la  différentielle  pour  tous  les  points  de  la  courbe 
reste  infiniment  petite  du  premier  ordre;  ce  sont  évidemment  les 
différentielles  de  la  forme 

si  Ton  détermine  la  courbe  R  de  telle  sorte  qu'en  tous  les  points 
dételle  ait  un  zéro  du  même  ordre  que  le  dénominateur,  excepté 
aux  points  de  contact  des  tangentes  proprement  dites  que  Ton 


(* )  Et  non  à  Tordre  -t  car  le  point  de  rebrouMement  est  un  point  de  remificatieo 
de  la  surface  de  Riemann  correspondante,  et  en  un  tel  point,  si  x  devient  égal  à  «, 
est  une  grandeur  Inflniment  petite  du  premier  ordre.  (Comparer  la  note  de 

la  page  163.) 
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peut  mener  de  c  à  la  courbe,  points  pour  lesquels  le  déterminant 
(cjcdjc)  devient  également  nul  (p.  i6a).  Or  il  suflit  pour  cela  de 
choisir  pour  R*~*=o  une  courbe  d'ordre  n  —  3  adjointe  à  f^ 
ainsi  qu'il  ressort  immédiatement  de  la  définition  donnée  pour 
cette  nature  de  courbes  (p.  ^3).  En  effet,  la  courbe  dont  il  s'agit 
a  en  tout  point  singulier  de  /*  autant  de  points  communs  avec  f 
que  la  polaire  a^'^ac^  en  retranchant  du  nombre  de  ces  derniers 
les  points  de  ramification  (t.  II,  p.  ai 5)  qui  peuvent  être  situés 
aux  points  multiples;  mais  pour  ceux-là  le  déterminant  (ex Jx) 
devient  de  nouveau  infiniment  petit  du  deuxième  ordre,  si  Ton 
passe  du  point  multiple  x  à  un  point  x+  dx,  en  avançant  sur  la 
branche  sur  laquelle  le  point  de  ramification  s'est  rapproché  de  x, 
et  notre  différentielle  reste,  en  fait,  une  quantité  infiniment  petite 
du  premier  ordre,  de  quelque  manière  que  Ton  puisse  choisir  le 
point  X  +  dx  dans  le  voisinage  de  x.  A  Texemple  de  Riemann, 
nous  désignerons  toujours  une  courbe  adjointe  du  [n  —  3)**"** 
ordre  par  9,  et  l'intégrale  qui  reste  constamment  finie  par  J.  Nous 
appellerons  la  différentielle  de  cette  dernière  différentielle  de 
première  espèce  : 


(/.rj  Ox^  axj 

De  nos  précédentes  observations  sur  les  courbes  adjointes 
d'ordre  n  —  3  (p.  21)  résulte  immédiatement  ce  théorème  : 

Il  existe  p  différentielles  de  première  espèce  linéairement  indé- 
/fendantes  les  unes  des  autres,  ou,  en  d'autres  termes  :  Toute  dif- 
férentielle de  première  espèce  appartenant  à  f  peut  être  repré^ 
sentée  comme  combinaison  linéaire  de  p  autres  dijfférentieltes 
similaires. 

Parmi  les  différentielles  désignées  sous  le  n®  1  (p.  161),  nous 
commencerons  par  nous  occuper,  dans  ce  qui  suit,  uniquement 
(les  différentielles  de  première  espèce  qui  viennent  d'être  définies, 
toates  les  autres  pouvant  être  considérées  comme  des  cas  par- 
ticuliers des  cas  désignés  sous  les  n^'  2  et  3,  ainsi  qu'on  le  verra 
4'ncore  incessamment.  De  même,  dans  les  différentielles  désignées 
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SOUS  le  n**  2,  nous  nous  proposerons  de  considérer  d'abord  celles 
seulement  qui  ne  deviennent  pas  finies  aux  points  doubles  de/; 
c'est-à-dire  que  nous  remplacerons  la  courbe  Q  =  o  par  une 
courbe  adjointe  du  (ti —  2;*^"™*  ordre  ïîj"^  =  o.  Cela  est  toujours 
possible,  car  la  courbe  £2  =  o  n'est  assujettie,  en  dehors  de  celle 
condition,  qu'à  passer  par  n  —  a  points  de  rencontre  de  la  droite 
1/^.=:  o,  Ux  désignant  la  fonction  linéaire  qui  figure  au  dénominateur 
de  la  difTérentielle.  Donc,  parmi  les  points  de  rencontre  de  la 
courbe  û  =  o  ai\ecf=  o, 

n[n  —  i)  — 2ai*(/  —  i)  —  [n  —  i)  — p  =/? 

peuvent  encore  être  choisis  arbitrairejnent.  Les  deux  autres  points 
de  rencontre  de  1/^=0  avecy^=  o  étant  désignés  par  5,  yj,  les  dé- 
rivées de  l'intégrale  par  rapport  aux  x/  ne  deviendront  infinies 
qu'en  \  et  in.  Une  telle  différentielle  y  qui  ne  prend  une  valeur 
infinie  qu'en  deux  points  distincts  de  f,  s'appelle  une  différentielle 
de  troisième  espèce,  et  l'intégrale  correspondante,  qui  devient 
infinie  en  ces  deux  points  seulement,  s'appelle  semblablement  une 
intégrale  de  troisième  espèce  (  '  ). 

Cette  dernière  intégrale  sera,  dans  ce  qui  suit,  désignée  par  Sç^, 
I,  y?  étant  les  deux  points  où  elle  devient  infinie.  Sa  difierentielle 
est  donc  définie  par 

en  supposant  Texistence  des  équations  suivantes  : 

(3)  arM'îS'KïS^)  — (5-^^]'-/^(ï'î'^)-N- 

Cette  dernière  équation  résulte  immédiatement  des  conditions 


(*)  L'intégrale  de  deuxième  espèce  sera  définie  incessamment  {F'oir  RiEiiA!i!f,  J  2 ; 
Clbbsch  et  Gobda;«,  p.  20.  Il  est  à  remarquer  que  les  désignations  du  texte  ne  con- 
cordent pas  avec  celles  introduites  par  Legendre  et  Jacobi  pour  les  intégrales  ellip- 
tiques; en  eflct,  l'intégrale  elliptique  normale  de  troisième  espèce  de  Legendre  a 
quatre  infinis.  (^Voir  KÔsigsbbrgeb,  Théorie  der  elUptischen  Functionen,  i'*  Partie, 
p.  376,  et  Bbiot  et  Boqqcbt,  Théorie  des  fonctions  eUiptiqueSy  3*  édition,  p.  68i.) 
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que  nous  avons  imposées  à  la  fonction  0;  les  quantités  ^i  sont  ici 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  [introduites  uniquement 
dans  le  but  d'écrire  l'équation  sous  forme  homogène,  de  même  que 
le  facteur  (Ç»3^)^  mis  auprès  de  y]  et  N  est  une  fonction  entière 
du  (/ï  —  i)»^"»©  ordre.  L'équation  dont  il  s'agit  aune  importance 
particulière  pour  une  application  qui  viendra  plus  tard. 

Le  mode  suivant  lequel  l'intégrale  8=,.  devient  infinie  aux 
points  Ç  et  >9  est  aisé  à  déterminer.  Nous  poserons  (comme  à  la 
p.  i63)  a:  =  5  -h  6?![,  e  étant  une  quantité  infiniment  petite  et  f  un 
point  de  la  tangente  de  Ç;  nous  obtiendrons  alors  en  première 
approximation,  pourc/=:  t?/, 

Mais  de  Téquation  (3),  si  l'on  forme  dans  les  deux  membres  la 
première  polaire  de  >g  pour  x  =  $,  résulte 

(4)  nr*--/7«r^«v 

el  l'on  obtient  conséquemraent  pour  le  voisinage  du  point  ^ 

r/hr,  ^-  -— • 

L intégrale  S^^  se  comporte  donc  dans  le  voisinage  du  point  $, 
où  elle  devient  infinie^  comme  -h  log(  J/}a:),  et,  par  suite,  dans  le 
voisinage  du  point  de  même  espèce  m,  comme  —  ^og[\rix)  (  *  ). 

Il  a  été  observé  précédemment  que,  pour  la  courbe  û,  p  points 
d'intersection  peuvent  encore  être  pris  arbitrairement  sur  /I  La 
différentielle  rfSç,  n'est  donc  nullement  définie  par  les  points  Ç  et  >?, 
et,  au  contraire,  nous  obtiendrons  une  autre  courbe  Qf  et  une 
autre  différentielle  dS\^  si  nous  remplaçons  ces  p  points,  en  tota- 
lité ou  partiellement,  par  d'autres.  Relativement  à  la  fonction  D! 
existent  alors  également  (pour  une  fixation  convenable  des  valeurs 
absolues  de  ses  coefficients)  l'équation  (3)  et  par  conséquent  aussi 


(*)  Cela  reste  rrai  même  quand  un  point  où  l'intégrale  devient infloie  tombe  en  un 
point  de  contact  des  tangentes  menées  de  c  &/»  La  situation  de  c  est  complètement 
indifférente.  Les  points  Ç,  r^  peuvent  aussi  se  réunir  en  un  point  double,  ainsi  qu'il 
sera  expliqué  ultérieurement. 
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réquatioD  (4)  qui  en  est  déduite,  c^estnà-dire  que  Ton  a 

11  résolte  que  la  différence  fl""*  —  ^'ï~*  s'évanouit  pour  x=::  ; 
et  X  =  >).  La  courbe  ù  —  û'=  o  comprend  donc  la  droite  \yi  tout 
entière,  et  l'on  peut  poser 

o  étant  une  courbe  adjointe  C^.s.  Si  donc,  pour  les  deux  mêmes 
points  Ç,  n  donnant  des  infinis,  on  forme  de  deux  manières  diffé- 
rentes la  différentielle  de  troisième  espèce  ^Sç,,  les  deux  forma- 
tions, quand  on  dispose  coni^enablement  des  constantes  qui  j 
figurent,  ne  dijffèrent  entre  elles  que  d'une  dijfférentielle  de  pre- 
mière espèce. 

Si  nous  rapprochons  indéfiniment  sur  la  même  branche  de  courbo 
les  deux  points  de  la  différentielle  de  troisième  espèce  qui  donnent 
des  infinis,  <iSç^  donne  naissance  à  une  différentielle  de  seconde 

espèce.  La  ligne  ^m  deviendra  la  tangente  de/" au  point  unique  que 
nous  désignerons  par  Ç,  et  l'on  peut  par  suite  [en  se  servant  de 
la  notation  rfEç)  définir  la  différentielle  de  deuxième  espèce  par 
l'équation 


^^«=^3 


n'.a'{'^aj,.a%~^a^^ 


12  est  encore  actuellement  adjointe  ày*et  passe  par  les  ix  —  2  autres 
points  où  la  tangente  de^*  en  \  rencontre  y*.  Pour  12  existe  donc, 
n  étant  un  point  quelconque,  une  équation  de  la  forme 

(5)  arM5^-'-)*=  [^r'^^'-f-^  ^r-»/7,.Mr'. 

La  courbe  y*  est  touchée  par  la  courbe  M,  en  tous  les  points  de 
rencontre  de  la  ligne  (Çt?x)  =  o,  à  l'exception  du  point  Ç  lui- 
même. 

En  ce  qui  concerne  la  différentielle  de  deuxième  espèce,  obser- 
vons ici,  sans  indiquer  la  démonstration,  qu'une  telle  fonction 
peut  toujours,  à  part  une  différentielle  de  première  espèce  entrant 
addilivement,  être  déduite  d'une  différentielle  de  troisième  espèce 


/i 
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par  un  procédé  de  difTérentiation  ;  on  a  en  eflet^  si  af '*  a^^  =  o  (  *  ), 

Ou  Ou  Ou 

A  Faide  de  cette  relation,  on  peut  déduire  les  propositions  rela* 
tîves  à  ia  diiTérentîelle  dKi  des  propositions  similaires  relatives  à 
la  différentielle  dSi^.  On  obtient  ainsi  en  particulier  ce  résultat, 
que     Fintégrale    fd¥*i    devient    infinie    pour    Xi  =  $i,     comme 

'     djc 

-. -Tj  pour  jr  ^  Ç.  L'intégrale  de  deuxième  espèce  déifient 

donc  au  point  \  algébriquement  infinie  au  premier  ordre,  ce  que 
Ton  vérifie  aussi  sans  peine  directement  en  faisant  usage  de  Téqua- 
lion  (5). 

Nous  ne  voulons  pas  ici  insister  davantage  sur  les  intégrales 
citées  sous  le  n**  3  (p.  162);  on  pourra  déduire  leurs  propriétés 
de  celles  des  intégrales  de  première,  de  deuxième  et  de  troisième 
espèce,  en  employant  le  procédé  de  différentiation  indiqué  pré- 
cédemment. Faisons  toutefois  remarquer  qu'une  différentielle 
dans  le  dénominateur  de  laquelle  figure  le  carré  d'une  expression 
linéaire,  c'est-à-dire  une  différentielle  de  la  forme 

peut  toujours  se  ramener  directement  à  des  différentielles  de 
seconde  et  de  troisième  espèce^ 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  déterminerons  n 
courbes  Qi  =  o,  Q2=  o,  .  . . ,  Q„=  o  telles  que  Qa=  o  touche 
la  courbe  primitive  en  tous  les  points  de  rencontre  x^^^  de  Ux  =  o, 
à  l'exception  du  point  x^*^  Nous  pouvons  alors  déterminer  n  con- 
stantes kiy  telles  que  la  courbe 

passe  par  la  totalité  des  n  points  x^^\  car  il  suffît  pour  cela  de 


C)  Voir  sur  ce  sujet  Clebsch  et  Gobdan,  p.  28.  M.  Thom&e  obtient  les  intégrales  de 
deuxième  espèce  en  diflerentîant  celles  de  première  espèce  par  rapport  aux  paramètres 
dont  dépendent  les  points  de  ramification  {^Journal  de  CrelU,  t.  G6  et  71). 
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satisfaire  aux  équations 

les  indices  ayant  une  signification  analogue  à  celle  qu'ils  avaient 
(p,  i58).  Il  vient  donc 

(6)  Q=z2XvQ,-f-//.n, 

ù  étant  une  courbe  du  [n  —  2 y*"»»  ordre,  et,  pour  préciser,  une 
courbe  adjointe  à  y,  si  nous  admettons,  comme  on  peut  le  faire 
pour  abréger,  que  les  courbes  Q  =  o  et  Qa  =  o  soient  simulta- 
nément adjointes  kf.  Actuellement,  en  vertu  de  (6),  on  a 

Mais  ici  chacun  des  termes  de  la  somme  qui  figure  à  droite  est 
une  différentielle  de  deuxième  espèce,  car,  à  cause  des  détermi- 
nations faites  relativement  à  Q/  =  o,  on  peut  poser 

ni=  o  désignant  une  courbe  C«_2  qui  passe  par  les  n —  2  autres 
intersections  de  la  tangente  de  Jt^'^  avecy=  o.  Le  dernier  terme 
du  second  membre  de  Téquation  (7)  peut  être  décomposé  en  une 
somme  de  n  —  i  intégrales  de  troisième  espèce.  On  a  donc  fina- 
lement 

L'intégrale  V  déifient,  d'après  cela,  infinie  en  chacun  des  points 

■ 
x^'^,  de  la  même  manière  que  la  fonction  log(x  —  Ç) 


de\^ient  infinie  pour  x  =  £. 

On  traitera  d'une  manière  analogue  les  différentielles  dans  les- 
quelles figure  au  dénominateur  une  puissance  supérieure  de  «x* 
C'est  dans  cette  classe  d'intégrales  abéliennes  que  doit  être  rangée 
l'intégrale  d'aire  Jydxy  qui  répond  à  une  courbe  F(jr,j^)=o 
donnée  en  coordonnées  rectangulaires.  En  effet,  pour  x^==.  X\\  otj, 
j  =  x,  lOTs,  on  a 


Çydx:=.    n^.^^>^.---n^'-^)^^ 
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Cette  intégrale^  où  figure  la  troisième  puissance  de  i/^,  se  déduit 
de  Y  si  l'on  pose,  Q  désignant  la  fonction  du  numérateur^ 

ôF 

Au  point  de  vue  de  certaines  applications  qui  doivent  venir 
plus  tard,  une  importance  particulière  s'attache  aux  remarques 
suivantes.  Nous  pouvons,  entre  autres  choses,  réunir  en  un  point 
double  demies  points  H,  vî  qui  figurent  dans  la  différentielle  rfSç,. 
Mais  n  passe  par  ce  point  double  comme  courbe  adjointe  à  /*,  et 
a  par  suite  n  —  i  points  d'intersections  communs  avec  la  ligne  |r,  ; 
en  d'autres  termes,  Q  renferme  cette  droite  tout  entière.  On  a 
donc 

rxn-i  .  _  -.       lia  -3 

les  quantités  a/  étant  les  coordonnées  de  la  droite  qui  figure  au 
dénominateur  de  dS-.y..  La  différentielle  elle-même  prend  consé- 
(]uemnicnt  la  forme 

H  passant  ici  par  tous  les  points  multiples  de  fy  à  l'exception  du 
point  double  situé  sur  Ujc]  cette  même  différentielle  est  d'ailleurs 
devenue  complètement  indépendante  de  iijc.  La  différentielle  dont 
il  s'agit  fournil  également  la  représentation  des  intégrales  indiquées 
sous  le  n"  1  (p.  161)  et  qui  ne  sont  pas  constamment  finies,  puis- 
qu'elles deviennent  infinies  aux  points  doubles  dey*;  car  il  est  aisé 
d'apercevoir  que  toute  différentielle  de  la  forme  n"  1  qui  devient 
infinie  en  plusieurs  points  doubles  peut  être  développée  en  une 
somme  de  différentielles  dont  chacune  ne  devient  infinie  qu'en  un 
point  double.  Nous  pouvons  encore  ramener  ces  différentielles  à 
des  différentielles  de  troisième  espèce;  elles  aussi  deviennent  loga- 
rithmiquement  infinies  en  deux  points  [voir  p.    i63),   le  point 


(')  De  la  formule  qui  sera  ainsi  obtenue,  on  déduira  toutes  les  propriétés  (et  en 
particulier  la  détermination  des  périodes)  de  l'intégrale  y^-</x,  qui  ont  été  indiquées 
par  M.  Maub  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  187'!,  p.  692,  767,  863, 
9^3%  Foir  aussi,  pour  les  courbes  de  genre  />  =  o,  i,  Hermite,  Cours  d'Anal)  se  de 
l'École  Polytechnique,  !'•  Partie.  Paris,  18; 3. 


double  pouvant  être  regardé  comme  placé  d'abord  sur  Tune  des 
branches  qui  le  traverse,  puis  sur  Tautre.  Cette  dernière  circon- 
stance devient  évidente  si  Ton  résout  le  point  double,  par  trans- 
formation unidéterminative  de  la  courbe  primitive,  en  deux  points 
distincts,  ainsi  qu'il  sera  plus  amplement  expliqué  tout  à  Theure. 

On  reconnaît  d'une  manière  analogue  qu'une  différentielle 
infinie  à  point  de  rebroussement  unique  doit  être  considérée 
comme  une  différentielle  de  deuxième  espèce  {*)]  car  toute  droite 
menée  par  le  point  de  rebroussement  y  réunit  deux  points  infini- 
ment voisins,  à  la  différence  d'une  droite  passant  par  le  point 
double  qui  doit  être  considéré  comme  ligne  de  jonction  de  deox 
points  différents  de  la  courbe. 

Ces  dernières  explications,  ainsi  qu'il  a  déjà  été  énoncé,  pré- 
sentent un  intérêt  particulier  si  l'on  soumet  la  courbe  f  à  une 
transformation  unidéterminative.  Nous  abordons  maintenant 
l'examen  de  l'influence  exercée  par  une  pareille  transformation 
de  la  courbe  primitive  sur  une  différentielle  de  première,  de 
deuxième  ou  de  troisième  espèce.  Supposons  que  la  transformation 
de/{x)  =  o  en  une  courbe  du  v""*  ordre  F(j^'-)  =  o  soit,  comme  à 
la  page  a ,  donnée  par  des  équations  de  la  forme 

et  que  par  leur  intermédiaire  /x''F(j^  )  =  F(4>)  se  change  en  M.J, 
On  a  alors  pour  tous  les  points  def=  o 

et  par  suite,  puisque  (p.  14)  f*         -.       =  — >^ — > 

V    dx,       ^dx^       ^ôxj  ^     L  àfy     "^        dj^  dit      J 


en  posant 


,  ()♦/  d^i  à*. 

OXx  OJCf  w. 


(*)  Au  point  cuspidal,  elle  est  en  effet  algébriquement  infinie  au  premier  ordre. 
{Foir  p.  166,  note). 
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Il  vient  ensuite,  d'après  le  théorème  sur  la  multiplication  des 
déterminants, 

p«(Xjrfj)=i:{A*£/*)=-(cj:££r). (♦,♦,♦,), 

i^î^^^i)  désignant  encore  le  déterminant  fonctionnel  et  j  Tordre 
des^i'.  Or  les  relations  établies  ici  suffisent  pour  la  transformation 
de  notre  différentielle.  Admettons  qu'une  différentielle  de  cette 
nature  soit  donnée  pour  la  courbe  F,  que  cette  différentielle  soit 
de  la  troisième  espèce,  et  que  les  deux  points  qui  donnent  des 
infinis  soient  sur  la  ligne  (^  ;  on  trouve  immédiatement 

nf r] .  {krfir)      a(») .  (♦,♦,♦,] .  {cjrff.r) 

2<'/7/  *  2 X/ -7—  2 Vi ♦/ .  M  .  2 Ci ^— 

Oji  oxi 

L'expression  qui  figure  dans  le  premier  membre  et  celle  qui 
figure  dans  le  second  sont  d'une  nature  tout  à  fait  semblable,  sauf 
en  ce  que,  à  la  place  des  fonctions  H  et  f'^,  se  trouvent  respective- 
ment les  fonctions  û(*).(<I>,4>j<I>3)  et  2i^,<f>|-.M,  et  qu'à  la  place 
des  quantités  absolument  arbitraires  h  apparaissent  les  quantités 
également  arbitraires  c. 

Or  n  est  une  courbe  du  (/i  —  ^^^^^  ordre  adjointe  à  F,  d'où, 
suivant  une  proposition  précédente  (p.  20), 

(♦,♦,♦,). a(*)  =  M.»(x)  -hC./, 

«(x)  =  0  étant  une  courbe  d'ordre  5  4-  n  —  3  qui,  en  dehors  des 
points  multiples  et  des  points  communs  des  ♦,  rencontre  y  uni- 
quement aux  points  correspondant  aux  intersections  de  A  avec  F. 
Conséquemment  ci)(x)  passe  aussi  en  particulier  par  les  n  —  2 
intersections  de  la  courbe  Sç'/^/ss  o  avec  y,  qui  correspondent 
aux  n —  2  points  de  v^-=  o  situés  sur  Î2.  Le  second  membre  de 
Téquation 


Vy.^k^  •3—  2f'|4>/  •  2 Ci 


représente  donc  une  différentielle  qui  devient  infinie,  unique- 
ment aux  deux  points  où  le  même  fait  se  présente  pour  la  dif- 
férentielle qui  figure  dans  le  premier  membre,  et  représente  en 
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conséquence  encore  une  différentielle  de  troisième  espèce;  car, 
d'après  ce  qui  précède,  pour  tout  point  commun  /'p'®  des  * 
qui  est  un  point  commun  i*P'°  de  f{i^i)i  w(a:)  s'évanouil 
r -f- i  —  1  fois,  c'est-à-dire  toujours  le  même  nombre  de  fois 
que  le  déterminateur  du  second  membre.  On  doit  d^ailleurs  pou- 
voir représenter  la  différentielle  figurant  au  second  membre  de 
telle  façon  qu'au  dénominateur  n'entre  qu'une  fonction  linéaire. 
Car  si  ^,  n  sont  les  points  de  notre  différentielle  qui  donnent  des 
inûnis,  et  que  û'=  o  soit  une  courbe  adjointe  à  f^  et  passant  par 
les  n — 2  autres  intersections  de  la  droite  {oclr,)  =  o  avecy,  il 
existe  évidemment,  en  vertu  de  y==  o,  une  équation  de  la  forme 


M 


.  (Çï3.r)  =  n'.2fv*/. 


Les  points  ^,  rt  peuvent  en  particulier  former  l'un  des  couples 
de  points  de  f  qui  se  réunissent  en  un  point  double  de  F;  alors 
^{j)  ^s^  divisible  par  i'^,  et  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
ci-dessus  figure  une  différentielle  de  troisième  espèce,  de  la  nature 
mentionnée  en  dernier  lieu  et  représentée  par  l'équation  (8).  Nous 
avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Dans  une  transformation  unidéterniinatwe  de  la  courbe  f,  une 
différentielle  de  troisième  espèce  se  change  toujours  en  une  diffé- 
rentielle de  troisième  espèce,  et  il  en  est  ainsi  indépendamment 
de  la  circonstance  que  les  deux  points  de  cette  intégrale  donnant 
des  injïnis  soient  séparés  surf  ou  réunis  en  un  point  double  de  f: 
au  contraire,  une  différentielle  de  l'une  des  catégories  peut  être 
ramenée  à  une  différentielle  de  Vautre  catégorie. 

La  môme  chose  a  naturellement  lieu  lorsque  les  deux  points 
donnant  des  infinis  sont  infiniment  rapprochés  l'un  de  l'autre,  ou 
lorsqu'on  pose  il  =  ^/^,  4>,  <J>  =  o  étant  une  courbe  adjointe  à/. 

Donc(*)  : 

Jjne  différentielle  de  première  ou  de  deuxième  espèce  se 
change  toujours,  lors  d 'une  transformation  unidéterminati\^e  de 


(')  Pour  les  différentielles  de  première  espèce,  voir  Cledscii  et  Gordan,  p.  5o. 
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la  courbe primitwe,  en  une  différentielle  de  première  ou  deuxième 
espèce  respectivement. 

Nos  recherches  précédentes  ont  été  de  nature  purement  algé- 
brique, et  elles  se  sont  rapportées  à  des  quotients  de  fonctions  algé- 
briques. En  passant  aux  intégrales  de  nos  diiTérentielles,  nous 
devons  encore  porter  notre  examen  sur  d^autres  recherches  et  en 
particulier  sur  celles  relatives  aux  propriétés  périodiques  des  inté- 
grales algébriques,  car  c'est  précisément  sur  ces  dernières  que 
reposent  les  applications  géométriques  ultérieures  de  ces  théories 
{voir  l'exemple  des  intégrales  elliptiques,  t.  II,  p.  862  et  suiv.). 
Ce  n'est  pas  toutefois  ici  le  lieu  de  donner  une  exposition  détaillée 
des  faits  dont  nous  parlons  ;  nous  nous  bornerons  à  un  court  aperçu 
des  résultats,  aperçu  qui  sera  d'autant  plus  utile  que  nous  y  trou- 
verons l'occasion  de  mettre  en  connexion  et  de  définir  des  systèmes 
de  désignation  dont  nous  ferons  usage  plus  tard. 

Dans  la  considération  d'une  intégrale  algébrique,  il  est  à  remar- 
quer, avant  toutes  choses,  que  la  valeur  d'une  telle  intégrale  peut 
toujours  dépendre  du  contour  d'intégration  employé,  et  n'est  con- 
séquemment  pas  déterminée  d'une  manière  complète.  Les  questions 
qui  découlent  de  là  se  résolvent  de  la  manière  la  plus  simple  pos- 
sible, si  Ton  fait  usage  des  représentations  de  Riemann,  ou,  en 
d'autres  termes,  si  l'on  prend  pour  base  l'équation  de  la  courbe  en 
coordonnées  rectangulaires,  et  qu'on  développe  l'une  de  ces  der- 
nières coordonnées  considérée  comme  fonction  de  l'autre  sur  la 
surface  de  Riemann  correspondante,  représentation  qui  présente 
au  surplus  une  grande  utilité  pour  l'étude  purement  algébrique 
du  champ  de  valeurs  représenté  pary=o  {voir  t.  II,  p.  366,  ^t 
t.  III,  p.  27).  Dans  ce  qui  suit,  nous  résumerons  en  peu  de  mots 
les  résultats  ainsi  obtenus,  dans  la  mesure  où  nous  devons  en 
faire  usage  plus  tard  pour  les  recherches,  mais  sans  pouvoir  donner 
d'une  manière  absolument  complète  les  démonstrations  qui  s'y 
rapportent. 

Nous  considérerons  d'abord  Vintégrale  de  première  espèce.  La 
valeur  d'une  semblable  fonction  est  déterminée  si  l'on  donne  la 
limite  inférieure  et  la  limite  supérieure,  ainsi  que  le  chemin  le  long 
duquel  l'intégrale  va  de  l'une  à  l'autre.  Deux  contours  d'intégra- 
tion qui  peuvent  être  ramenés  l'un  à  l'autre,  soit  par  le  fini,  soit 

Clebsch.  —  Géométrie f  III.  12 
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par  rinfini,  mais  sans'  qu'il  y  ait  franchissement  d'un  point  de 
ramification  de  la  surface,  fournissent  toujours  le  même  résultat 
pour  la  valeur  de  l'intégrale;  car  cette  dernière  (comme  intégrale 
de  première  espèce)  ne  devient  infinie  en  aucun  point  de  la  sur- 
face. Mais  si  les  deux  chemins  comprennent  des  points  de  ramifi- 
cation et  pas  plus  tous  qu'aucun,  en  sorte  qu'il  ne  soit  pas  pos- 
sible de  transformer  directement  un  contour  d'intégration  eo 
l'autre,  on  a  en  présence  deux  valeurs  différentes  de  l'intégrale, 
quoique  les  limites  supérieures  et  inférieures  de  l'intégrale  soient 
les  mêmes.  On  peut  alors  mettre  à  la  place  du  second  chemin  le 
premier  augmenté  d'une  courbe  fermée  qui  comprend  le  second 
contour  d'intégration  parcouru  dans  sa  direction  primitive  et  le 
premier  parcouru  dans  la  direction  opposée  ;  on  peut  donc  consi- 
dérer le  second  chemin  comme  dérivant  du  premier  par  l'adjonc- 
tion d'un  contour  entourant  les  points  de  ramification  franchis  et 
pouvant  serrer  ceux-ci  d'aussi  près  qu'on  le  voudra,  contour  qui 
est,  par  suite,  équivalent  à  un  contour  fermé  tracé  autour  des 
points  de  ramification  dont  il  s'agit,  puisque  le  chemin  qui  joint 
ce  dernier  contour  au  premier  est  parcouru  deux  fois  en  sens  op- 
posé et  ne  fournit  par  conséquent  aucun  accroissement  à  l'inté- 
grale. Toutes  les  modifications  qu'éprouve  l'intégrale  par  change- 
ment du  contour  d'intégration  sont,  par  suite,  représentables  par 
les  valeurs  prises  par  l'intégrale,  le  long  des  lacets  qui  entourent 
les  points  de  ramification.  Il  s'agit  donc  d'abord  de  déterminer  le 
nombre  des  chemins  de  cette  espèce,  indépendants  les  uns  des 
autres  (non  réductibles  par  déformation  et  combinaison),  qui  sont 
possibles  sur  la  surface. 

Il  est  utile,  pour  cet  objet,  de  se  former  des  idées  plus  précises 
sur  la  conformation  des  surfaces  de  Riemann,  et  de  faire  les  fixa- 
tions nécessaires.  En  premier  lieu,  on  peut  toujours,  suivant  la 
marche  indiquée  par  Lùroth,  prendre  pour  point  de  départ  relati- 
vement à  ces  surfaces  une  certaine  forme  normale,  c'est-à-dire 
faire  certaines  hypothèses  simples  sur  le  groupement  des  points 
de  ramification  et  des  feuilles  qu'ils  réunissent  (  '  )  ;  on  reconnaît 
alors,  entre  autres  choses,  que  l'étude  des  modules  de  périodicité 
peut  se  ramener  au  type  plus  simple  des  intégrales  hyperellip- 
- 

(*)  f^o/>  LÛROTH,  Math,  jinnalen,  t.  IV,  p.  i8i,  et  Clebsch,  ibid,^  t.  VI,  p.  3i6. 
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tiques.  La  marche  dMdées  qui  conduit  là  est,  en  résumé,  la  suivante.: 
Nous  supposerons  que  le  nombre  des  feuilles  de  notre  surface  soit 
désigné  par  m,  et  celui  de  ses  points  de  ramiCcation  par  /*  (  ^  )  ;  de 
plus,  nous  entendrons  par  groupe  de  points  de  ramification  Ven- 
semble  de  tous  les  points  qui  réunissent  de  telle  façon  les  deux 
mêmes  feuilles  que  ces  feuilles  ne  se  présentent  plus  comme  réu-* 
nies  par  d'autres  points  de  ramifîcation.  Dans  chaque  groupe  est 
nécessairement  renfermé  un  nombre  pair  de  points  de  ramifica- 
lion,  comme  on  l'aperçoit  de  suite  directement.  Actuellement,  un 
examen  plus  approfondi  montre  que  ni  dans  Tordre  des  points  de 
ramification  ni   dans   la    succession  suivant   laquelle  les  feuilles 
sont  liées  ne  se  trouve  rien  de  spécifique,  pas  plus  que  dans  le 
nombre  des  points  qui  sont  employés  dans  l'arrangement  donné 
pour  chaque  groupe;  ce  dernier  nombre  est  assujetti  seulement  à 
ne  pas  être  nul.  On  peut  donc,  en  particulier,  préférer  un  arran- 
gement  dans  lequel  un  groupe  se  compose  de  /'  —  '2 [m  —  2)  points 
(le  ramification  et  tous  les  autres  groupes  de  deux  de  ceux-ci  seu- 
lement. Alors  deux  feuilles,  la  première  et  la  seconde  par  exemple, 
sont  liées  entre  elles  par  r — 2 (m  —  a)  points  de  ramification; 
les  m —  2  autres  feuilles  ne  sont  plus  connexes  entre  «lies,  et  cha- 
cune d'elles  est  seulement  rattachée  à  la  première  ou  à  la  seconde 
par  deux  points  de  ramification.  Ainsi  se  trouve  établie  la  forme 
normale  précédemment  mentionnée  de  la  surface  de  Riemann. 

Une  surface  ainsi  ramifiée  peut  toujours  être  réduite  de  la  même 
manière,  par  un  système  canoni(/ue  de  sections  transv^erses,  en 
une  surface  simplement  connexe,  comme  la  surface  à  deux  feuilles 
employée  dans  les  intégrales  hyperelliptiques;  ce  système  de  sec- 
tions transverses  est  analogue  à  celui  pris  par  Riemann  pour  point 
de  départ  de  ses  considérations  (^). 

Il  suiBt  en  effet,  dans  notre  arrangement  des  points  de  ramifi- 
cation, de  considérer  la  liaison  de  la  première  et  de  la  seconde 
feuille,  car  une  feuille  qui  est  connexe  avec  la  première  par  deux 


(*)  On  a  toajours  alors  a/?  =  r  —  2(m  —  i).  Ea  général,  m  sera  égal  à  l'ordre  do 
la  courbe  primitive,  r  à  aa  classe,  augmentée  du  nombre  des  points  de  rebroussement. 
[yoir  la  note  i  de  la  page  3i5,  t.  II.) 

(')  Voir  Riehahn,  op,  cit.^  §  ^^î  Pbym,  loe,  cit.,  et  Neumasin,  op^cic,  p.  4o5.  Le 
système  de  sections  transverses  dont  il  est  fait  usage  dans  le  texte  est  d'ailleurs  uu 
peu  différent  du  système  de  Riemann. 

12. 
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points  de  ramification  seulement,  c^est-à-dire  par  une  ligne  de  pas- 
sage (  section  de  ramification),  peut  toujours  être  déformée  de  telle 
sorte  qu'ensemble  avec  la  première  feuille  elle  ne  forme  qu'une 
feuille,  ainsi  que  cela  est  connu  dans  les  surfaces  à  deux  feuilles 
dont  les  feuilles  sont  liées  par  deux  points  de  ramification  seu- 
lement. Entre  la  première  et  la  seconde  feuille,  nous  avons 
7* —  2  (m  —  ^)  =  2/^-f-  2  points  de  ramification,  et  par  conséquent 
p  -h  1  sections  de  ramification  ;  et  Ton  dispose  autour  d'elles  delà 
manière  suivante  le  système  canonique  dont  il  a  été  parlé. 

On  place  d'abord,  sur  la  première  feuille  par  exemple,  p  sections 
&«,  £29  •  •  •  9^p9  chacune  autour  d'une  des  p  lignes  de  passage,  en 
sorte  qu'une  ligne  de  passage  n'est  pas  entourée  par  une  section  b^. 

On  relie  alors  les  sections  b  l'une  à  l'autre  dans  un  ordre  quel- 
conque par  les  sections  de  rattachement  c^ ,  Cj,  . . . ,  Cp^i  ;  enfin,  on 
dispose  p  autres  sections  at ,  a^^  ....  a^  de  telle  sorte  que  chacune 
d'elles,  en  partant  de  la  (p-f-i)'*"*  ligne  de  passage  U,  ait  son 
cours  partie  sur  la  première,  partie  sur  la  seconde  feuille  et  con- 
duise chacune  à  l'une  des  p  autres  lignes  de  passage,  ainsi  qu'il  est 
représenté  dans  Isijîg'  i  pour^  =  3  (les  sections  qui  ont  leur  cours 
sur  la  seconde  feuille  sont  figurées  par  des  points).  Or,  on  peut 

Fig.  I. 


imaginer  que  le  système  de  courbes  ainsi  tracé  soit  composé 
de  2^  sections  transverses  (*);  et  celles-ci  forment  dans  leur  en- 
semble une  courbe  revenant  sur  elle-même  lorsque  l'on  parcourt 


(*]  Il  faut  considérer  comme  première  section  transverse  la  courbe  b^f  a|Nrés  que 
l'on  a  préalablement  converti  la  surface  sphérique  (fermée)  de  Riemann  par  renié" 
vement  d'un  poiiften  une  surface  non  fermée.  Les  ip  —  1  autres  sections  transverses 
sont  Tj  et  ^2f  Cj  et  ^,f  . .  .|  <'n_i  et  ^.,  tt^^  a^,  a^f  . .  .j  ap. 
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les  sections  successivement  dans  le  sens  positif  et  dans  le  sens  né- 
gatif; c'est-à-dire  que  la  surface  ainsi  décomposée  a  une  seule 
courbe  d'encadrement.  Elle  est,  par  suite,  décomposée  en  même 
temps'par  les  ap  sections  en  une  surface  simplement  connexe;  sa 
connexité  est  donc  égale  à  2^  -h  i  (  *  ). 

En  faisant  usage  de  ce  système  canonique  de  sections  transverses, 
on  résout  la  question  de  savoir  quels  sont  les  changements  de 
valeur  d'une  intégrale  de  première  espèce  par  l'effet  du  change- 
ment du  contour  d'intégration.  En  effet,  tout  chemin  qui  a  son 
cours  sur  la  surface  simplement  connexe  ainsi  décomposée,  c'est- 
à-dire  qui  ne  franchit  pas  les  sections  ^i,  i|,  Ci,  peut  être  resserré 
de  manière  à  se  réduire  à  un  point;  une  intégrale  I,  prise  le  long 
d'un  tel  chemin,  donne  toujours  une  somme  nulle,  et  deux  chemins 
de  cette  sorte  réunissant  les  mêmes  points  conduisent  à  la  même 
valeur  de  l'intégrale.  Nous  n'avons  plus  à  considérer  que  les  chan- 
gements qui  peuvent  survenir  lorsque  les  coupures  dont  nous  par^ 
Ions  viennent  à  être  franchies.  Or  tous  ces  changements  de  valeur 
peuvent  se  représenter  par  des  fonctions  linéaires  et  à  coefficients 
entiers  de  ap  grandeurs,  comme  on  le  reconnaît  de  la  manière  sui- 
vante. Nous  imaginerons  que  les  2/7+ 2  points  de  ramification 
(entre  la  première  et  la  seconde  feuille)  qui  entrent  en  considéra- 
tion aient  été  numérotés,  et  cela  de  telle  sorte  que  le  n®  i  soit  lié  au 
n?  2,  le  n®  3  au  n"  4>  •  •  •  ?  le  n"  2;?  -h  i  au  n*  2jc?  -h  2,  au  moyen  d'une 
section  de  ramification.  Nous  choisirons  ensuite  deux  points  quel- 
conques^! et  52  de  la  surface  situés  Tun  au-dessous  de  l'autre  sur  la 
première  et  la  seconde  feuille  respectivement,  et  nous  désignerons 
par  ak  la  valeur  de  l'intégrale  I  prise  le  long  d'un  chemin  qui  part 
de  5i  sur  la  feuille  supérieure,  tourne  dans  un  petit  cercle  autour 
du  A^^*"*  point  de  ramification  et  revient  alors  en  52  sur  la  feuille 


inférieure  (^g^.  2).   L'intégrale  l' donne  évidemment  une  somme 


(*)  Foîr  BiBMAMS,  op,  cit.,  $  7,  et  Mbcmasn,  loe,  cic. 


,r&a  TOME  III.   —  CDAPITRE  I. 

.nulle  si  on' la  prend  le  long  d^un  chemin  embrassant  la  totalité  des 
np-i-  a  points  de  ramification;  car  un  chemin  de  cette  nature  (en 
passant  par  Tinfini)  peut  se  réduire  à  un  point.  Mais,  d'autre  part, 
on  peut  réduire  ce  chemin  à  une  série  de  lacets  séparés  qu'on 
tracera  de  la  manière  prescrite  autour  de  chacun  des  points  de  ra- 
mification. Le  contingent  fourni  à  la  valeur  de  I  par  deux  lacets 
tracés  autour  des  points  2  A  —  i  et  âA  est  alors  a2A-i  —  ^2A-  Ici,  en 
effet,  le  premier  chemin  va  de  54  à  52,  et  le  second  retourne  de  s^ 
,à  Si  ;  ce  dernier  donne  en  conséquence  la  valeur  changée  de  signe 

Fig.  3. 


Ht 


de  a2h  [fis*  3).  Si  donc  on  ramène  l'intégrale  I  de  j|  à  Si  en  faisant 
le  tour  de  tous  les  lacets,  il  en  résulte  l'équation 

"(7)  «i~ajH-a3— a4-+-  .  ..      +  a,p+i  —  a,p^,  =  o. 

Or  la  différence  de  deux  intégrales  quelconques  a^  et  «^  est  com- 
plètement indépendante  des  points  s^yS^,  car  nous  pouvons  réduire 
le  contour  d'intégration  de  l'intégrale  a^  —  «a  à  un  lacet  qui 
ferre  aussi  étroitement  que  l'on  voudra  les  points  de  ramification 
7i  et  Ar,  et  à  un  chemin  conduisant  de  s^  à  un  point  de  ce  lacet  et 
ramenant  de  même  ensuite  à  5|  ;  la  partie  relative  à  ce  dernier  che- 
min est  nulle,  et  de  là  résulte  gue  a^  —  a*  est  une  constante  indé- 
pendante de  5|  et  ^2*  Or,  avec  toutes  les  constantes  possibles  de 
cette  nature,  on  peut  composer  toutes  les  variations  de  valeur  de  I 
[voir  p.  178).  On  peut  de  plus  composer  linéairement  les  diffé- 
rences cLh — «A  avec  2/7-1-1  différences  d'entre  elles  qui  s'obtiennent 
en  retranchant  l'une  des  intégrales  «a?  a2/>+2?  par  exemple,  de 
toutes  les  autres,  c'est-à-dire  avec  les  a;?  -h  1  quantités 
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Entre  ces  grandeurs,  on  déduit  de  Téquation  (7)  la  relation 

(8)  ?i-|5t-f-l3.-|34H-..-     -t-i3,^+,  =  o; 

Tune  d'elles  s'exprime  donc  linéairement  en  fonction  des  autres^  el 
il  reste  2^  variations  de  I  linéairement  indépendantes  les  unes  des 
autres,  ou,  suivant  l'expression  usitée,  7,p  «  modules  de  périodi- 
cité »  <fe /7/ife^ra/el.  Nous  pouvons  en  conséquence  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Une  intégrale  de  première  espèce  a  en  général  2/7  modules  de 
périodicité.  Si  nous  appelons  I  la  valeur  de  l'intégrale  prise  le 
long  d'un  chemin  quelconque,  F*^,  F'^^,  . . .  ^F^''^  je5  modules  de 
périodicité, 

est  la  -valeur  la  plus  générale  que  puisse  acquérir  l'intégrale  par 
variation  du  contour  d' intégration ,  m^*\  m^*^,  . . . ,  m^^^^  étant  des 
nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs, 

La  proposition  est  vraie  pour  chacune  des  intégrales  de  première 
espèce  en  nombre  p  —  i  fois  infini.  Mais  on  aura  toujours  à  con- 
sidérer uniquement  p  quelconques  de  ces  dernières,  car  toutes  les 
autres  s'expriment  comme  fonctions  linéaires  et  homogène;  de 
celles-là,  pourvu  que  l'on  prenne  Jes  p  intégrales  dont  il  s'agit 
toutes  suivant  le  même  chemin  que  l'intégrale  à  exprimer  par  elles. 
C'est  ce  que  nous  ferons  toujoui^s  dans  ce  qui  suit.  Soient  I{ ,  T2,  • .  • , 
Ipy  p  intégrales  de  cette  espèce  prises  suivant  un  contour  quelconque 
(mais  le  même  pour  toutes);  le  système  de  valeurs  de  ces  inté- 
grales le  plus  général  le  long  d'un  autre  contour  quelconque  est 
représenté  par  le  tableau 

I,  -h  /w(Ol'J'-+-  m(«)r*'  -I-  .    .  -4-  m(*P)VlP[, 

I,  -h  m(^n^;  -f-  //i(*)IJ'  -f-  .  . .  H-  mi^P)V}P\ 
.*      ••.•••      ••**••      •  •■•.«.•y 

Les  modules  de  périodicité  forment  un  système  de  2p^  constantes 
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dans  lequel  les  ip  grandeurs  de  la  même  ligne  horizontale  se 
rapportent  à  une  même  intégrale  et  à  des  circuits  indépendants  les 
uns  des  autres  autour  des  points  de  ramification,  les  p  grandeurs 
d^une  même  ligne  verticale  à  un  même  circuit  et  à  des  intégrales 
différentes.  Mais  ces  modules  de  périodicité  V^  ne  sont  pas 
indépendants  les  uns  des  autres;  il  existe,  au  contraire,  entre 
eux  des  relations  algébriques,  et  en  particulier  entre  les  VJ!^  de 
deux  lignes  horizontales  ont  lieu  des  équations  qui  sont  linéaires 
par  rapport  à  ces  mêmes  quantités  dans  chacune  de  ces  deux 
lignes. 

Pour  développer  les  équations  dont  il  s^agit,  le  mieux  est  de 
choisir  pour  IJ^*'  les  2jy  valeurs  de  l'intégrale  I>i,  valeurs  qu'ac- 
quiert cette  dernière,  prise  le  long  de  Tune  des  coupures  a^  et  6*; 
ce  sont  là,  en  effet,  aussi  des  circuits  autour  de  deux  points  de 
ramification,  circuits  de  telle  nature  qu'aucun  ne  puisse  se  ré- 
duire aux  autres.  Actuellement  nous  désignerons  par  Bjj|^  la  valeur 
de  l'intégrale  Ia  prise  le  long  de  i^,  par  A]{*  la  valeur  de  l'intégrale 
prise  le  long  de  a^.  Nous  poserons  par  suite 

T'I) R(l)  !(«) .  Dd)  1[P)  l|(Pl 

Comme  les  coupures  b^  et  a^  s'entrecroisent,  et  que  deux  cou- 
pures peuvent  être  supposées  tracées  aussi  près  ou  aussi  loin 
qu'on  voudra  autour  des  points  de  ramification,  on  peut  évidem- 
ment exprimer  la  même  chose  en  disant  que  l'intégrale  Ih  varie  de 
la  quantité  &^  au  cas  de  franchissement  de  la  coupure  a^,  de  la 
quantité  A]j'  au  cas  de  franchissement  de  la  coupure  i^,  et  reste^ 
au  contraire,  constante  pour  les  coupures  c^.  L'intégrale  est  donc, 
d'après  les  h}  pothèses  faites  par  nous  sur  la  position  des  sections 
transverses,  discontinue  pour  les  coupures  a^  et  6v,  tandis  que,  pour 
tout  le  reste,  elle  a  partout  sur  la  surface  de  Riemann  un  parcours 
fini  et  continu. 

Actuellement,  pour  établir  les  relations  annoncées  entre  les 
modules  de  périodicité,  nous  prendrons  l'intégrale  flfidlk  tout  le 
long  du  périmètre  de  la  surface  décomposée,  simplement  connexe, 
c'est-à-dire  successivement  dans  le  sens  positif  et  dans  le  sens  né- 
gatif sur  toutes  les  coupures  Ov,  b^  et  Cv,  ce  qui  donnera  la  valeur 
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zéro,  et  l'on  trouve  ainsi  les  relations  (  '  ) 

o. 

»=1 


(9)  ^(Alï'Blj'-Biî'Ali:») 


Ces  relations  existent  donc  entre  les  modules  de  périodicité  de 
deux  intégrales  I^  et  Ij^. 

Les  mêmes  considérations  conduisent  enfin  à  une  forme  nor- 
male déterminée  de  V intégrale  de  première  espèce.  Nous  avons 
choisi  précédemment  les  intégrales  I|,  I,, . . .,  I^  tout  à  fait  arbi- 
trairement parmi  les  intégrales  I  en  nombre /?  —  i  fois  infini.  Au 
lieu  de  ces  dernières,  on  peut,  en  particulier,  prendre  pour  base 
certaines  combinaisons  linéaires  des  fonctions  I|,  I2, . . .,  I/?  dont 
les  modules  de  périodicité  ont  des  valeurs  particulièrement  simples, 
et,  pour  préciser,  on  aperçoit  que  Ton  peut  faire  nulles  toutes  les 
grandeurs  correspondantes  Bj^*'  pour  A^A",  tandis  que  les  grandeurs 
Bjj^  peuvent  toutes  être  prises  égales  à  une  même  valeur  quel- 
conque; on  choisira  2iTr  pour  cette  valeur  (^).  Mais  il  résulte  alors 
de  (9)  que  l'on  a  Aj^*'  =  Aj^^^  Pour  indiquer  ce  fait,  nous  ferons 
usage  de  la  notation  ahk  \  on  aura  donc 

Les  intégrales  ainsi  choisies  et  qui  forment  en  un  certain  sens  (en 
quelque  sorte)  dans  la  multiplicité  p  —  i  fois  infinie  des  intégrales  I 
un  système  canonique  de  coordonnées  (dépendant  du  système 
canonique  de  sections  transverses)  seront  appelées  intégrales  nor- 


(*)  yoir  RiBMAXx.  loc,  cit.,  §  20,  et  Clebsch  et  Gobdan,  op,  cit,,  p.  106.  Pour  les 
intégralet  byperelliptiques,  ces  équa lions  ont  été  trouvées  par  Weiebstrass,  loc.  cit.; 
comparer  aussi  Bbiot  et  Booqobt,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  a'édit.,  p.  i84  0167)  ; 
elles  l'avaient  déjà  été  dans  Thypothèse  de  /»  =?  a,  par  Rosbnhaiii,  Mémoire  sur  les 
fonctions  de  deux  variables  à  quatre  périodes,  qui  sont  les  inverses  des  intégrales 
mltra-^Wptiques  de  la  première  espèce  (  Mémoires  présentés  par  divers  savants,  Paris, 
i85i).  Il  existe  encore  d'autres  relations  qui  d'ailleurs,  en  général,  ne  sont  pas  con* 
nues.  (  Voir  sur  oe  sujet  V Introduction  aux  fonctions  abéliennes  de  Riemann,  et  Fucns, 
Journal  de  C relie,  t.  71  et  73,  Thohae,  ibid.,  t.  66  et  71,  Webeb,  op,  cit.,  p.  35). 

(')  Ribiia:«n,  loc.  cit.,  §  20,  Clebscu  et  Gordax,  op.  cit.,  p.  108.  {^oir  sur  ce  sujet 
les  Mémoires  de  Pbym,  Journal  de  Crelle,  t.  71,  et  Scblabfli,  ibid.,  t.  76,  où  il  est 
démontré  que  le  déterminant  des  équations  linéaires  ayant  lieu  pour  les  intégrales 
J  n'est  pas  nul  en  général.)  Faisons  observer  que  Riemann  choisit  la  valeur  1  ir  au  lieu 
de  a  I  ir. 
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maies    et  désignées   par  U|,  u^,  ...,  Up.   Leurs  propriétés  sont 
énoncées  dans  la  proposition  suivante  : 

Une  intégrale  normale  de  première  espèce  Uh  ne  varie  pas  au 
cas  de  franchissement  d'une  section  transverse  a^;  pour  la  sec- 
tion a^  seulement,  elle  varie  de  aiït.  La  première  moitié  des  mo- 
dules de  périodicité  des  Uk  est  donc  donnée  par  le  tableau  : 

(mj)     a/ïT       o       o     ...       o, 

(l/,)        o        2/7r      o      ...         o, 

[ttp]      o        o      o     . . .     a/V. 

/  La  seconde  moitié  des  modules  de  périodicité  forme  un  système 
à  déterminant  symétrique  [puisque  atk  =  «ai)  • 

(«l)        ^i\        «U       «13         •••        <^\pf 
(«,)        Hji        ^,,       «j,         ...        <l,^, 

•     ••«  •••  ■••  •  •  ••*  V»a« 

("yi)       ''/Il       ^p\      ^pl       •••       «/>/»; 

c'esl^-dire  que  l'intégrale  u^  uarie  de  af^^  au  cas  de  franchisse- 
ment de  Av.  Et  les  valeurs  les  plus  générales  que  puissent  prendre 
(es  intégrales  normales  par  variation  du  contour  d'intégration 
sont 

ttj  — tt,  -f-  2/7r/ifj  -h  ûji^r,  -hftitqt  -+-..•  ^  ^ipqpf 
m',~  «,  -i-2/7r//i, -4-  /i„<7,  -hfljiÇj  -^  -^^tp^py 

^p'^^^p-^  aiirWy,  -,-  ûr^,  <7,  -r  «y,j7i  -+-...  4-  Oppq^, 

les  lettres  m,  q  désignant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Les  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce  peuvent  être 
amenées  d'une  façon  analogue  à  une  forme  normale.  Une  intégrale 
de  troisième  espèce  S^yj  n'a  été  déterminée  d'après  la  définition 
donnée  plus  haut,  page  170,  que  sauf  une  intégrale  de  première 
espèce  entrant  additivemcnt.  En  ajoutant  une  intégrale  appropriée, 
on  peut  d'abord  ramener  Sçr;  à  ime  autre  intégrale  dont  les  mo- 
dules de  périodicité  pour  les  sections  a^  sont  tous  nuls.  Nous  ap- 
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pellerons  cette  intégrale  une  intégrale  normale  de  troisième  espèce  ; 
elle  sera  toujours,  dans  ce  qui  suit,  désignée  par  T\\ri*  On  obtient 
ses  variations  de  valeur  pour  les  coupures  b^  en  déterminant  les  va- 
leurs des  intégrales  y  n^^^fuy  prises  dans  le  sens  positif  tout  le  long 
des  contours  limites  de  la  surface  décomposée.  Ces  valeurs  seront 
nécessairement  égales  aux  intégrales  correspondantes  prises  relative- 
ment à  des  courbes  fermées  quelconques  tracées  sur  la  surface  sim* 
plement  connexe  et  comprenant  les  infînis  \j  r,.  L'intégrale,  traitée 
de  cette  manière  (  *  ),  donne  pour  le  module  de  périodici  té  de  ïl^,  re- 
latif à  la  coupure  b^  la  valeur  /    du^. 

•A 
La  seconde  moitié  des  modules  de  périodicité  de  Tintégrale  de 

troisième  espèce  s'exprime  donc  par  les  intégrales  de  première 
espèce  prises  entre  les  infinis.  Enfin  Uçt},  dans  un  circuit  autour  de 
5  ou  yj,  varie  respectivement  de  aiir  ou  —  aiTT,  car  l'intégrale  de- 
vient en  ces  points  logarithmiquement  infinie  (page  169),  et  nous 
pouvons  toujours  supposer  que  les  valeurs  absolues  des  constantes 
figurant  dans  lïçtj  aient  été  déterminées  de  telle  façon  que  la  pé- 
riode logarithmique  soit  précisément  égale  à  2i7r.  La  ^valeur  la 
plus  générale  que  puisse  prendre  ^intégrale  Dçr,  par  variation 


du  contour  d'intégration  est  donc 


du 


i»> 


"^î  7m  92?  •  •  •  >  qp  étant  des  nombres  entiers  positijs  ou  négatijs. 
Moyennant  ces  fixations  relatives  aux  périodes,  la  différentielle 
rfllfij  est  déterminée  complètement  et  sans  ambiguïté  {ce  qui  n'a 
pas  lieu  pour  rfSçy,). 

Nous  mentionnerons  encore  ici  un  théorème^  important  auquel 
donne  lieu  Tintégr^le  /riçr^rfllap  traitée  par  une  méthode  analogue 
à  celle  que  nous  venons  de  rapporter  pour  l'intégrale  fn^fidu^.  Ce 
théorème  est  ainsi  conçu  : 

L'intégrale  normale   de   troisième  espèce  II    ne  "varie   pas 


(*}  Voir  Clebsco  et  Gobdax,  o/k  cit.,  p.  116  et  suW. 
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51  l'on  permute  les  limites  as^ec  les  infinis,  c'est-à-dire  que  [on  a 


f/''^'=£ 


dn^    (»). 


Enfin  de  Tlntégrale  11^^)  on  peut  déduire  aussi  l'intégrale  nor- 
male de  deuxième  espèce,  en  vertu  du  théorème  d'après  lequel  on  a 

(P-  «70 

O^i  Oit  ^5ï 

af~*  âa  étant  égal  à  zéro.  Nous  avons  à  remplacer  S^^j  par  Tl^,  et 
nous  obtiendrons  l'intégrale  normale  de  deuxième  espèce 

dÇi  (>ç,  dç, 

On  obtient  alors  immédiatement  les  propositions  suivantes  (^): 

Les  modules  de  périodicité  de  Z^  powf  les  coupures  a*  sont  tous 
nuls. 

Les  modules  de  périodicité  de  Tj\  pour  les  coupures  b^  sont  des 
/onctions  algébriques  du  paramètre  ^,  et,  pour  préciser,  le  mo- 
dule de  périodicité  relatif  à  la  section  b^  sera  égal  à 


ar^a. 


en  posant 

du  =?^M^'^) 


^l-'^c 


Nous  mentionnerons  encore,  en  finissant,  la  manière  dont  les 
propriétés  de  l'intégrale  de  troisième  espèce  Hçrj  peuvent  se  dé- 
duire de  celles  de  l'intégrale  de  première  espèce  par  une  méthode 
de  passage  aux  limites  au  cas  où  les  infinis  ITçt}  se  confondent  en 
un  point  double   de  la   courbe  primitive  y=  o  ('%  et  tous  les 

(•)  Fotr  Clebsch  et  Gobdan,  op,  cit.,  p.  117.! 

(*)  Fot'r  Rocn,  Ueàer  die  Zahl  der  Constanten,  etc.,  Journal  de  Crelie,  t.  6i,  c» 
Clbbscd  et  GoBDAN,  op,  cit.,  p.  120. 

('}  De  semblables  considérations  de  limites  ont  été  données  par  M.  MAiisoun 
Mabib,  op,  ctt.,  lorsqu'il  s'est  appliqué  ii  déterminer  TinOuence  d'un  point  double 
sur  les  propriétés  de  l'intégrale  ffde  au  point  de  vue  de  la  périodicité. 
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autres  cas  se  réduisent  à  celui-là  par  transformation  unidétermina- 
tive  dey=  o  (p.  176).  Les  considérations  nécessaires  à  cet  objet 
présenteront  pour  nous  de  Timportance,  parce  que  par  leur  inter- 
médiaire on  peut  envisager  le  problème  appelé  problème  de  Vin- 
version  généralisé  comme  un  cas  limite  du  problème  de  Jacobi  de 
rinversion  des  intégrales  abéliennes,  et  plus  tard  nous  pourrons 
nous  référer  à  ce  qui  va  suivre. 

Si,  par  variation  continue  des  coefficients  def{x)  ou  F(x,j'). 
nous  faisons  en  sorte  qu'un  point  double  prenne  naissance,  deux 
des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  quelconque 
du  plan  tomberont  en  ce  point  double  sans  compter  néanmoins 
comme  points  de  contact  proprement  dits,  {f^oir  t.  \\,Jig.  18, 
p.  55.)  La  chose  a  lieu  en  particulier  pour  le  point  à  l'infini  de 
Taxe  Y;  autrement  dit,  sur  la  surface  de  Riemann,  qui  répond  à 
F  ==  Oy  deux  points  de  ramification  se  rapprochent  sans  cesse  l'un 
de  l'autre,  la  coupure  de  ramification  qui  les  joint  se  raccourcissant 
de  plus  en  plus.  Lorsque  les  deux  points  sont  arrivés  à  coïncider^ 
deux  feuilles  de  la  surface  s'y  rencontrent;  néanmoins  on  ne  peut 
plus,  par  un  circuit  autour  du  point  de  coïncidence,  parvenir 
d'une  feuille  à  l'autre.  On  peut,  au  point  en  question,  éloigner  par 
flexion  les  feuilles  l'une  de  l'autre  sans  changer  par  là  le  caractère 
de  la  surface  ;  mais  on  ne  peut  pas  prolonger  sur  l'autre  feuille  un 
chemin  qui  va  jusqu'à  ce  même  point  sur  l'une.  Les  deux  feuilles 
ODl,  au  lieu  dont  il  s'agit,  ce  seul  point  commun;  les  points  qui  s'y 
trouvent  réunis  doivent,  pour  tout  le  reste,  être  traités  comme 
deux  points  entièrement  distincts ,  et  seront,  pour  cette  raison, 
désignés  par  deux  lettres  différentes  Ç  et  r^.  Nous  dirons  alors  qu'au 
point  double  de  la  courbe  correspondent  les  deux  points  Ç,  n  de  la 
surface. 

On  peut  supposer  que  la  forme  normale  de  la  surface  et  notre 
système  canonique  de  sections  transverses  aient  été  choisis  de  telle 
sorte  que  les  deux  points  de  ramification  qui  doivent  venir  à  coïn- 
cidence forment  un  couple  autour  duquel  est  tracée  une  coupure 
&«,  hp  par  exemple.  Alors,  après  la  déformation,  bp  est  sur  l'une 
des  deux  feuilles  une  courbe  fermée  environnant  le  point  5.  Ac- 
tuellement la  coupure  correspondante  a»  se  compose  d'une  courbe 
qui  part  de  ^,  passe  sur  l'autre  feuille  en  franchissant  la  coupure 
de  ramification  U,  caractérisée  par  le  tracé  du  système  de  sections 
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iransverses  (p.  iSo),  et  revient  ensuite  au  point  m  sur  celte 
dernière  feuille;  le  chemin  dont  il  s'agit  joint  alors  seulement 
les  points  ^  et  y}  l'un  à  l'autre,  sans  former  d'ailleurs  une  courbe 
fermée. 

Considérons  actuellement  nos  p  intégrales  u^.  Si  un  nouveau 
point  double  prend  naissance  surf=  o,  une  intégrale  quelconque 
de  première  espèce  I  se  changera  par  là  en  une  intégrale  de  troi- 
sième espèce,  car  la  fonction  cp  qui  figure  au  numérateur  de  la 
différentielle  dl,  égalée  à  zéro,  ne  représentera  pas  nécessairement 
une  courbe  passant  par  le  nouveau  point  double.  Mais  on  doit 
remarquer  comme  une  circonstance  très  importante  que  les  p  —  i 
intégrales  normales  de  première  espèce  U|,  1/27 •  •  •  «  M/>-i  de  f-=.  0 
deviennent  les  p  —  i  intégrales  normales  de  première  e^/^èce  «', , 
ttj, . . . ,  w'  ,  de  la  courbe  déformée  f  =  o^  si  nous  supposons  que 
les  deux  points  de  ramification  entourés  par  la  coupure  bp  se  sont 
réunis  au  point  double  àef.  En  effet,  les  intégrales  U|,. .  >jUp_i 
ne  varient  pas  lors  d'un  circuit  autour  de  la  section  transverse, 
puisqu'elles  ont  toutes  pour  la  coupure  ap  la  période  zéro.  Par 
conséquent  les  intégrales  u^,  u^y  -  •;  m'  ,  restent  également  inva- 
riables lors  d'un  circuit  autour  de  bp^  c'est-à-dire  du  point  double 
situé  à  l'intérieur  de  bp  ;  elles  ne  deviennent  donc  pas  logarithnii- 
quement  infinies  en  ce  dernier;  ce  ne  sont  pas  des  intégrales  de 
troisième  espèce  :  ce  sont,  au  contraire,  des  intégrales  normales  de 
première  espèce,  puisque  leurs  autres  propriétés  satisfont  aux  con- 
ditions qui  se  rapportent  à  ces  dernières.  Au  contraire,  l'intégrale 
Up  a  pour  la  coupure  ap  la  période  ai7r;  l'intégrale  qui  en  dérive 
lors  de  la  déformation  acquiert  donc  par  un  circuit  autour  de  la 
coupure  bp,  c'est-à-dire  autour  du  point  |  ou  »,  un  accroissement 
égal  à  2t77;  elle  devient  donc  logarithmiquement  infinie  en  \  ou  r. 
C'est  une  intégrale  de  troisième  espèce ,  et  nous  la  désignerons  en 
conséquence  par  IIçy). 

Pour  les  intégrales  11^,  les  grandeurs  «1^^,  a^py  -..,  Op-i,p 
ne  sont  plus  actuellement  à  considérer  comme  des  périodes, 
car  nous  les  avons  trouvées  respectivement  égales  aux  valeurs 
des  intégrales  M|,  «j,. . .,  u^^i  prises  le  long  de  la  coupure 
apy  et  cette  dernière  n'est  plus  une  courbe  fermée  pour  la 
surface  déformée;  elle  ne  représente  donc  plus  un  circuit  com- 
plet. Mais,  comme  elle  joint  l'un  à  l'autre  les  points  l  et  ïî,  nous 
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avons 

On  a  d^ailleurs  fl,A=  a;t/,  et  les  grandeurs  Up^ ,  a^a, . . . ,  ap^^^p  sont 
les  périodes  de  Tintégrale  Upj  qui  se  transforme  en  IIçyi.  Les  p  —  i 
périodes  de  l'intégrale  Ilçyj  pour  les  coupures  h^yb^y  •  -^hp^^ 

sont  donc  en  fait  données  piw  les  intégrales  f    du^,  Conséquem- 

ment  IIçy}  est  aussi  de  prime  abord  une  intégrale  normale  de  troi- 
sième espèce.  En  effet,  ses  périodes  pour  les  coupures  ai,  a2, . . . , 
(ip-i  sont  toutes  ensemble  nulles  comme  celles  de  Tintégrale  Up] 
d'autre  part,  la  période  2in  de  Up  pour  la  coupure  ap  donne 
maintenant  la  période  logarithmique  de  Tintégrale  ITçy};  de  son 
côté,  la  période  app  devient  infiniment  grande,  car  on  a 


app-^  / 


^nç,, 


et  ^,  r)  sont  les  infinis  de  II^y].  Mais  une  période  infiniment  grande 
ne  doit  plus  compter  comme  période.  Nous  avons  ainsi  établi 
toutes  les  propriétés  caractéristiques  qui  appartiennent  à  l'intégrale 
normale. 


YIII.  —  Le  théorème  d'Abel  et  le  problème  d'inTereion  de  Jacobi. 

Les  différentielles  et  les  intégrales  dont  nous  avons  expliqué  les 
principales  propriétés  présentent  une  grande  importance  lorsqu'il 
s'agit  de  formuler  certains  problèmes  géométriques  ou  algébriques, 
et  cette  importance  se  montre  spécialement  à  l'égard  des  questions 
que  nous  avons  précédemment  traitées  à  l'aide  du  théorème  du 
reste  (t.  II,  p.  i38  et  suiv.).  Nous  revenons  de  nouveau^à  ce  der- 
nier. 

On  peut  représenter  la  substance  de  cette  proposition  sous  une 
forme  symbolique  qui  conduit  directement  aux  applications  du 
théorème  d'Abel.  En  eflFet,  si  deux  groupes  de  points  G^  et  G»  sont 
découpés  sur  la  courbe  primitive  f=  o  par  une  courbe  adjointe, 
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nous  pouvons  exprimer  symboliquement  cette  circonstance  par 
Téquation 

(l)  Gp-4-Ga=:0. 

Si,  maintenant,  G^  et  G»  sont  traversés  par  une  courbe  adjointe 
A  =  o,  Gq  et  G.»  par  une  autre,  B  =  o,  G.  et  G^»  par  une  troi- 
sième, a  =  o,  le  théorème  du  reste  exprime  que  G^.  et  G^.  sont 
traversés  aussi  par  une  courbe  adjointe.  Dans  la  conception  sym- 
bolique précitée,  cela  veut  dire  que,  des  trois  équations 

(2)  Go-*-G«  — o,     Go-4-G«.  =  0,     Go-f-G.:-^o 

doit  résulter  la  quatrième  équation  G^.  -|-  G,.  =  o,  et,  par  là,  se 
trouve  exprimée  cette  proposition,  que  nous  pouvons  combiner, 
d'une  manière  quelconque,  suivant  les  lois  de  l'addition  et  de  la 
soustraction,  les  différentes  équations  symboliques  de  laforme[i). 
Les  résultats  obtenus  par  cette  voie  coïncident,  d'après  ce  qui  y  esl 
contenu,  avec  le  théorème  du  reste.  Notre  distribution  des  points 
d'intersection  de  A  =  o  avec  la  courbe  primitive  y=  o  en  deux 
groupes  Gq  et  G,  était  d'ailleurs  très  arbitraire;  nous  aurions  pu 
aussi  bien  former  d'autres  groupes  au  lieu  de  ceux-là  (et même  plus 
de  deux  simultanément)  avec  les  G  -+-  R  points  d'intersection.  Pour 
exprimer  cette  égalité  de  rôle  de  toutes  les  intersections  de  A  =  0 
(non  situées  aux  points  multiples  de  y),  nous  introduisons  ces 
points  isolément.  Désignons-les  suivant  un  certain  ordre  par  x^^\ 
x^^K,.x^^\  |D  étant  égal  àQ-f-R,  et  nous  pourrons,  à  la  place 
de  (i),  poser  l'équation  symbolique  suivante  : 

(  3  )  G;c(i)  -h  G;c(t)  H-  G^«)  -i- . . .  -h  Gj:(p)  =  o, 

les  groupes  particuliers  G  se  composant  chacun  d'un  point. 

Il  y  a  lieu  de  se  poser  la  question  de  savoir  si  l'on  peut  rempla- 
cer ces  relations  symboliques  par  des  relations  effectives,  autrement 
dit  s'il  existe  des  fonctions  F  (x)  de  x<,  Xj,  x^  telles  que  pour  les 
intersections  j?^'^  d'une  courbe  adjointe  avec  f  non  situées  aux 
points  singuliers  de /existe  l'équation  effectisfe 

(4)  F(xO))-f.F(.rf»))4....4-F(«(?))z=o, 

dans  le  second  membre  de  laquelle  pourrait  aussi  figurer,  au  lieu 
de  o,  une  constante  quelconque. 
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Or  nous  reconnaîtrons  pour  être  des  fonctions  de  cette  nature 
les  intégrales  algébriques  traitées  par  nous,  et,  s'il  s'agit  de  sys- 
tèmes d'intersections  de  courbes  adjointes,  les  intégrales  (constam- 
raenl  finies)  de  la  première  espèce.  On  reconnaît  en  effet  que  la 
fonction  ¥  [x)  ne  peut  devenir  infinie  en  aucun  point  de  f.  Car 
si  tel  était  le  cas,  en  xf*^  par  exemple,  l'équation  (4)  ne  pourrait 
plus  subsister  que  si  F  devenait  en  même  temps  infini  négatif  en 
im  autre  des  p  points  d'intersection;   mais,  si  l'on  trace  par  x^^ 
loutes  les  autres  courbes  possibles,  les  p  —  i  points  d'intersection 
restants  deviendraient  différents  et  encore  différents  (*),  toute  la 
courbe  y*  étant  ainsi  parcourue  par  eux;  c'est-à-dire  que  F  devrait 
devenir  infini  en  tous  les  points  de  y*,  ce  qui  rendrait  encore  illusoire 
l'équation  (4)- F  est  donc,  en  toute  hypothèse,  une  fonction  con- 
stamment finie  de  x,  et  l'on  est  conduit  par  suite  à  choisir  pour  la 
fonction  F(x)  une  intégrale  de  première  espèce.  Nous  partirons 
maintenant  d'une  telle  intégrale,  et  nous  montrerons  réciproque- 
ment qu'à  son  égard  existe  en  fait  un  théorème  de  la  forme  (4)- 
C'est  là  le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  première  es- 
pèce. 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  d'une  nature  purement  algébrique 
si  Ton  part,  non  des  intégrales,  mais  des  différentielles  de  première- 
espèce,  et  nous  allons  incessamment  en  donner  deux  démonstra- 
tions où  l'on  ne  fait  usage  que  de  calculs  algébriques.  Dès  que  l'on 
passe  aux  intégrales,  on  doit  faire  des  hypothèses  déterminées 
relativement  au  parcours  du  contour  d'intégration  sur  la  surface  de 
Riemannqui  correspond  k  f=^  o,  et  abandonner  ainsi  le  terrain 
purement  algébrique,  ainsi  que  nous  le  verrons  d'une  manière  plus 
approfondie. 

Avant  d'établir  les  deux  démonstrations  en  question,  nous  ferons 
connaître  en  peu  de  mots  comment,  après  Riemann,  en  faisant 
usage  de  théorèmes  connus  de  la  théorie  des  fonctions,  on  peut 
arriver  au  but  d'une  manière  très  simple  (^),  Soit  B  =  o  une 
courbe  adjointe  du  même  ordre  que  A  =  o,  et  ne  passant  pas  par 


(')  Celle  conclusion  devient  inexacte  pour  les  points  doubles  de/;  en  eflet,  dans 
les  courbes  non  adjointes  se  présentent  des  intégrales  de  troisième  espèce.  (Com- 
parer p.  2o3.) 

(')  Voir  RiEMAS!!,  loc.  cit.,  §  14. 

Clebscd.  —  Géométrie,  III.  l3 
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les  points  x^*\  . . .,  x^^^  Posons 

Ç  sera  alors  une  fonction  rationnelle  de  x^y  x^y  x^  qui  [/(x)  étani 
égale  à  o]  est  ramifiée  commey  et  devient  simplement  infinie  aux 
p  points  x^^^  ;  et  à  chaque  valeur  de  T^  répondent  (en  vertu  de/=.  o) 
p  points  X,  savoir  les  intersections  mobiles  de  /*=  o  avec  la  courbe 
A^  —  B  =  o.  On  peut  donc  inversement  représenter  les  points  x 
de  y*  sous  le  bénéfice  def=  oetA?^  —  B=o  comme  des  fonctions 
à  p  valeurs  du  paramètre  ^  {*),  Alors  la  dérivée  d'une  intégrale  de 
première  espèce  (p.  167)  par  rapport  à  î^,  dérivée  que  nous  dési- 
gnerons par  DJ, 

est  une  fonction  à  p  valeurs  de  ^,  et  nous  désignerons  ses  p  valeurs 
particulières  par  DJ^ *\  . . . ,  DJ^»^  Ces  dernières  sont  donc  les  racines 
d'une  équation  du  p**™"  degré  qui  s'obtient  en  éliminant  les  Xi  el 
les  dxi  entre  les  équations 

AÇ  —  B  =  o,     k.dX.  -h  ci  ^  dxi  -  2  1^  dxi=  o, 

ÔXi  OXi 

7  Af 

f[x)  =  0,     «2"*tf^DJ  =  ç2dzfijr,-~j     2  — <lr,  =  o, 

dont  la  seconde  exprime  précisément  que  les  points  x-hdx  doi- 
vent être  les  points  de  rencontre  de  A(î[-f-rff) — B=o  avec 
/=o. 

Les  fonctions  symétriques  des  dérivées  DJ^*^, . . .  DJ^p^  d'autre 
part  (c'est-à-dire  les  coefficients  de  l'équation  en  question)  sont 
des  fonctions  à  détermination  absolument  unique  de  Ç]  le  fait  a 
aussi  lieu  en  particulier  pour  la  somme 

A  =  DJ(»)  -f-  DJ(*)  H-  ...  -4-  DJC?). 

Or  l'intégrale /ûrff  comme  intégrale  de  première  espèce  reste 


(')  Une  substitution  de  cette  espèce  est  celle  employée,  p.  i5o,  d'après  Briotchi, 
pour  l'intégrale  elliptique. 
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partout  finie  ;  elle  est  donc  une  fonction  de  ^  qui  reste  holomorphe 
(suivant  la  désignation  de  MM.  Briot  et  Bouquet)  dans  tous  les 
points  du  plan  servant  à  la  représentation  de  Ç,  et  qui,  par  suite, 
d'après  un  théorème  connu  (*),  est  une  constante;  sa  différentielle 
est  donc  nulle,  c'est-à-dire  que  nous  avons  la  relation 

'A^  =  f/JO)  -4-  £/J(»ÎH-  . . .  -h  dJ(9)=o  («), 

dans  laquelle 

L  «î   «c  J. 


\x=x 


(A) 


Or,  il  existe  p  différentielles  de  première  espèce,  linéairement 
indépendantes  les  unes  des  autres,  et  les  considérations  précé- 
dentes sont  applicables  à  chacune  d'elles.  Nous  obtenons  donc,  en 
particulier  pour  la  différentielle  des  intégrales  normales  ua)  ce 
théorème  : 

Si  l'on  désigne  par  x^'^  les  intersections  de  f  a\^ec  une  courbe 
adjointe  X,  et  par  x^*^  -+-  dx^^^  les  intersections  de  f  avec  une  courbe 
voisine  de  A,^  p  de  ces  dernières  étant  supposées  ne  pas  coïncider 
avec  les  points  x^^\  on  a  les  équations 

(5)  du)l'^  du'i'  H- . . .  du];  ■=  o. 

(/i  =  i,  a,  3,  .../?). 

Nous  verrons  ultérieurement  que,  réciproquement,  au  moyeic 
de  ces  p  équations,  p  des  points  x^'^  sont,  en  général,  déterminés 
par  les  autres,  mais  qu'au  contraire  ils  ne  déterminent  pas  autant 
de  points  si  l'ordre  de  A  =  o  est  inférieur  k  n —  2.  Actuellement, 
on  obtient  par  intégration  le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales 


('  )  Foir,  par  exemple,  NsniAXii,  Théorie  der  AheViehen  Intégrale^  p.  a4  et  suiv.,  ou 
Di7AicE,  Théorie  der  Funciionen  eines  compîexen  Arguments^  ou  encore  Briot  et  Bou- 
QCET,  op.  cit.,  p.  205. 

(')  Le  fait  que  cette  somme  doit  être  nulle  peut  aussi  se  déduire  directement,  par 
Toie  algébrique,  de  la  nature  du  problème  d'élimination  susénoncé.  (  Voir,  sur  es 
sujet,  Harnack,  Math»  jinruUen,  t.  IX,  p.  871  et  suiv.)  On  trouve  aussi  dans  ce  travail, 
établie,  d'une  manière  effective,  l'équation  du  quatrième  degré  relative  aux  points 
d'intersection  d'une  droite  avec  une  courbe  C4  ;  l'équation  correspondante  pour  une 
courbe  C,  a  été  indiquée  par  le  même  auteur  {iàid,,  p.  a35). 

i3. 


196  TOME  III.  —  CHAPITBK  I. 

de  première  espèce,  théorème  qui  se  présente  à  la  place  de  l'équa- 
tion symbolique  (3)  pour  p  =  Q-|-  R,  et  est,  par  suite,  en  con- 
neicîon  avec  le  théorème  du  reste.  En  vertu  de  l'inversion  du 
théorème  que  nous  venons  d'indiquer,  laquelle  forme  l'objet  prin- 
cipal de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes,  on  peut  aussi  déduire 
du  théorème  d* Ahel  le  théorème  du  reste,  ainsi  qu'il  est  visible 
d'après  les  explications  données  en  commençant,  et  le  contenu  de 
ce  théorème  se  trouverait  ainsi  établi  a  priori.  Mais  il  était  d'une 
importance  capitale  que  l'on  apprît  à  envisager  cette  proposition 
purement  algébrique,  indépendamment  des  fonctions  transcen- 
dantes du  théorème  d'Abel,  ce  dernier  représentant  d'ailleurs  le 
théorème  du  reste  sous  une  forme  très  avantageuse  pour  les  appli- 
cations. En  outre,  le  théorème  d'Abel  permet  d'établir  de  la  ma- 
nière la  plus  simple  certaines  formules  de  contact  qui  ne  peuvent 
être  immédiatement  données  par  le  principe  de  correspondance  sous 
une  forme  facile  à  saisir. 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  donner  une  manière  dirccle 
d'établir  les  équations  (5).  On  peut,  au  surplus,  généraliser  le  pro- 
blème de  façon  à  considérer  aussi  les  systèmes  de  points  d'inter- 
section de  courbes  non  adjointes  et  les  sommes  de  différentielles 
de  troisième  espèce;  à  l'égard  des  intégrales  de  cette  nature 
nous  établirons  le  théorème  d'Abel  de  deux  manières  différentes. 

Nous  commençons  par  l'examen  du  système  de  points  d'inter- 
section avec  une  droite  quelconque  (*  ).  Choisissons  cette  dernière 
pour  axe  de  coordonnées,  et  prenons  un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  tel  que  la  susdite  droite  coïncide  avec  l'axe  des  x,  et 
que,  par  suite,  son  équation  soit  donnée  par  j'  =  o.  L'introduction 
des  nouvelles  coordonnées  s'effectue  au  moyen  d'une  transforma- 
tion linéaire.  Or,  nous  avons  vu  précédemment  que,  dans  une  telle 
transformation,  une  différentielle  algébrique  subit,  en  fait  de  mo- 
dification, l'adjonction  de  la  première  puissance  du  déterminant 
de  la  substitution  comme  facteur,  et  c'est  là  une  conséquence  de 
ce  que  dans  le  numérateur  figure  le  déterminant  [cxdx).  Mais 
dans  la  forme  normale  d'une  différentielle  de  troisième  espèce 
figure  au  dénominateur  le  déterminant  (Ç»3x),  en  sorte  que  le  dé- 


(*)  L'auteur  doit  la  démonstratioa  suivante  du  théorème  à  une  commuDicalion 
de  Brill. 
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terminant  de  substitution  précité  disparait  (comparez  p.  i44)-  ^^ 
donc  nous  désignons  actuellement  par  x,  r  les  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  5,  >î  et  |',  tî'  respectivement  les  coordonnées  des 
infinis,  notre  différentielle  normale  de  troisième  espèce  se  trans- 
forme en  une  différentielle  de  la  forme 


dans  laquelle  a=r!  —  >?,  i  =  Ç' —  5,  c  =  Ç»j'  —  rj^'. 

Nous  considérerons  une  somme  de  différentielles  de  cette  na- 
ture, formée  par  rapport  aux  n  points  d'intersection  def=Oy 
les  dj-  devant  être  choisis  de  manière  à  déterminer  les  points  de  ren- 
contre d'une  droite  voisine  de  Taxe  des  jc  avec/l  Nous  admettons 
qae  cette  droite  voisine  est  menée  parallèlement  à  Taxe  des  a:  à  la 
distance  infiniment  petite  i,  en  sorte  quej^ —  e  =  o  est  son  équation. 

En  désignant  donc  par  Xi,  yi  les  coordonnées  des  n  intersec- 
tions, par  rfxi,  dji  les  différentielles  correspondantes,  on  aura  les 
équations 

Notre  somme  de  différentielles  est  conséquemment  la  suivante  : 


(  iixt  -f-  c  ]  .y; . 


i  =  n 

1 

i  =  l 

Fexpressiony]^.  indiquant  que,  dans  les  dérivées  partielles  de  y  par 
rapport  à  x,  on  doit  également  poser  y  =  o  et  x  =  x,-.  Le  facteur 
e  est  commun  à  tous  les  termes  de  la  somme,  et  peut,  par  suite, 
être  placé  devant  celle-ci.  La  somme  qui  reste  alors  n'est  autre 

évidemment  que  le  développement  de  l'expression  — -r-^ — -■  en 

^  trr  r  «./(x,  o) 

fractions  partielles  simples,  si,  dans  ce  développement,  on  pose 
X  = •  Nous  avons  donc  d'abord  l'équation 


^  Zu[axi^c).j'^.  a        (       c       \      ^ 

/(^--,oj 

/(x,  o)  étant  égal  à  (x  —  X|)(x  — Xq ),...,  (x  —  x^) 


/  =  /! 
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Maintenant  la  fonction  £2,  qui  figure  dans  une  différentielle  nor- 
male, satisfait,  d'après  les  fixations  précédentes  (p.  168),  à  la 
condition 

^«-j ('îU) (Çï^) -=i  (ÇiîÇ)' ■/-+- (5«'^) -N, 

J[  étant  un  point  quelconque;  ou,  dans  noire  système  de  coor- 
données, si  nous  prenons  ^,  =  o,  ^[2  =  o,  ^3=1, 

n^-îf-rij'  — jÇ')(jÇ  — a:ï3)==c*./-|-  {ax -h  bjr  ^  c)  N, 

identité  qu'il  est  aisé  de  vérifier  directement  en  ayant  égard  aux 
propriétés  de  û.  Il  en  résulte,  pour^'-  =  o,  a:  = > 


Si  donc  nous  multiplions  finalement  les  deux  membres  de  (6)  par 
e  =  djr^  nous  avons,  puisque  a  =.  ri —  n,  la  relation 


i  =  n 
«  =  1 


OÙ  l'indice  i  dans  l'expression  entre  crochets  indique  que  l'on  y 
doit  poser  x  =  xi,  j  =  o. 

Dans  les  deux  termes  de  droite  de  l'équation  (7),  figure  au  dé- 
nominateur le  premier  membre  de  l'équation  j'  =  o  exprimé  res- 
pectivement par  les  coordonnées  des  deux  points  de  discontinuité, 
et  au  numérateur  le  premier  membre  dp  Téquation  de  la  ligne 
voisine^  —  s  =  o  exprimée  par  les  mêmes  coordonnées.  Rempla- 
çant donc  l'axe  des  x  par  une  droite  quelconque  Ux=^  o,  désignant 
encore  les  deux  infinis  de  la  difiiérentielle  de  troisième  espèce  par 
I  et  Tj,  et  passant  des  intersections  x^'^  de  la  ligne  u  aux  intersec- 
tions d'une  ligne  u-i-du  dont  l'équation  est  donnée  par 
2(m,h-  dui)xi=Of  on  aura,  dans  le  second  membre  de  (7), 

n  =  ttç,     t/=z  ltr^,     m  —  e=i  2Ç/(</«/-i-  «,),     73'—  e=  lni{dai-h  «,). 

Par  conséquent,  pour  les  n  points  de  rencontre  x^'^  et  x^^^  •+-  dx^^ 
de  deux  droites  Ux=-o  et  2(m/+ rfa£)X|=  o  aYecf=o  existe 
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r équation  différentielle 


f=:n 


C'est  là  l'équation  cherchée,  de  laquelle  résulte  par  intégration  le 
théorème  d'Abel,  établi  d'abord,  il  est  vrai,  exclusivement  pour 
les  intersections  d'une  droite  avec  f.  Mais  si  nous  effectuons  sur 
la  courbe  primitive  une  transformation  unidéterminatîve  x/=  ^/(j'), 
les  fonctions  ^i  étant  du  /n'*"»*  ordre,  à  la  place  de  Ux=  o  inter- 
vient la  courbe  du  m**"*  ordre  2m/^/=  o;  en  outre,  une  différen- 
tielle normale  de  troisième  espèce  se  transforme  encore  en  une 
différentielle  de  même  nature  (p.  175).  Récrivant  donc  après  la 
transformation  x  au  lieu  de  y  et  désignant  l'équation  de  la  nou- 
velle courbe  primitive  par  0.^*^=  o,  nous  obtenons  l'équation  diffé- 
rentielle (7)  sous  la  forme 


lisn 


1=1 

en  posant  f  (^)  =  Sui<:p/(a:).  La  somme  qui  figure  dans  le  premier 
membre  renferme  n  termes,  tandis  que  f  et  f  se  coupent  en  mv 
points,  V  désignant  l'ordre  de  la  nouvelle  courbe  F  ^  «i=  o.  La 
raison  en  est  qu'une  courbe  du  réseau  YéUiCfi=  o  rencontre  la  nou- 
velle courbe  y*=  o  seulement  en  71  points  mobiles.  Si  donc  nous 
passons  d'une  courbe  (j>  du  réseau  à  une  courbe  voisine,  n  seule- 
ment des  mv  points  d'intersection  varient,  n  pouvant  d'ailleurs 
être  aussi  alors  égal  à  mv  (par  un  choix  convenable  de  la  trans- 
formation de  F  en  une  courbe/*).  En  effet,  pour  les  points  de  / 
communs  aux  deux  courbes  cp=  o  et  t/cp  =  o,  les  quantités  dxi  s'éva- 
nouissent à  la  fois,  en  sorte  que  les  différentielles  correspondantes 
doivent  d'elles-mêmes  disparaître  dans  la  somme.  L'équation  (8) 
représente  donc  l'équation  différentielle  du  théorème  d'Ahel 
pour  les  intégrales  de  troisième  espèce  sous  sa  forme  la  plus  gé^ 
nérale;  on  doit  y  choisir  les  dxk  de  telle  manière  que  les  points 
^k-^dx^l^  forment  le  système  des  points  d'intersection  avec  f 
d'une  courbe  voisine  de  9  =  o. 

Nous  pouvons  imaginer  que  l'intégration  de  l'équation  (8)  soit 
réalisée  de  telle  sorte  que  le  système  des  points  x^'^  sury=ï  o  passe 
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d'une  situation  dans  laquelle  il  satisfait  à  la  condition  (f  =  o  à  une 
autre  situation  dans  laquelle  il  est  traversé  par  une  courbe  ï|/  =  o 
du  même  ordre  que  ç  =  o.  On  peut  mettre  ce  fait  en  relief  en 
considérant  un  faisceau  de  courbes  cp  -+-  Xtp  =  o  (  *  )  et  en  interca- 
lant entre  les  systèmes  de  points  d'intersection  quey=o  a  en 
commun  avec  <p  =  o(i  =  o)  et«p  =  o(X  =  oo)  ceux  que  détermine 
y=  o  avec  (p  -+-  Àvp  =  G  (pour  les  valeurs  de  X  comprises  entre  o 
et  00  ).  Ces  systèmes  intercalaires  réunissent  les  systèmes  limites 
tels  que,  tandis  que  X  se  meut  de  o  à  oo  ^  les  systèmes  de  points 
se  meuvent  des  limites  inférieures  de  Tintégrale  aux  limites  supé- 
rieures. Dans  rintégration  elle-même,  on  a  donc  affaire  à  la  seule 
variable  7..  Par  intégration  de  Téquation  (8)  on  obtient  ainsi  le 
théorème  d'Abel  sous  l'énoncé  suivant,  dans  lequel  S^y^  est  défini 
comme  à  la  page  i68  (2)  : 

La  somme  des  mn  intégrales  normales  de  troisième  espèce  si- 
milaires (c'est-à-dire  formées  de  la  même  manière)  ayant  pow 
infinis  $,  yî,  dont  les  limites  inférieures  x^'^  sont  les  mn  systèmes 
de  valeurs  qui  correspondent  aux  mn  intersections  de  /'•=  o  avec 
une  courbe  du  m'^'"*  ordre  0  =  0,  et  les  limites  supérieures  y'^' 
donnent  les  mn  intersections  avec  une  courbe  du  m}^^^  ordre 
^  =  0,  e^r  égale  au  logarithme  d' une  fonction  algébrique  ^  et,  pour 
préciser,  a  lieu  l'équation 


On  peut  ici,  au  lieu  de  Sçyj,  écrire  aussi  IT^,.,  11^^  en  différant 


(  *  )  La  variable  X  joue  alors  le  même  rôle  que  précédemment  la  variable  ^  dans  le 
faisceau  AÇ  —  B  =:  0,  pour  U  démonstration  de  Riemann.  (f^oir  p.  810.) 

(*)  Foir  Clebsch  et  Gordam,  op.  cit.,  p.  47*  On  obtient  une  démonstration  simple 
du  théorème  (sans  emploi  de  l'équation  différentielle)  au  moyen  des  principes  de 

Riemann,  si  Ton  conduit  l'intégrale    /  log  -  dUi^  autour  de  la  surface  de  Riemann 

sectionnée,  et  autour  des  pointa  Ç,  q,  x^*\  j-^'i;  voir  Cledsch  et  Gordàn,  p.  ia5,  et. 
pour  les  intégrales  de  première  espèce,  Weber,  Math,  Annalen,  t.  VIII,  p.  49-  ^ 
théorème  a  été  découvert  par  Adbl,  pour  les  intégrales  hyperclliptiques.  Journal  de 
Crelle,  t.  3»  p.  3i3;  pour  le  cas  général  (i8a6),  Mémoire  sur  une  propriété  générale 
d*une  doue  très  étendue  de  fonctions  transcendantes  (^Mémoires  des  Sapants  étran- 
gers, t,  VII,  1841). 
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au  plus  de  S^  par  radjonction  d'une  intégrale  de  première 
espèce  (p.  187);  car  nous  verrons  incessamment  que  la  somme 
correspondante  d'intégrales  de  première  espèce  est  nulle.  Il 
est  nécessaire  d'ajouter  une  remarque  sur  les  chemins  d'inté- 
gration choisis  pour  les  intégrales.  Si  on  les  laisse  arbitraires, 
il  peut  encore  s'adjoindre  dans  le  second  membre  des  mo- 
dules de  périodicité  des  11^^  absolument  quelconques  (p.  187). 
Mais  si  l'on  range  les  points  x^'^,  j^^'^  par  couples  de  telle  sorte 
que  le  point  x^'^  se  transforme  en  j^'^  (♦)  lorsque,  dans  le  fais- 
ceau 9-hX;J/  =  o,  on  passe  de  9  =  0  à  ^  =z  o  (ainsi  qu'il  a 
élé  fixé  plus  haut),  on  obtient,  dans  le  premier  et  dans  le 
second  membre  de  (9),  la  valeur  zéro,  quand  on  rapproche  infi- 
niment les  courbes  9,  (p,  et  par  suite  dans  le  choix  correspon- 
dant du  contour  d'intégration  ne  se  présentent  plus  de  périodes 
de  Ilçr,.  Or,  dans  le  passage  de  <p  à  ^  par  le  faisceau  9  -f-  ^^t 
aucun  des  points  x^'^  ne  doit  atteindre  le  point  Ç  ou  tî,  car» 
pour  la  situation  correspondante  de  cp  +  X(p,  11^^  serait  infini- 
ment grand,  et  par  conséquent  l'équation  (9)  deviendrait  illu- 
soire, ou,  au  moins,  nécessiterait  un  examen  plus  approfondi. 
On  peut  enfin  rapprocher  les  points  y^'\  j^*^  et  x^^\  x^^^  in- 
définiment les  uns  des  autres;  par  là  deux  intégrales  de  la 
somme  deviennent  égales  en  supposant  que  l'on  puisse  ra- 
mener leurs  contours  d'intégration  l'un  à  l'autre  sans  franchir 
un  infini  de  H^^  ou  un  des  points  de  ramification  caractéris- 
tiques pour  les  périodes  de  Ilçy,;  on  admettra  que  cette  supposi- 
tion soit  réalisée.  Nous  résumerons  ces  règles  dans  le  théorème 
suivant  : 

Dans  l'équation  (9),  les  limites  supérieures  et  inférieures  des 
chemins  d'intégration  employés  dans  le  premier  membre  sont 
coordonnées  de  telle  sorte  que  ces  chemins  deviennent  infiniment 
petits  lorsque  l'on  rapproche  infiniment  les  courbes  9  =  0, 
^  =  o,  et  les  dijfférents  chemins  doivent  être  situés  de  telle  ma- 
nière que  deux  d^ entre  eux  soient  directement  /déductibles  l'un  à 
l  autre  lorsque  leurs  limites  deviennent  égales,  et  aucun  d'eux 


(')  Cet  arrangement  n'est,  au  surplus,  pas  complètement  déterminé. 
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(  OU  bien  tous)  ne  peut  couper  le  chemin  sur  lequel  on  arrive  de 

Pour  les  recherches  géométriques,  les  intégrales  de  première 
espèce  et  celles  des  intégrales  de  troisième  espèce  qui  deviennent 
infinies  en  un  point  double  de/* présentent  une  importance  parti- 
culière. On  obtient  ces  intégrales  comme  cas  particuliers  de  Si^oaTIi, 
si  n,i_j  renferme  le  facteur  {l^rix),  et  il  s'agit  alors  de  savoir  si  la 
fonction  du  {n  —  3)'*°*  ordre  restante  ne  passe  plus  par  un  point 
double  de  y  (p.  173  ),  ou  bien  si  elle  est  de  nouveau  adjointe  à/. 

Dans  le  premier  cas,  nous  avons  Çi=  yh]  f  (Ç)  devient  par  suite 
égal  à  9(>î),  et  ^{^)  à  ^(x),  en  sorte  que  le  second  membre  de  (9) 
arrive  à  la  valeur  zéro.  Dans  les  deux  cas,  figure  dans  Téquation 
(6),  à  chaque  terme  de  la  somme  qui  se  trouve  au  numérateur  du 
premier  membre,  une  fonction  d'ordre  n  —  3  de  x,  tandis  que  la 
fonction  linéaire  disparaît  au  dénominateur;  mais  une  telle  somme 
est,  d'après  une  proposition  connue  de  la  décomposition  des  frac- 
tions rationnelles  en  fractions  simples,  égale  à  zéro,  en  sorte  que 
dans  le  second  membre  de  (9)  au  second  cas  aussi  se  présente  une 
valeur  nulle  ou  une  constante.  Mais  on  peut  supposer  cette  con- 
stante égale  à  zéro  si  l'on  a  fixé  les  chemins  d'intégration  de  la 
manière  convenue.  On  a  donc  ce  théorème  : 

La  somme  des  intégrales  similaires  de  première  espèce  (  *  )  ou 
de  celles  des  intégrales  de  troisième  espèce  qui  ne  deviennent  in^ 
finies  qu'en  un  point  double  def,  prises  entre  des  limites  qui  sont 
déterminées  par  le  sjstème  de  points  d 'intersection  de  la  courbe 


(')  Ces  hypothèses  faites,  on  peut  aussi,  d'oprès  le  théorème  sur  la  permulatioD  do 
paramètre  et  de  l'argument,  p.  188,  écrire  aussi  l'équation  (9]  aous  la  forme 


2/'.n,.v.  =  .o,£i|]-.o.^). 


(Clebsgh  et  Goto  AS,  op,  cit.,  p.  127). 

(*)  Cette  proposition  résulte  au  surplus  directement  de  (9),  car  cette  dernière 
équation  a  toujours  lieu,  de  quelque  manière  que  Ton  puisse  former  S^i;,  pour  lei 
mêmes  points  ^,  >};  or  la  différence  de  deux  semblables  valeurs  de  S(^  est  (p.  i7<% 
une  intégrale  de  première  espèce. 
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J=o  avec  une  courbe  du  m'^*"* ordre  ©  =  o  ef  par  le  système  de 
points  d'intersection  de  /'=  o  avec  une  courbe  du  m^^^^  ordre 
'J^  =  o,  est  toujours  nulle  (  *  ). 

lia  été  préalablement  supposé  ici  que  les  courbes  9  =  0,  ^  =  0 
ne  passent  pas  toutes  deux  par  le  point  double.  En  effet,  la  pro- 
position devient  alors  inexacte  pour  les  intégrales  de  troisième 
espèce  qui  deviennent  infinies  au  point  double,  puisque  Ton  n'a 
plus  zéro  dans  le  second  membre.  Car  soit  pour  un  instant 

o  —  a»'"         b  —  •h'"  • 
r  —  rar  »      r  —  r  x  > 

on  a,  dans  ce  cas,  yi  étant  les  coordonnées  du  point  double, 


a  étant  un  point  quelconque  sur  Tune  des  tangentes  de  j',  tel  con- 
séquemment  qu^un  point  voisin  de  Ç  sur  la  surface  de  Riemann 
(comparez  p.  189),  et  (3  un  point  de  Tautre  tangente  de  y  (voi- 
sin de  >î).  Mais  ces  deux  quotients  ne  sont  plus  égaux  l'un  à  l'autre  ; 
on  n'obtient  donc  plus  zéro  pour  différence  de  leurs  logarithmes. 
^u  contraire,  à  l'égard  des  intégrales  de  première  espèce,  ce 
théorème  subsiste  même  quand  les  courbes  ç,  <p  passent  par  les 
points  doubles  de  f\  donc,  en  particulier,  p  différentes  équations 
de  la  forme  (9)  ont  lieu  pour  les  courbes  adjointes  si  l'on  pose 
zéro  dans  le  second  membre.  C'est  ce  qu'on  vérifie  directement  sur 
(6),  car,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  on  obtient 
alors  une  somme  de  la  forme 


I, 


f;,-3(-^Mf>) 


somme  qui  est  nulle,  d'après  un  théorème  connu  d'Algèbre.  En 


(')  Un  autre  cas,  où,  dans  le  second  membre,  apparait  la  valeur  zéro,  se  présente 
lorsque  la  courbe  du  faisceau  ^  +  Jl^  =  0,  qui  passe  par  Ç,  renferme  encore  par  là 
même  17.  Si,  en  effet,  ^  est  le  paramètre  de  cette  dernière,  on  a  simultanément 

d'où 
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eiTet  on  aurait  au  second  membre  de  (6),  Q  renfermant  le  fadeur 
ax  "h  hy  -f-  <7, 

a„_,(j:,o)  =y„_,(j?,o).(/i.r-4-  c), 


et  cette  dernière  expression  s'annule  pour  jc  =  —  -•  Donc,  Uni 

que  le  théorème  se  réfère  à  des  intégrales  de  première  espèce,  il 
nous  ramène  à  notre  point  de  départ;  car  son  contenu  résulte 
aussi  de  Téquation  diiTérenliellc  (5)  par  intégration.  Dans  se> 
équations,  ne  figurent  que  les  intersections  non  situées  aux 
points  singuliers  dey,  comme  cela  doit  être;  car  les  autres  sonl 
communes  aux  courbes  f  et  ;{/  qui  déterminent  les  limites.  L' 
nombre  p  des  conditions  transcendantes  ainsi  trouvées  concordr 
exactement  avec  le  nombre  des  conditions  algébriques  qui,  suivant 
ce  qui  précède,  doivent  exister  entre  les  points  d'intersection  d'unf 
courbe  du  m**-''"®  ordre  avec  f  dans  le  cas  de  ni^n  —  3.  Nous 
verrons  plus  tard  quelle  modification  se  produit  au  cas  de 
mfin  —  3. 

On  peut  maintenant  se  poser  la  question  (déjà  indiquée  plu> 
haut)  de  savoir  si  réciproquement,  lorsque  \es  p  équations  (5)  ou 
leurs  équations  intégrales  existent,  on  peut  toujours  obtenir  de< 
courbes  coupant  respectivement  la  courbe  primitive  aux  points 
qui  se  présentent  aux  limites  de  l'intégrale,  et  si,  par  suite,  lo 
système  de  points  en  question  est  caractérisé  complètement  par 
les  équations  (5)  comme  système  complet  des  intersections  dey 
avec  une  courbe  adjointe.  Nous  répondrons  plus  tard  affirmative- 
ment à  cette  question. 

Actuellement  nous  nous  proposons  d'établir  le  théorème  d'Abel 
d'une  autre  manière  (sans  faire  usage  de  transformations  unidéter- 
minatives),  et  cela  d'autant  plus  volontiers  que  nous  mettrons 
ainsi  en  relief  sa  connexion  avec  d'autres  théorèmes  purement  algé- 
briques qui  émanent  principalement  de  Jacobi. 

Soient  dans  le  plan  yL  points  quelconques  x^'^x^^^,. .  .,x'î^: 
leur  ensemble  pourra  être  représenté  par  une  équation  de  classe  u 
en  coordonnées  lignes  telle  que  lij^  r=  o.  Joignons  séparément  ces 
points  à  deux  points  Ç  et  v}  choisis  de  même  d'une  manière  com- 
plètement arbitraire.  Les  équations  des  deux  systèmes  ainsi  oble- 
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nus  de  fx  rayons  chacun  seront  respectivement  (j^x5)H'=  o, 
[y^XTo)^=  o,  et  Ton  peut  poser 

[,0)  (y,xÇ)!^=]][(xÇx(0).      (y,^„)l*=j][(x,x(0). 

i=i  1  =  1 

Ces  deux  systèmes  de  rayons  se  coupent  en  a^  points  dont  fi  sont 
précisément  les  points  x^'^;  ils  ont  donc,  en  dehors  de  ceux-là, 
fi[li —  i)  points  communs.  Par  ces  intersections  restantes  on  peut, 
dans  tous  les  cas,  faire  passer  une  courbe  d'ordre  afz —  2 

e?-«=ro. 

car  une  courbe  de  cette  espèce  ne  sera  déterminée  que  par 
(/x  —  i)(2j:A-hi)  conditions;  il  reste  donc  fi^ —  i  paramètres  arbi- 
traires dont  nous  disposerons  plus  tard  d'une  manière  convenable. 
Après  ces  fixations,  nous  allons  montrer  que  Tégalité  suivante  est 
une  identité  (  *  )  : 


1=5* 


y}e^»ll^x^^'^^)^~'ix''l]{x''^'^^)^-'ix'^-') 


\ 


1  =  1 

k=i  {  i=i *  / 


Dans   la    seconde   partie   du  premier  membre   figure   ici    une 
somme  de  jex  termes  dont  chacun  se  compose  encore  du  produit  de 

05**(^rJ:^*^)  par  fx — i  autres  facteurs,  car  Tindice  A"  ajouté  au 
signe  de  produit  II  indique  que,  dans  le  produit  figurant  au  A**'"*^ 
terme  de  la  somme,  le  facteur  correspondant  à  Tindice  i  =  k  doit 
être  négligé;  ensuite  Tindice  ky  ajouté  au  terme  entre  crochets, 
signifie  qu'il  y  faut  faire  y  =  x^^\  et  l'indice  i  ajouté  à  l'autre 
expression  entre  crochets  signifie  qu'il  y  faut  faire  2  =  x^'^  ;  enfin 


(')  Si  l'on  imaoine  quo  les  deux  paramètres  qui  déterminent  les  rayons  des  fais- 
ceaux issus  de  Ç  et  q  aient  été  introduits  comme  variables,  on  peut  aussi  produire 
cette  équation  par  l'emploi,  deux  fois  répété,  de  la  décomposition  ordinaire  en  frac- 
tions simples;  comparez  p.  i53  et  suiv.  C'est  par  do  telles  opérations  que  Cleoscu 
et  GoBD&n  arriTent  aux  théorèmes  de  Jacobi  et  d'AaEL  {op.  cit.,  p.  f\^\  et  suiv.). 
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.e  symbole  j^'  sera  équivalent  à  ^  de  telle  sorte  que  iij  =  uj.  Pour 
prouver  Texactitude  de  Téquation  (i  i),  nous  avons  à  montrer  que 
l'expression  figurant  au  premier  membre  représente  une  courbe 
passant  par  la  totalité  des  fx*  points  d'intersection  de  {x^^Y'^^ 
et  (y^xrï)\^=.  o.  Faisons  d'abord,  dans  ce  but,  x  égal  à  x^^^\  c'est- 
à-dire  se  confondant  avec  le  point  de  rencontre  de  la  ligne  joi- 
gnant x^'"^  à  I  et  de  la  ligne  joignant  x^'^  à  r,;  le  premier  terme  à 
gauche  est  nul,  parce  que  0  doit  passer  par  ce  point,  et  chaque 
terme  de  la  somme  dans  la  seconde  partie  est  nul  à  cause  des 
équations 

(^COÇ^C))  =0,      (x(«)i3ar(*))  z=o, 

car  un  de  ces  facteurs  se  rencontre  en  chaque  terme  de  la  somme. 
Si  l'on  pose  ensuite  dans  (ii)  x=zx^''\  il  vient  également  zéro 
dans  le  premier  membre,  les  deux  termes  se  détruisant  Tun  l'autre. 
Dans  la  somme  de  [â  termes,  le  terme  qui  répond  à  l'indice  /  =r 
est,  en  effets  le  seul  qui  ne  disparaisse  pas.  Mais,  pour  Â  =  r, 
existent  les  équations 

i=l 

qui  se  déduisent  aisément  des  équations  (lo)  par  formation  po- 
laire, et,  en  vertu  de  ces  équations,  le  seul  terme  qui  reste  de  la 
somme,  c'est-à-dire  le  /•'*"•,  est  précisément  égal  et  de  signe  con- 
traire au  premier  terme  du  premier  membre,  comme  nous  FavoDS 
énoncé.  L'expression  du  premier  membre  s'évanouit  donc  en  fait 
pour  tous  les  [i^  points  d'intersection  des  deux  systèmes  de  ji 
rayons  chacun,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nous  formerons  maintenant,  dans  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (il),  la  {[i  —  i)'*"®  polaire  de  J,  et  nous  poserons  ensuite 
x  =  Y}j  OU,  en  d'autres  termes,  nous  ferons,  dans  les  deux  mem- 
bres, .r=^-t-X7;,  et  nous  chercherons  les  coefficients  de  Ai*~*. 
Nous  obtenons  alors,  dans  le  second  membre,  un  résultat  ideoti- 


^^ 


3,  : 
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quement  nul.  On  a  donc 


4=j* 


les  indices  i,  k  ajoutés  aux  expressions  entre  crochets  exprimant 
que,  dans  ces  dernières,  il  faut  prendre  x  =  x^'^  ou  x  =  x^*^  res- 
pectivement. Chaque  terme  de  la  somme  qui  figure  au  second 
membre  renferme  le  produit  complet,  c'est-à-dire  s'étendant  à  la 
totalité  des  [i  valeurs  de  l'indice  i. 


i=ii> 


-fJ(|i,jr(0)(^Ç.rC0)  =  _.(;^ç^)|i(/„ç)l*=;-l)|.4.i[(^j,)^].. 


i  =  l 


Nous  placerons  ce  facteur  devant  le  signe  sommatoire,  et  dans  les 
deux  membres  nous  diviserons  par  ce  même  facteur,  ainsi  que  par 
le  produit  complet  qui  se  présente  dans  le  premier  membre.  Nous 
obtenons  alors  le  théorème  suivant  : 

Entre  [JL  points  quelconques  x^^^  du  plan,  représentés  par  uj=  o, 
et  deux  points  Ç,  13  également  quelconques  existe  l'équation  iden- 
tique 


^ir-:) 


(i4)  {     *=,. 


A  =  l 


OÙ  0  =i  o  passe  par  la  totalité  des  /ut  (p. — i)  intersections  restantes 
des  lignes  qui  joignent  \  etti  aux  points  x^^K 

De  cette  identité  résulte,  par  une  transformation  facile,  la  propo- 
sition appelée  théorème  de  Jfacobi,  et  de  laquelle  on  peut  encore 
déduire  le  théorème  d'Abel.  Nous  admettrons  en  particulier  que 
les  it.  points  en  question  soient  les  intersections  de  deux  courbes 

/=fl«=:o     et    7==«i»=.o 
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(intersections  que  nous  supposerons  toutes  séparées),  en  sorte 
que  |x=  mn.  Alors  les  deux  systèmes,  issus  de  ^  et  >3  et  composés 
chacun  de  jtx  rayons,  passent  par  tous  les  points  de  rencontre  de 
f  et  de  <p,  c'est-à-dire  que  nous  pouvons  poser 


(.5) 


/  (xj-,)|i=Cï-''./-HDr"*.T- 


Si  l'on  fait,  dans  ces  équations,  x  =  x''*>,  les  premiers  membres 
seuls  deviennent  égaux  à  zéro,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  / 
et  de  ©.  Donc,  pour  les  intersections  restantes,  le  déterminant 


(i6) 


A  =  A»/-'«-«=:  A .D  —  B.C 


sera  nul.  Mais  si  Ton  pose  dans  (i5)  x  =  x^'^,fei 9  s'évanouîssenl 
également.  Si  donc  on  forme  la  première  polaire  de  ^  et  ï3  relative- 
ment à  (x-^?)**^^^  ^^  ix^^)^^^^  pour  X  =^  x^'\  il  vient,  en 
négligeant  comme  nuls  les  termes  multipliés  par  y,  9, 


/«D«r*«/i]ô 


Dans  la  deuxième  et  la  troisième  équation,  les  deux  premiers 
membres  ont,  à  cause  des  facteurs  (x?$)>  (Z'^*^)»  ^^  valeur  zéro. 
D'après  le  théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants,  on  a 
donc  ([JL  étant  égal  à  nin) 

(/.■'Ç)''-'(z«i)  o 


A     B 

«r'«,  «r's 

C     D 

«2''«l  «"~'a$ 

-ta"*"* 

si  Ton  imagine  que  Ton  a  écrit  toujours  x^'^  au  lieu  de  x,  et  qu'on 
ait  posé  u/=(^tJ/.  Au  moyen  de  cette  relation,  nous  pouvons 
dans  (j4)  exprimer  le  dénominateur  qui  figure  dans  le  second 
membre  en  fonction  de  A  et  du  déterminant  fonctionnel  àej]  9 
et  Ux  (c'est-à-dire  de  la  droite  Çyj).  La  forme  A  disparaît  alors,  eu 
égard  au  numérateur,  si  nous  posons  en  même  temps 
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U  étant  une  fonction  quelconque  de  l'ordre  m  -t-  «  —  2.  On  peut 
toujours  faire  ainsi,  car  la  courbe  6  =  0  était  assujettie  unique^ 
ment  à  la  condition  de  passer  par  les  ii^^i — i)  intersections 
restantes,  et  cette  condition  est  remplie  par  A  =  o.  Au  moyen  de 
la  substitution  indiquée,  Téquatîon  (i4)  prend  la  forme  sui- 
vante : 

k  =  \ 

fx  étant  égal  à  mn,  Ui  à  ((vî)/;  et  l'indice  h  ajouté  à  l'expression 
entre  crochets  signifiant  que  dans  cette  dernière  il  faut  poser 
x=  x^^K  C'est  là  l'équation  du  théorème  de  Jacobi;  ce  théorème 
est  ainsi  conçu  : 

Soient  y  =  o,  9  =  o  deux  courbes  du  n^^^^  et  du  m'^'"*  ordre,  et 
11^"=  o  l'équation  en  coordonnées  lignes  de  leurs  mn  points  d'in- 
tersection [ayant  une  situation  séparée)  ;  supposons  ensuite  que 
Asoil  défini  par  l'équation  (16),  et  que  U  soit  une  fonction  homo- 
gène et  entière  quelconque  de  l'ordre  n-h  m  —  2,  et  enfin  qu'on 
ait  0  =  AU;  relatis^ement  aux  points  d'intersection  de  fz=:o 
et  (^  ^=:  o^  et  à  deux  autres  points  quelconques  ^,  yj,  existe  toujours 
l'équation  (17). 

Nous  devons  encore  attirer  l'attention  sur  un  cas  particulière- 
ment important  de  ce  théorème.  Si  l'on  pose 

il  vient  aussi,  en  vertu  de  wç  =  o  et  u,  =  o,  ©p*  ©'*"*  =  o,  et  nous 
obtenons  ainsi  l'équation  (*) 

(•«)  S[(«I«)«r'«r']/=°- 


1=1 


Cette   équation   dépend    uniquement    des    coordonnées    des    mn 


(*]  Pour  ce  cas,  le  théorème  ci-dessus  a  été  donné  par  Jacobi  :  Theoremata  nova 
algebraica  {Journal  de  Crelle,  t.  14,  p.  281}.  L'équation  plus  générale  (17)  se  trouve 
dans  Clebsch  et  Gordan,  op,  cic,  p.  44*  Pour  la  marche  de  la  démonstration  insérée 

Clebscb.  —  Géométrie,  III.  l4 
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points  d'intersection  des  courbes  y*,  cp  et  des  coefficients  de  leurs 
équations  (et  non  plus  des  points  arbitraires  ^,  7)),  et  présente 
pour  cette  raison  une  importance  particulière.  Son  premier 
membre  est,  en  effet,  complètement  indépendant  de  la  ligne  m, 
car,  pour  un  point  d'intersection  àefel  9,  on  peut  toujours  poser 
•(comparez  p.  i4o). 


La  fonction  V^.^"*"'  est  encore  complètement  arbitraire;  on  peut 
donc   composer  linéairement  toutes  les  équations  possibles  (18; 

avec   -(/i-f-m  —  2)(/î-+-m  —  1)    d'entre    elles ,    arbitrairement 

choisies.   Mais   V(x^'^)    peut    aussi,    en    vertu    dey(x^'^)  =  o, 
(j)(x^'))  =  o,  être  remplacé  par 

V(^('))  -4-  A/'(.r('))  4-  By(x(0), 

A  étant  du  [m — 3)^*"'  ordre  et  B  du  (/i  — 3)'*"**  ordre  en  x^'', 
sans  que  l'équation  (18),  à  laquelle  on  se  réfère,  soit  changée.  On 

peut  donc,  en  vertu  de/'=  0,9  =  0,  établir  toutes  les  équations 
(18)  au  moyen  de 

-  [n-\-m  —  2)(/H-m  — i) (/w  —  a)(/w  — 1) [n  —  i)(/i  —  aj  —  m/i  — J 

d'entre  elles. 

Au  moyen  de  ces  mn  —  i  équations,  on  peut  calculer  linéaire- 


aii  texte,  l'auteur  a  fait  usage  de  quelques  remarques  orales  de  M.  Gohda!<.  L'éqoa- 
tion  (18)  est  une  extension  d'un  théorème  énoncé  p.  3o3  et  suit,  pour  une  variable 

binaire  x,  théorème  qui  dans  la  forme  homogène  exprime  que,  si  ;r'| ',  x^,  *  sont  \ti 
racines  d'une  équation 

«5  =  (a»*,  H- «,«,)*  =  0, 
on  a  l'identité 


f  =  11 


y  r  V?  •  "x  1  _ 

^L(««)«r'Jr°' 

i  =  I 


y  désignant  une  forme  binaire  quelconque  du  (/i  —  2)'*^  ordre.  Pour  ce  qui  con- 
cerne l'extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  7*oi>  Clebsch,  Journal  de 
C relie,  t.  63,  p.  224  et  iuIt. 
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ment  les  rapports  des  mn  grandeurs 


I  r  ":r      ,         "1 

pi^L(«»«)«r'«r'l' 


mais,  d'autre  part,  on  peut,   entre  mn  équations  prises  dans  la 

totalité  des  -{/i-f-w — '2){n-hm  —  i)  équations  (18),  éliminer 

ces  grandeurs,  et  l'on  obtient  ainsi  un  certain  nombre  de  rela- 
tions entre  les  coordonnées  des  points  de  rencontre  de^'et  cp,  rela- 
tions où  les  coefBcients  de  y  et  9  ne  figurent  plus,  et  qui  par 
conséquent  dépendent  uniquement  des  coordonnées  en  question. 
Le  nombre  de  ces  relations,  eu  égard  à  ce  que  les  rapports  seuls 
des  mn  grandeurs  S^  y  figurent,  est  égal  à 

-(«-h/n  —  !2)(/H-/n  —  1)  —  m«H-i  =  -  (/i —  i)(/i — 2) -h  -[m  —  i)(m — n). 

Pour  m=  n,  ce  résultat  concorde  avec  celui  précédemment  obj- 
tenu,  suivant  lequel,  entre  les  2/1^  coordonnées  des  n^  points, 
doivent  exister  {n — i)(7i — 2)  relations  (p,  121).  Mais,  pour 
m'^  ny  ces  relations  ne  peuvent  pas  être  indépendantes  les  unes 
des  autres,  car  autrement  il  pourrait  arriver  que  l'on  eût 

-(m  —  ^)[^  —  ^]  "+--  [^  —  i)(/i—  2)>2//i/i, 

c'est-à-dire  que  le  nombre  des  relations  surpassât  celui  des  incon- 
nues, ce  qui  ne  peut  pas  être.  Nous  avons  déjà  trauvé  que  le 
nombre  des  équations  indépendantes  les  unes  des  autres  entre  les 
coordonnées  des  mn  points  était  égal  à  mn  —  3/i  H-  1 .  Toutefois, 
on  doit  être  porté  à  demander  de  déduire  directement  ce  résultat 
de  la  nature  des  relations  auxquelles  donnent  lieu  les  équations  (18) 
ou  de  ces  dernières  équations  elles-mêmes;  c'est  ce  qui  a  été 
effectivement  réalisé  par  Jacobi  (  *  )  ;  toutefois,  nous  n'insisterons 
pas  davantage  là*dessus. 

Ce  qui  précède  est,  au  premier  examen,  uniquement  vrai  pour 
le  cas  où  les  mn  points  x^^^  sont  tous  séparés.  Lorsque  les  courbes  y 
et  9  se  touchent  en  un  point  x^^\  les  grandeurs  «""*«/  et  a^'^ai 

(')  Voir  son  Mémoire,  cité  p.  131. 

.4. 
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en  ce  point  (autrement  dit  les  coordonnées  de  la  tangente  com- 
mune) deviennent  proportionnelles  les  unes  aux  autres,  et  par 
conséquent  le  dénominateur  du  terme  qu'elles  concernent  s'éva- 
nouit dans  le  premier  membre  de  (17),  et  cette  équalion  cesse  au 
premier  aboTd  d'être  exacte.  Cependant,  si  nous  disposons  les 
choses  de  telle  manière  que  la  fonction  U  du  numérateur  s'éva- 
nouisse également  pour  le  point  de  contact  et  que  nous  posions 
pour  un  instant 

la  somme  des  termes  du  premier  membre  de  (17)  qui  renferment 
les  points  x^'^  et  x^'^  -h  dx^*^  sera 

«r  j  jc  (IX  jc  j 

r  étant  un  point  de  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  enx''^ 
de  sorte  que  dx'l  =  axA-4-  T)  a-  De  même,  dans  la  somme  (17),  se 
présente  un  teriîie  comptant  r  fois  si  les  courbes  /',  o  ont  en  un 
point  un  contact  d'ordre  /'  —  1,  et  que  la  courbe  U  ait  en  même 
temps  un  contact  d'ordre  /•  —  2  avec  les  deux  courbes.  Un  fait 
analogue  a  lieu  au  cas  où  Tune  des  courbes^,  ^  passe  par  un  poinl 
double  de  Tautre. 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  déduire  encore  le  théo- 
rème d'Abel  des  équations  (17). 

Nous  transformerons  d'abord  les  expressions  qui  figurent  au 
premier  membre  de  (17).  Du  système  de  points  d'intersection  j' 
de  la  courbe  o  A\ecfj  passons  au  système  voisin  x^'^  -f-  dx^*^  qui 
détermine  sur  y  une  courbe  o  -h$<f  =  o  voisine  de  ç.  Ici,  âtf  sera 
une  expression  du  m'*™*  ordre  en  x/,  expression  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  grandeurs  infiniment  petites  et  doivent  être  consi- 
dérés comme  des  accroissements  des  coefficients  a/;^^ ...  de  9. 
Pour  les  points  x^^^  -f-  rfx^'^  ont  lieu  par  hypothèse  les  relations 

(,9)  //i(«^-»a,,^),-h(?^(x(0)=o,    («r*«rfar)/=0. 


X 


Actuellement  nous  mettrons  pour  la  fonction  quelconque  U 
le  produit  Q„_2'00f  iî  =  o  étant  une  courbe  adjointe  à/* et  pas- 
sant par  n —  2  des  intersections  de  u  avec/*(p.  168).  Nous  place- 
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rons  ensuite  les  deux  points  Ç,  n  aux  deux  autres  points  d'inter- 
section de  u  avec  y*,  en  sorte  que 

(20)  /(î)  =  <if  =  o,    /(i,)  =  <  =  o. 

Si  l'on  écrit  encore,  eu  égard  à  (19),  ma^'^  a^x  au  lieu  de  —  dy, 
qu^on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chaque 
terme  dans  le  premier  membre  de  (17)  par  aj"' a^»  c  étant  un 
point  quelconque  y  et  qu'on  ajoute  au  numérateur  le  terme 
û.fl"~*a<i>.aj'~'  oLcy  nul  en  vertu  de  aj~*  a,iix='  o,  il  vient 

Ici  nous  pouvons  encore  poser 
et  par  là  nous  obtenons,  pour  u,==  (  Jr;)/, 

et  au  second  membre  figure  maintenant  une  différentielle  de  troi- 
sième espèce,  comme  dans  le  théorème  d'Âbel. 

La  transformation  du  second  membre  de  (17)  se  rattache  à 
Tidentité  qui  existe  pour  £2  (p.  168),  savoir 

Nous  avons  à  remplacer  0  par  A.  12.$^,  A  étant  défini  par 
Téqiiation  (16).  U  vient  alors,  d'après  l'identité  précitée, 

Mais  des  équations  (  1 5  )  résulte 

A(x)/(.r)-^D(.^).(x.r?)î^-B(.r).(x^^)^ 

et  si  l'on  substitue  dans  la  dernière  équation  et  que  l'on  forme  en- 
suite  la  |x**"*  polaire  de  73  pour  a:==  ^  (en  d'autres  termes,  si  Ton 
pose  X  =  Ç  -+-  Xt],  et  qu'on  cherche  de  part  et  d'autre  le  coefficient 
de  X^*),  il  vient 


j 
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On  a  ensuite,  d'après  (i5)  et  (ao), 

(x>î5)»'=B(.).y(>:),     (xÇ>3)^-:D(Ç).y(Ç), 
et  l'on  trouve,  en  conséquence, 


c;r)- 


ait  V         *;  ^/^\  ^/i:\ 


[Ui^n'      '        fN      f(«) 


Par  substitution  de  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  (17), 
on  obtient  enfin,  en  vertu  de  (21), 

I  =:  nm 
i  =  l 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  différentielle  (8)  dont,  par 
intégration,  le  théorème  d'Abel  s'est  déduit  sous  la  figure  connue. 
Nous  aidons  ainsi  fourni  la  seconde  démonstration  directe  de  ce 
théorème. 

Si,  parmi  les  points  xS^\  quelques-uns  (7*  par  exemple)  se  rap- 
prochent indéfiniment  les  uns  des  autres,  r  différentielles  devien- 
nent égales  dans  la  somme  qui  figure  au  premier  membre; 
mais  aucune  autre  particularité  ne  se  présente,  car  le  déno- 
minateur de  la  différentielle  ne  devient  pas  nul,  ainsi  qu'il 
arrivait  cependant  dans  le  théorème  de  Jacobi.  La  raison  en  est 
qu'alors  par  r  —  i  des  points  voisins  passe  aussi  la  courbe 
^-f-5ç  =  o,  et  que  par  suite,  pour  U  =  û.59,  le  numérateur 
s'évanouit  toujours  au  même  ordre  que  le  dénominateur,  c'est- 
à-dire  que  le  déterminant  fonctionnel  àe  f,  9  et  1/,  ce  qui  s'ac- 
corde avec  les  remarques  précédentes  concernant  l'équation  (17) 
(page  212). 

On  aperçoit  facilement  qu'au  lieu  de  l'équation  (1^)  du  théo- 
rème de  Jacobi  il  suffit  d'employer  l'équation  plus  simple  (18)  si 
l'on  veut  établir  le  théorème  d'Abel  seulement  pour  les  intégrales 
àe  première  espèce,  et  conformément  à  cette  observation  la  dé- 
monstration pourra  se  simplifier  si,  au  préalable,  on  établit  direc- 
tement Téquation  (18).  Mais  c'est  une  chose  très  importante  que, 
réciproquement  y  de  cette  dernière  équation  on  puisse  aussi  dé- 
duire le    théorème    d'Abel  pour  les    intégrales    de    troisième 


/ 
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espèce;  c'est  à  quoi  Ton  arrive  en  se  basant  sur  les  réflexions  sui- 
vantes (*). 

Dans  la  démonstration  du  théorème  de  Jacobi,  Tirréductibilité  de 
la  courbe  f^  a J  ==  o  n'a  été  supposée  nulle  part;  l'équation  est 
donc  encore  vraie  lorsque  la  courbe  f  ou  ç  ^e  décompose.  Si 
nous  posons  en  particulier 

n  étant  ainsi  égal  kp  -i-  q,  il  vient 

Si  nous  désignons,  d'après  cela,  par  j^'^  les  points  d'intersection 
de  i^  =  G  et  «^  =  o,  par  z^'^  ceux  de  cj  =:  o  et  «^  =  o,  l'équa- 
tion (i8)  se  transforme  en 

i  =  1  1  =  1 

Les  quotients  qui  se  présentent  ici  sont  complètement  indépen- 
dants des  quantités  Ui]  on  peut  donc  aussi  poser,  dans  la  première 
somme,  iz/=  c/cj.~\  et  dans  la  seconde  somme  Ui=- bib^~\  en 
sorte  qu'il  en  résulte  l'équation 

i  =  mp  i  =  ma 

1  =  1  i  =  1 

et,  à  cause  de  la  symétrie  complète  qui   existe,  les  deux  sommes 
sont  aussi  égales  à 

i  =  pq 
i=l 


(')  Voir  Harnack,  Ueber  eùie  Behandlungswehe  algebraischer  Différent ùde  in  homo^ 
gencn  Coordinaten  {Math,  Annalen,  t.  9,  p.  871  et  buîv.).  L'équation  (18)  y  est 
obtenue  par  discussion  de  l'équation  du  m/i*^<°*  degré  qui  détermine  les  valeurs  du 
quotient 

aux  mn  points  x^^.  CompRrer  la  note  a  de  la  p.  196. 
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x^'^  désignant  les  points  d'intersection  de  6^  =  o  avec  cj  =  o.  Or, 
si  Ton  choisit  en  particulier  cj  égal  à  {^njr)  ==  Mx>  l'équation  (24) 
se  transforme  en 


1=1         '  1=1 


En  partant  de  là  on  arrive  de  nouveau  au  théorème  d'Âbel  de  la 
manière  suivante.  Le  premier  membre  se  transforme  immédiate- 
ment en  vertu  de  (21),  pour  V  =  û|,_t  J9  (sauf  un  facteur  numé- 
rique m),  en  la  somme  des  différentielles  de  troisième  espèce  qui 
se  présentent  dans  (aS),  à  la  seule  condition  d'y  remplacer  û^  par 
b^.  Mais  on  peut  traiter  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  le  se- 
cond membre  de  notre  équation  en  intervertissant  seulement  les 
rôles  des  courbes  ijj  =  o  et  Mx=  o.  Il  vient  alors  en  premier  lieu, 
si  l'on  procède  comme  pour  la  formation  de  l'équation  (21), 

OU,  en  vertu  de  joza=  (wa)*»^"*, 

en  supposant  actuellement  Uz-=  o  et  Udz=^  o.  La  différentielle  qui 
figure  au  second  membre  se  réfère  donc  à  la  droite  tt,  =  o,  au 
lieu  de  se  référer  à  la  courbe  a"  =  o.  Nous  pouvons,  en  consé- 
quence, pour  les  points  de  cette  .droite,  introduire  une  nouvelle 
variable  binaire  X|  :  x^  au  moyen  de  la  substitution 

Il  vient  alors,  en  vertu  de  l'identité  (22)  relative  à  lî, 

et  le  déterminant  [czdz)  devenant  égal  à  (c^y3)(xiC^X2^ — xarfxi), 
expression  où  (cjrî)  =  Ucy  la  différentielle  (26)*  se  transforme  en 

fn  — — ■ =  ma  log  —  • 

XjXj  X| 

Nous  avons  à  former  la  somme  de  ces  différentielles  étendue  à  toutes 


,-i 
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les  racines  de  Téquation  (xi  aç-4-  X2aii)''  =  o.  Mais  cette  somme  est 
égale  à 


(Ç) 


Or,  comme  le  facteur  numérique  m,  diaprés  la  transformation 
indiquée,  s'est  présenté  de  la  même  manière  dans  le  premier  membre 
de  (20),  nous  avons  à  nouveau  obtenu  en  fait,  au  moyen  de  (a5), 
le  théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  troisième  espèce. 

De  même  que  le  théorème  de  Jacobi,  le  théorème  d'Abel  est 
également  vrai  pour  les  courbes  décomposables.  Ce  théorème  étant 
censé  connu  pour  les  intégrales  qui  ne  deviennent  infinies  qu'en 
des  points  doubles  de  y,  on  peut  en  déduire  son  énoncé  pour 
d'autres  intégrales  sans  revenir  au  théorème  de  Jacobi.  Si  l'on 
pose  en  effet 

et  qu'on  désigne  par  j^^^  les  points  d'intersection  de  a^  =  o  et 
jS^  =  o,  par  z^'^  ceux  de  a^  =  o  et  yj  =  o,  l'équation  du  théo- 
rème d'Abel  se  transforme  immédiatement  en 

i=mn  i  =  mp  i  =  mff 

i  =  l  i  =  t  1  =  1 

Une  somme  de  différentielles  qui  appartiennent  à  la  courbe 
primitive  jS^  =  o  et  dev*iennent  infinies  en  quelques-uns  (  *  )  des 
points  d'intersection  de  cette  dernière  avec  7Î=  o  se  trouve  donc 
ramenée  à  une  somme  de  différentielles  qui  appartiennent  à  la 
courbe  primitive  yj=  o  et  deviennent  infinies  aux  mêmes  points 
d'intersection  de  cette  dernière  avec  Çi^  =  o.  Il  résultera  immé- 
diatement de  là  pour  nous  qu'une  somme  d'intégrales  à  infinis 
quelconques,  étendue  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  pri- 
mitive (3^  ==  o  avec  une  courbe  a^  =  o,  est  représentable  par  des 
logarithmes  et  des  fonctions  algébriques,  ce  qui,  au  surplus,  res- 
sort déjà  de  la  réduction  précédemment  donnée  d'une  différen- 
tielle quelconque  à  des  sommes  de  différentielles  ayant  une  fonc- 

C*)  Par  les  autres  intersections  des  deux  courbes  passe  aussi  alors  la  courbe  6  =  0. 
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lion  linéaire  au  dénominateur  (p.  i52  et  suiv.).  Dans  le  cas 
actuel^  on  devra  recourir  à  une  décomposition  analogue  à  celle 
employée  alors  pour  réaliser  en  fait  l'évaluation  de  la  somme  d^in- 
tégrales.  Désignons,  en  effet,  par  m|'^=o  Téquation  des  points 
d'intersection  de  7Î  =  0  avec  j3^  =o;  on  a  (p.  i54) 

d'où  -77  =  7- — — —  1  en  vertu  de  Éf.  =  o,  et  par  suite  aussi 

iz=mf)  i~-f>qm 

Y  V^r'i'^ydxU  ^_  Y  r        yr»c(c3rf»)        1 

Dans  le  second  membre  figurent  des  différentielles  qui  se  rap- 
portent à  la  courbe  [^x\^P^-=^o  comme  courbe  primitive.  Mais 
cette  dernière  se  décompose  précisément  en  lignes  droites  ;  on  peut 
donc  décomposer  encore  la  somme  qui  est  au  second  membre  en 
une  somme  de  différentielles  dont  chacune  se  rapporte  à  une  seu- 
lement de  ces  pq  droites,  et  peut  conséquemment  être  évaluée 
directement  par  l'introduction  d'une  variable  binaire,  ainsi  qu'il  a 
été  l'ait  récemment  pour  les  différentielles  de  troisième  espèce.  On 
arrive  ainsi  naturellement  à  un  résultat  identique  à  celui  donné 
par  une  décomposition  de  l'expression  qui  figure  au  premier 
membre  en  fractions  simples. 

Considérons  encore  comme  application  du  principe  développé 
ici  le  cas  particulier  où  la  courbe  primitive  se  décompose  en  irois 
lignes  droites,  telles  que  Xj  =  o,  X2  =  o,  Xs  =  o.  Pour  ses  points 
d'intersection  x^'^  avec  a'I'  =  o,  nous  obtenons  alors 


ir=3.7l 


1  =  1 
i  =  m  i  =  1/1  I  =:  m 


^  L  .^8^3  J/       jLd  L   233,  Ji       Zj  L  ^^î  J* 


i~i  1  =  1  1  =  1 


relation  où  l'on  a  désigné  par^^'^  les  points  de  rencontre  deaj  =^0 
avec  Xt  =  o,  par  z^^^  ceux  avec  0:2=  o,  par  t^'^  ceux  avec  j:j  =  o. 
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Il  vient  alors,  semblablement  à  ce  qui  arrivait  pour  Téquation  (26), 

1  =  1 

On  trouve  de  même  pour  les  sommes  qui  répondent  au3c  lignes 
j:«  =  o,  0:2  =  0  les  valeurs  respectives 


^H^-'^y     et    .log(-^) 


01 


Mais  rintégrale  de  la  somme  de  ces  trois  valeurs  est  égale  à 
log  ( —  I  )*"  =  miity  et  par  conséquent  existe  la  relation 

^{t)UV          v(/«)   -(l)^(î)          -(//i)   #(1)/U)          fini) 
i^Q\         >^a   >^a    •  •  •  ^3       ^1    ^1    •     '^i       *2    'î    •  •  •'*      __    \m 

Cette  équation  se  confond  avec  la  proposition  appelée  théorème 
de  Carnot,  proposition  que  l'on  énonce  habituellement  sous  la 
forme  suivante  : 

Si  j'I^vy^j  z-^^l  z^i\  ^2"!  t^l^  sont  les  rapports  de  distances  des 
points  d'intersection  d'une  courbe  du  /n'^"**  ordre  avec  les  côtés 
d'un  triangle  aux  sommets  de  ce  triangle,  entre  ces  rapports  de 
distances  existe  la  relation  (28). 

Des  propositions  analogues  ont  lieu  pour  les  points  de  rencontre 
de  la  courbe  avec  un  nombre  quelconque  de  droites  (*). 

Enfm  faisons  encore  observer  que  du  théorème  d'Abel  établi 
pour  les  intégrales  de  troisième  espèce  on  peut  aisément  déduire 
le  théorème  d'Abel  relatif  aux  intégrales  de  deuxième  espèce 

par  application  du  procédé  N  "p's' (P-  '70»  à  la  place  des  loga- 
rithmes interviennent  alors  dans  le  second  membre  des  fonctions 
algébriques.  Mais  nous  n'insisterons  pas  davantage  là-dessus. 

Ici  se  présente  naturellement  la  question  suivante,  dont  nous 
avons  déjà  dit  quelques  mots  plus  haut  :  La  réciproque  du  théo- 


(*)  On  les   démontre  d'aiUeurs  algébriquement  par   une  méthode  élémentaire. 
(roir  la  Géométrie  de  position  de  Càbhot,  ainsi  que  la  note  de  la  p.  i3o). 
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rème  d*Abel  est-elle  vraie,  c'est-à-dire  peut-on  toujours  conclure 
des  équations  (8)  ou  de  leurs/?  équations  intégrales 


'       ^^"/« H-  /       ^'Oi -h . .  •^-  / 

m 

(//  =  I,  2,  3. . ./?) 


que  les  fi  points  x^'^  sont  situés  tous  ensemble  sur  une  courbe  ad- 
jointe? Observons  ici  que  {i  n'est  pas  nécessairement  divisible  par 
/i,  car,  d'après  ce  qui  précède,  tous  les  points  d'intersection  qui 
sont  situés  en  même  temps  sur  la  courbe  qui  détermine  les  limites 
inférieures  disparaissent.  Or,  comme  par  mn  —  Za/i(i — i) — p 
points  quelconques  on  peut  toujours  faire  passer  une  courbe  ad- 
jointe du  m*^™®  ordre,  notre  question  revient  au  fond  à  celle  de 
savoir  si,  par  les  équations  du  théorème  d'Abel  relativement  aux 
intégrales  de  première  espèce  {*)^  p  points  sont  en  général  déter- 
minés sans  ambiguïté  par  les  autres.  Or  il  en  est  effectivement 
ainsi,  comme  l'apprend  l'examen  du  problème  de  V inversion  des 
intégrales  abéliennes  appelé  problème  de  Jacobi,  Ce  dernier  peut 
se  formuler  de  la  manière  suivante  {-). 

Soient  données  les  p  équations 

(29)       >     /         ^«i  =  <'l»        >     /         du^zznv^,       ...,        XI-     ^"i'^*''" 
î=I  i  =  \      ^  1  =  1 

les  quantités  \f\,  v^}  •••;  ^/?  étant  des  constantes  indépendantes 
les  unes  des  autres  (  savoir  les  sommes  intégrales  négatii^es  s'cten- 


(')  Pour  ce  qui  concerne  les  questions  correspondantes  relativement  aux  inté|rraleâ 
de  troisième  espèce,  'voir  plus  loin  la  Section  sur  les  systèmes  de  points  d'intersec- 
tion des  courbes  non  adjointes. 

(*)  Il  a  été  ainsi  énoncé  (quoique  non  résolu)  par  Jacobi  pour  les  intégrales  hyper 
elliptiques  {Journal  de  Creiîe,  t.  9  et  13).  Il  diffère  du  problème  d'inversion  de 
Riemann,  où  l'on  se  propose  de  déterminer  une  limite  supérieure,  les  valeurs  «'ji  des /> 
intégrales  i/^  étant  données  pour  cette  limite  supérieure,  et  qui  dérive  de  celui  de 
Jacobi  si  l'on  fait  coïncider  p  —  i  des  points  jr('^  avec  les  points  correspondants  c("- 
Ce  problème  n'est  naturellement  résoluble  que  si  entre  les  grandeurs  v,^  existent /»  — < 
relations  d'une  certaine  espèce.  {JToir  sur  ce  sujet  C.  Nedmaxx,  îoc,  eit,,  p.  393  et 
suiv.,  et  p.  5i'|,  Prtm,  loe,  cie.) 
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dant  aux  fi  —  p  autres  points  connus)  et  les  quantités  c^'^  désignant 
des  points  quelconques  Jixés  une  fois  pour  toutes,  points  qui 
peuvent  de  toutes  les  manières  possibles  se  confondre  tota- 
lement ou  partiellement  en  un  seul  :  on  demande  de  déterminer 
les  p  limites  supérieures  x^*^  comme  fonctions  des  grandeurs 
données  vi^  (  *  ) . 

La  solution  efleclive  de  ce  problème  est  en  dehors  de  nos  con- 
sidérations; elle  s'eflfectuey  diaprés  Riemann,  à  Taide  des  fonc- 
tions ©  (^). 

On  résout  le  problème  par  l'intermédiaire  d'intégrales  de  troi- 
sième espèce  en  développant  d'abord  une  méthode  au  moyen 
de  laquelle  une  somme  de  p  intégrales  normales  de  troisième 
espèce  ayant  les  mêmes  limites  c^'^  et  x^^^  est  représentable 
comme  fonction  des  grandeurs  données  v^^  v^^y  ..  .,^'y,  (').  Pour 
déterminer  les  p  points  x^^\  on  peut  d'abord  déterminer  les  p 
rayons  d'un  faisceau  Ux — 'kvx=o  qui  passent  par  ces  points, 
c'est-à-dire  établir  l'équation  du  )[;'*'"'  degré  en  X  qui  détermine 
ces  rayons.  Si  l'on  cherche  alors  les  rayons  correspondants  d'un 
second  faisceau,  on  peut  trouver  les  points  x^^\  comme  étant  leurs 
points  d'intersection,  par  des  équations  linéaires.  Il  est  à  remar- 
quer que  les  rayons  précités  du  second  faisceau  peuvent  ^e  déter- 
miner rationnellement  (et  pour  préciser  au  moyen  d'équations 
linéaires)  si  ceux  du  premier  sont  connus.  Il  s'agit  donc  de  déter- 


(*)  f^o/r  Clebscb  et  Gorda:<,  op,  cit.,  p.  i38.  Dans  les  p  équations  (29),  à  la 
même  limite  supérieure  x(i)  répond  toujours  la  même  limite  inférieure  c^*K  C'est 
là  une  différence  avec  la  méthode  de  Riemann  pour  déterminer  les  limites  infé- 
rieures; Riemann,  en  effet,  emploie  toujours  dans  la  même  somme,  quand  même  les 
limites  supérieures  sont  différentes,  une  même  limite  inférieure,  et  au  contraire 
dans  chacune  de»  p  sommes  d'autres  limites  inférieures.  [Foir  Riemann,  op,  cit.,  §  15 
et  16.) 

(*)  Foir  RiEMARX.  ioe.  cit.,  $  17  et  22.  La  théorie  de  ces  fonctions  se  trouve  en  détail 
dans  HiEMAXX,  Théorie  der  AbeVschen  Intégrale,  Leipzig,  i865,  p.  aS  et  suiv.,  et 
p.  4^3  et  suiv.  11  est  à  remarquer  que  la  définition  donnée  par  Riemann  des  fonc- 
tions 6  s'écarte  de  celle  que  Ton  trouve  dans  Clebsch  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  98,  en 

ce  que  les  arguments  diffèrent  d'un  facteur  numérique  -9  ce  qui  a  sa  raison  dans  le 

choix  différent  des  modules  normaux  de  périodicité  des  intégrales  de  première  espèce. 
[Voir  plus  haut,  p.  i85.) 
(')  Voir  Clebsch  et  Goedan,  op,  cit.,  p.  i38-aoo. 
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miner  la  valeur  de  la  fonction  algébrique  —  aux  p  points  a*  ''  par 

une  équation  de  degré  p.  On  peut  encore  généraliser  le  problème 

en  considérant,  au  lieu  de  —  >  le  quotient  ^»  dont  le  numérateur  et 

le  dénominateur  doivent  être  du  même  ordre,  autrement  dll  en 
cherchant  les  courbes  du  faisceau  9-^/^  =  0  qui  passent  par  les 

points  x^^K  Les  valeurs  que  prend  -  en  ces  derniers  points  se  dé- 
termineront alors  par  une  équation  algébrique 

(3o)  (î)%M.(|)'"'+M.(î)''"'-...  +  M,=  o. 

t 

dont  les   coefficients  M/  sont    des    fonctions  à  déterminer  des 
sommes  d'intégrales  s^h^  et  il  suffit  de  connaître  les  racines  relatives 

à  une  fonction  ^  pour  pouvoir  calculer  les  racines  relatives  à  toute 

autre  fonction  j?  (comme  dans  le  faisceau  de  rayons  u  —  \v). 

Ces  fonctions  M/  ou  plus  généralement  les  fonctions  sjmétriiiues 
des  p  valeurs  que  prend  une  Jonction  homogène  de  dimension 
nulle  aux  p  différents  points  sont  appelées  fonctions  abéliennes 
des  arguments  v  définis  par  (  29  )  (  *  ).  Ce  sont  des  fonctions  2  p  fois 


(')  Ce  sont  d'autres  grandeurs  que  Rieraann  (dans  ses  Leçons)  a  désignées  sous  le 
nom  de  fonctions  abéliennes.  Soient  x^^\  x('\  . .  .,x(^~')p  —  i  points  dans  lesquels 
la  courbe  primitive  est  touchée  par  une  courbe  adjointe  G,«,,  ce  qui,  en  géDéral,  ne 
peut  se  produire  qu'en  un  nombre  fini  de  systèmes  de  points,  et  soit  ^  s=s  0  réquatioo 
de  cette  courbe  G^-g,  ^  =  o  l'équalion  d'une  autre  courbe  G^,.,  de  même  espèce  aysnt 

pour  points  de  contactât')  ;  le  quotient  a  /P  est  proportionnel  à  un  quotient  de  fooe- 
tions  0  dont  les  arguments  ne  diffèrent  des  grandeurs 


h=    ^   J^     "^"i^-^J     ''"a^X  '^"*' 


i  —  l 


où  17  et  r  sont  des  points  choisis  arbitrairement,  que  par  une  constante.  Les  rap- 
ports ff  :  ^  ainsi  formés,  comme  aussi  les  quantités  ^  et  ^  elles-mêmes,  soot 


LA   GÉOMéTRlB  8CR   CNB  COORBB  ALGÉBRIQCE.  333 

périodiques  de  ces  grandeurs,  puisque  les  p  intégrales  de  pre- 
mière espèce  (d'après  ce  qui  a  été  dit,  p.  i86)  ont  2/7  systèmes  de 
modules  de  périodicité,  que  par  suite  les  gi*andeurs  v  peuvent  être 
augmentées  d'une  manière  quelconque  de  semblables  périodes  et 
que,  pour  préciser,  \fh  peut  l'être  de 

sans  que  Téquation  (3o)  soit  par  là  modifiée. 

Actuellement  l'introduction  des  intégrales  de  troisième  espèce  se 
fait  de  la  manière  suivante.  Considérons  la  somme  de  p  intégrales 
IIç^  conduites  entre  les  mêmes  limites  c^^\  or^*^  et  ayant  deux  infi- 
nis Ç,  y;.  Cette' somme 


1=1 


se  présentant  comme  fonction  symétrique  des  limites  supé- 
rieures, et  les  fonctions  symétriques  de  ces  dernières  ayant  déjà 
été  considérées  comme  fonctions  des  quantités  ^,  peut  être  aussi 
considérée  comme  fonction  de  ces  mêmes  quantités,  ainsi  qu'il 
sera  expliqué  plus  en  détail  incessamment.  Et  c'est  à  la  re- 
présentation efiective  de  cette  fonction  Sç,,  que  peut  se  ra- 
mener le  problème  de  l'inversion.  Les  coefficients  de  l'équa- 
tion (3o)  peuvent  en  effet  s'exprimer  de  la  façon  suivante  par  les 
fonctions  S. 

Nous  mettrons,  dans  l'équation  (9)  du  théorème  d'Abel  (p.  200 
et  202,  note),  à  la  place  de  Ç  successivement  x^^\  x^-^,  . . . ,  x^/^^; 
à  la  place  de  yj  successivement  é^\  c^^^  . .  . ,  c^^^;  nous  prendrons 
ensuite,  au  lieu  de  la  courbe  9=0,  une  courbe  quelconque  du 
faisceau  <p  —  X^{i  =  o,  et  nous  désignerons  par  yM^  les  points  d'in- 
tersection  de  f=  o  avec  «|^  =  o  qui  ne  sont  pas  situés  en  même 
temps  sur  y  =  o,  par  ^^'^  les  points  d'intersection  de  cp  —  l^z=o 
di\ecf=  o  qui  ne  sont  pas  situés  sur  9  et  ^,  Nous  obtenons  alors, 
en  vertu  du  théorème  d'Abel  et  de  la  proposition  sur  la  permuta- 


tion des  fonctions  aàéliennes  des  greuideurs  c^,  Wj^f  dans  le  sens  de  Riemann.  {^oir, 
sur  ce  sujet,  Roch,  Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  io4,  et  Riemanx,  Gesammelte  Werke, 
Leipzig,  1876,  p.  456.) 
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tion  du  paramètre  et  de  Targument  (p.  187  et  sulv.),  les  équa- 
tions qui  suivent  : 

'««  [(i)-«-  »]  -  '»«  [(I)..,-'] = -  sxr-^'- 

i 

(3„  ]  '°«[(i)..-^]-'"«L(î).--']=-sr''""-' 


,x<P> 


'"«  [(!)-..-  ']  -  '"^  [(?)*-  *] = -  SX-  '^'- 

i 

Les  points  $^'^,  >3^'^  sont  coordonnés  l'un  à  l'autre  comme  le 
prescrit  le  théorème  d'Abel  (p.  aoi),  et  les  sommes  qui  figurent 
au  second  membre  se  rapportent  aux  couples  d'intersection  ainsi 
formés.  Les  contours  d'intégration  sont  également  régis  par  ce 
même  théorème  :  ils  ne  sont  donc  éventuellement  pas  les  mêmes 
que  ceux  qui  se  présentent  dans  les  équations  (29),  et  au  con- 
traire fourniraient,  au  lieu  des  quantités  t'A»  des  sommes  d'Inlé- 
grales  i^'^  qui  diffèrent  des  v^/i  par  des  modules  de  périodicité.  Mais 
les  sommes  du  second  membre  ne  varient  (p.  187),  par  change- 
ment du  chemin  d'intégration,  que  de  multiples  de  l'expression 

y    1      duk  (abstraction  faite  de  la  période   2171  qui  se  présente 

également  dans  le  premier  membre);  et  ces  dernières  sommes 
►s'évanouissent,  d'après  le  théorème  d'Abel,  puisque  Ç,  m  sont  des 
sj'stèmes  de  points  d'intersection  pouvant  être  ramenés  directe- 
ment les  uns  aux  autres  par  variation  continue  de  la  constante  /. 
il  n'est  donc  pas  nécessaire  d'y  avoir  égard. 

Si  l'on  ajoute  maintenant  les  équations  (82)  et  qu'on  passe  des 
logarithmes  aux  nombres,  on  trouve,  en  vertu  de  (3i), 


(33)  JjVW-"»         __    / 


et  dans  cette  équation  est  contenue  la  solution  de  notre  problème 
dès  que  les  fonctions  G  sont  encore  exprimées  par  les  quantités  v. 
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Si  l'on  pose  en  effet 

''-[{|)..-][(l)..>-)-[(l).r"]«-^-'<='. 

M  ne  renfermant  en  dehors  des  constantes  (car  nous  avons  assigné 
à  la  grandeur  X  une  valeur  quelconque)  que  des  fonctions  5,  on 
peut  aussi  écrire  l'équation  (33),  eu  égard  aux  coefficients  M,  de 
l'équation  (3o),  sous  la  forme 

Il  suffit  de  former  cette  équation  p  fois  successivement  pour  au- 
tant de  différentes  valeurs  de  i  pour  obtenir  un  nombre  égal 
d'équations  avec  M/  pour  inconnues,  et  l'on  peut  alors,  au  moyen 
de  ce  système  d'équations  linéaires,  exprimer  ces  dernières 
quantités  par  les  fonctions  5.  Les  coefficients  de  l'équation  de 

degré  p  dont  les  racines  sont  les  p  fonctions  I  ^  j      deviennent 

conséquemment  des  combinaisons  rationnelles  des  différentes 
transcendantes  e"^^"^. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'une  étude  plus  approfondie  de  la 
fonction  Gç„  et  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  fait  voir  que 
cette  fonction  est  représentable  par  les  fonctions  0  dont  les  argu- 
ments dépendent  essentiellement  des  grandeurs  données  Vh  ^t  de 
certaines  constantes.  Pour  la  détermination  de  ces  constantes,  il 
est  avantageux  de  choisir,  au  lieu  des  grandeurs  c^'^,  d'autres  gran- 
deurs a^'^  définies  de  la  manière  suivante  :  Menons  en  un  point 
quelconque  fx  la  tangente  kf=o\  cette  tangente  coupe  encore  y 
en  7ï  —  2  points  ;  faisons  passer  par  ces  derniers  une  courbe  ad- 
jointe du  (/z  —  2)*^"®  ordre  tangente  ày*==  o  en  tous  les  points  où 
elle  rencontre/*,  c'est-à-dire  en  p  points.  Pour  chaque  point  |ut,  on 
peut  trouver  ol^p  courbes  de  cette  espèce  C,,_„  comme  nous  le 
verrons  plus  tard;  mais  parmi  elles  il  en  est  une  qui  se  trouve 
désignée  d'une  façon  complètement  déterminée  pour  les  limites 
inférieures  (elle  dépend  du  choix  du  système  canonique  de  sections 
transverses  de  la  surface  de  Riemann  employé  pour  la  définition 
des  périodes  a/^,  p-  181  et  suiv.);  nous  désignerons  ses  points  de 
contact  par  «^ '■ ,  oS^\  . .  . ,  a^^^  En  substituant  ces  points  aux  points 
t^'^  dans  les  équations  (29)  du  problème  d'inversion  et  écrivant  en 
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même  temps  tù^  au  lieu  de  i^a,  en  sorte  que,  pour  A  =  i ,  2,  •..,/?, 
on  ait 

1  =  1  ^  i=zi  ^ 

on  trouve  le  résultat  suivant  [*)  : 


(35)  Çç. 


en  sorte  que  Téquation  (33)  se  transforme  en 

(36)  j]  )^^""' = n 


la  fonction  6  étant  définie  par  la  série  p  fois  infinie 


0(«',,)  =  e(«'i,cv„  . . .,««';,) 


__    V'       V'  V   ^-■^2*2it'-*nk«»»+2ir,»'/^ 


r|  =  — •  r,  =  — «D         r^=— Qc 


Za  solution  du  problème  est  donnée  dans  l'équation  (36),  ainsi 
qu'il  ressort  des  explications  précédentes.  Maintenant,  à  la  place 
des  «^'^  et  des  w^,  on  peut  réintroduire  les  grandeurs  é^^  et  ^'a- 


(  '  )  P'oir  Cleoscu  et  Gordan,  loc,  cit.  On  peut  aussi  établir  ces  formules  et,  en  psr- 
ticulicr,  la  détermination  des  arguments  des  fonctions  0,  par  les  points  /t  et  2'-''. 
au  moyen  des  principes  de  Riemann,  en  faisant  usage  de  ce  qui  est  dit  au$  25  des 
Fonctions  abéliennes  de  Riemanm  ;  consulter  sur  ce  point  Wbbbb,  Zur  Théorie  der 
Umkehrung der  Abet schen  Intégrale  (Journal  de  Crelle,  t.  70),  et  Fccns,  Zar  Théorie 
der  Jbel'schen  Functionen  {ibid.,  t. 73,  p.  3o6).  Pour  /7  =  2,  la  formule  correspondante 
a  déjà  été  établie  par  Rocu,  ibid.,  t.  65,  p.  ^i,  suivant  la  marche  indiquée  parWeber; 
w)ir  aussi  pour  ce  cas  Brill,  ibid.,  p.  i-jS, 


Car  si  l'on  pose 
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'="     .c(ft 


(37)  **=  S /!'''**• 


»=l 


en  sorte  que 


on  a  naturellement  aussi,  comme  dans  (36), 

(38)      TT  \^/g<''         _■  TT    \        *^«        /      Vf»        /, 

et,  en  divisant  le  premier  membre  de  (38)  par  celui  de  (36),  on 
obtient  de  nouveau  le  premier  membre  de  Téquation  (33). 
Les  grandeurs  wa  et  ^h  9"*  interviennent  dans  les  arguments  de 
la  fonction  0  sont  ici  définis  par  les  équations  (34)  et  (37);  et 
les  OL^^  sont  les  points  de  contact  d 'une  courbe  déterminée  corn-- 
prise  parmi  les  2^P  courbes  du  [n —  a)'^*"*  ordre  (  *  )  qui  passent 
par  les  n  —  2  autres  points  de  rencontre  de  la  tangente  menée  en 
fi  àj  =  o,  et  touchent  en  outre  la  courbe f=  o  enp  points. 

Dans  un  système  de  points  d'intersection,  p  points,  comme  on 
sait,  ne  sont  pas  déterminés  par  les  autres  si  le  système  est  découpé 
par  une  courbe  adjointe  du  [n  —  3)**™*  ordre,  et  cette  circonstance 
doit  aussi  se  présenter  dans  le  problème  de  Tinversion,  ce  dernier 
ne  pouvant  plus  alors  donner  de  résultat.  En  effet,  dans  ce  cas, 
les  fonctions  0  employées  s'annulent  identiquement,  c'est-à-dire 
indépendamment  des  points  ^,  m  qui  entrent  dans  les  limites  supé- 
rieures de  leurs  arguments,  car  il  existe  une  proposition  (^)  d'après 


(*)  Le  choix  à  faire  parmi  ces  courbes  dcpeod  du  système  de  modules  normaux 
de  |»ériodicité  que  l'on  prend  pour  base,  c'est-à-dire  de  la  manière  dont  on  choisit 
le  système  canonique  de  sections  sur  la  surface  de  Riemann  (p.  i83).  A  chaque  sys- 
tème semblable  de  périodes  correspond,  /m  étant  donné,  une  des  courbes  C^,.,,  dont 
il  s'agit,  et  réciproquement;  voir  sur  ce  sujet  Clebsch  et  Goedàm,  op,  cit.,  p.  3i4  et 
33 1,  ainsi  que  Fcchs,  loc.  cit,,  et  pour/»  =  2  la  Section  XI  de  ce  Chapitre. 

(■)  Foir  RiBMARx,  $  22  et  23;  Clebsch  et  Gobda!i,  p.  206. 

i5. 
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laquelle,  en  supposant  les  arguments  w  déterminés  comme  dans 
(35),  la  fonction  Q{w)  considérée  comme  fonction  de  ^  s'annule  aux 
points  x^*^,  x^^^,  . .  .,  x^P^^  c'est-à-dire  pour  Ç  =  x^*\  a:f'^  ..., 
x^P^  ;  elle  devient  conséquemment  nulle  si  les  p  arguments  (Va  ont 
la  forme  (pour  ^  =  x^p^  par  exemple) 


iss  p  -  l  ... 


1  =  1 

x^*\  ..,^x^P~*^  étant  des  points  enùèrenient  arbitraireSy  tandis 
que  les  a^'^  dépendent  de  f*.  Si  maintenant  les  points  x^*^,  .  . .,  x'''' 
sont  situés  avec  p —  2  autres  points  x^P'^^\  . . .,  x^^/*"*^  sur  une 
courbe  adjointe  Cn-zy  cette  dernière  forme,  ensemble  avec  la  tan- 
gente de  ([X  une  adjointe  C,/_2.  Par  n  —  a  intersections  de  celle 
dernière  avecy  (savoir  les  n  —  i  intersections  restantes  de  la  tan- 
gentes en  /jt)  passe  aussi  la  courbe  C„_2  qui  est  tangente  aux 
points  OL^^K  On  a  donc,  d'après  le  théorème  d'Abel, 


'^''     ^.xu)  '■^-'    r^x'P^i) 


i-\  1=1 


et  les  arguments  Wh  prennent  en  conséquence  la  forme 

I   -  /»  , ..  i-p  —  l 


1  =  1  i  -=  1 

Mais,  à  cause  de  ©(iv/^)  =  0( —  ^h)j  la  forme  des  arguments  con- 
corde précisément  avec  la  forme  (89),  car,  à  part  le  signe,  on  n*a 
fait  que  mettre  Ç  à  la  place  de  x^p~*\  ce  qui  est  indifférent,  puisque 
la  position  des  p  —  i  points  x^'^  dans  (89)  était  complètement  ar- 
bitraire. La  fonction  01  wa —  f  àu^  \  s*  évanouit  donc  identique- 
ment [c'est-à-dire  indépendamment  rfe  Ç)  lorsque  les  p  points  x^'^ 
des  équations  (29)  sont  situés  avec  p —  2  autres  points  sur  une 
courbe  adjointe  du  [n  —  3  )**'"*  ordre,  et  que  les  quantités  wa  sont 
déjinies  par  (34). 

Le  problème  de  l'inversion  devient  alors  indéterminé,  et  il  faut 
supposer  connu  un  autre  [p  — 1)»«™«  point  pour  pouvoir  déterminer 
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encore  sans  ambiguïté  \es  p —  i  points  restants.  D^autres  particu- 
larités se  présentent  encore  si  les  points  x^*^  sont  découpés  par 
une  courbe  adjointe  dont  Tordre  est  inférieur  an  —  3,  les  dérivées 
de  la  fonction  0  par  rapport  à  iV/t  s^annulant  alors  jusqu^à  un 
certain  ordre  ;  mais  nous  n'entrerons  pas  davantage  dans  Texamen 
du  sujet  (*). 

Q.  --  Les  courbes  de  contact.  —  Les  tangentes  doubles  des  conrbes 

dn  quatrième  ordre  ('). 

Tandis  que  le  théorème  d'Abel  apprend  à  exprimer  dans  des 
formules  simples  l'objet  du  théorème  du  reste  (p.  ipS),  la  possibi- 
lité et  la  déterminabilité  d^i  problème  d'inversion  permettent  une 
série  d'autres  applications  géométriques  dont  les  résultats  (tant 
qu'il  s'agit  de  questions  relatives  à  la  géométrie  du  nombre)  peu- 
vent s'établir  aussi  par  voie  purement  algébrique  si  l'on  fait  usage 
du  principe  de  correspondance  précédemment  traité  (t.  II,  p.  i46 
et  suiv.).  Ces  applications,  de  même  que  celles  données  plus  haut 
pour  le  cas  de  /;  =  i ,  c'est-à-dire  pour  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  (t.  II,  p.  355  et  suiv.),  ont  pour  point  de  départ  le 
problème  de  la  division,  et  montrent  comment  les  solutions  de 
certaines  équations  algébriques  qui  se  présentent  dans  la  Géométrie 
peuvent  être  représentées  d'une  manière  simple  à  Faide  de  la  divi- 
sion des  fonctions  abéliennes.  Le  fait  a  une  valeur  d'autant  plus 
grande  que  les  relations  particulières,  ou  autrement  dit  les  grou- 
pements des  racines  entre  elles,  seront,  par  cette  méthode,  mis 
parfaitement  en  lumière,  tandis  que  le  principe  de  correspondance 
ne  fournirait  d'abord  que  le  nombre  des  solutions,  et  qu'il  faudrait 
encore  faire  une  application  compliquée  des  théorèmes  sur  les 
systèmes  de  points  d'intersection  pour  étudier  le  groupement. 
Mous  traiterons  d'abord  le  problème  suivant,  dans  lequel  nous 
supposerons  que  la  courbe  /=•  o  soit  d'ordre  n  et  de  genre  p,  et 


(•)  Foir  RiEMAXN,  Ueber  das  Verschwinden  der  6  Functionen  (^Journal  de  Crelle, 
t.  65),  et  Théorie  der  yibel'schen  Functionen,  J  14  et  1  G. 

(')  Voir,  pour  les  matières  traitées  dans  celte  Section,  Clebsch,  Ueber  die  Anwen" 
duttg  der  AbeVschen  Functionen  in  der  Géométrie  [Journal  de  Crelle,  t.  C3,  p.  189 
et  soir.). 
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qu'elle  ait  a/  points  multiples  d'ordre  i  sans  qu'entre  leurs  mo- 
dules existent  des  relations  spéciales. 

Soit  m^n  —  3 ,  ef  soient  mn  —  S  «/i  (  i  —  i  )  —  pr  points  donnés 
d'une  façon  quelconque  sur  la  courbe  primitive;  on  demande  de 
faire  passer  par  ces  points  une  courbe  adjointe  du  m^*"'  ordre 
ayant  en  p  points  un  contact  d'ordre  r — i  avec  la  courbe  pri- 
ndtis^e. 

Nous  poserons,  pour  abréger, 

(i)  mn  —  2a/i(/ — i)  —  pr=.\. 

Soient  maintenant  c^^\  c^^^  . . . ,  c^P^  les  points  où  la  courbe  pri- 
mitive y=  o  a  un  contact  de  Tordre  /'  —  i  avec  une  courbe  ad- 
jointe Cto-  Supposons  en  outre  que  cette  dernière  courbe  passe  en 
outre  par  certains  points  a^^\  a^^^,  . . .,  a^'^K  Nous  prenons  celle 
courbe  unique  comme  connue  (  *  )  ;  notre  problème  consiste  alors 
à  faire  passer  par  les  X  points  donnés  x^^\  x^^\  . . . ,  x^^  une  autre 
courbe  adjointe  C„t  ayant  avec  ./=  o  en  p  points  un  contact 
d'ordre  r  —  i,  ou,  en  d'autres  termes,  à  trouver  les  points  de  con- 
tact j'f*^  y^^\  . .  *,j^P^  de  celle-ci.  Or  ces  derniers,  d'après  le  théo- 
rème d'Âbel,  satisfont  aux  /?  équations  transcendantes 

^^^  'IL  '"""-IL  '"''=' 

i=l  1  =  1 

(//  =  !,?.,   ...,/?), 

quelques-uns  des  termes  de  la  seconde  somme  disparaissant  si 
quelques-uns  des  points  x^^^  devaient  coïncider  avec  les  points 
a^'^;  cette  circonstance  peut  toujours  se  présenter  sans  que  les 
explications  suivantes  en  soient  influencées.  Si  Ton  entend  par 
intégrales  de  cette  seconde  somme  les  valeurs  que  lesdites  inté- 
grales prennent  sur  des  contours  d'intégration  arbitrairement 
choisis,  on  peut,  dans  le  second  membre  de  (2),  remplacer  la  va- 
leur zéro  par  le  système  le  plus  général  de  modules  de  périodicité 


(')  Cela  est  permis,  parce  que  l'existence  de  semblables  courbes  résulte  d'une 
simple  numération  de  constantes.  Nous  n'introduisons  d'ailleurs  cette  courbe  que  pour 
faciliter  la  désignation  des  termes  constants  qui  entrent  dans  le  théorème  d'Abel. 
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Pa  de  l'intégrale  u^y  Pa  satisfaisant  à  la  relation 

(3)  P/k=  ani/^ijr  H-  qxa^^-^  7t^iA  +  -  •  '-^^P^phf 

et  il  nous  faut  faire  cette  substitution  si  nous  voulons  avoir  tous 
les  systèmes  de  points  j^^'^  On  trouve,  en  divisant  par  r  (*  ), 

«  =  1  i  =  l 

(/i  =  I,2,  ...,/>). 

relation  où,  au  second  membre,  ne  figurent  que  des  grandeurs  con- 
nues, en  sorte  que  ces  équations  sont  celles  du  problème  de  Tinvcr- 
sion,  problème  qui  est  en  général  résoluble  pour  m^n  —  3,  quelle 
que  puisse  être  la  nature  des  grandeurs  ^^  qui  entrent  dans  les 
équations  (29)  (p.  220).  On  voit  aussi  par  là  que,  par  un  choix 
déterminé  des  modules  de  périodicité  Pa,  le  système  des  p  points 
j^'^  et  conséquemment  aussi  la  courbe  de  contact  cherchée,  peut 
élre  déterminé  sans  ambiguïté  au  moyen  du  problème  de  l'inver- 
sion. Mais  les  points  obtenus  j^^^  ne  varient  pas  si  Ton  augmente 
ou  si  Ton  diminue  simultanément  les  quantités  Pa  de  7*  fois  un 
système  de  modules  de  périodicité,  car,  dans  cette  circonstance, 
les  valeurs  des  fonctions  0  que  Ton  a  à  employer  dans  le  problème 
de  Finversion  ne  subissent  absolument  aucune  modification.  Il 
suffit  donc,  pour  obtenir  toutes  les  courbes  de  contact  possibles, 
d'assigner  aux  nombres  entiers  mi,  m2,  .  • . ,  rrip^  qu  q2j  •  •  m  ^p^ 
qui  entrent  dans  les  fonctions  Pa,  les  valeurs  o,  i,  . . . ,  r  —  1 .  On 
obtient  aihsi  r^P  systèmes  de  grandeurs  Pa  et  conséquemment 
aussi  un  nombre  pareil  de  courbes  de  contact  :  Le  problème  pro- 
posé a  r^P  solutions  (^).  Parmi  les  courbes  de  contact  trouvées  est 


(')  Si  l'on  Toulait  choisir  autrement  les  limites  inférieures  c^'\  les  seconds 
membres  de  ces  équations  ne  Tarieraient  que  de  quanlités  constantes.  Soient,  par 
exemple,  c^*\  c^'^  ...,  c^'T^  les  autres  points  de  rencontre  d'une  courbe  C^  passant 
par  les  points  a^'^,  et  soit  z  un  point  quelconque  de  la  courbe,  on  obtiendrait,  à  la 
place  de  (3), 

«  =  1  i  =  1  i  =  l 

0  On  peut  effectuer  par  extraction  de  racines  la  résolution  de  l'équation  du 


232  TOME  III.   —  CHAPITRE  I. 

encore  en  particulier  comprise  celle  supposée  connue  qui  est  tan- 
gente aux  points  c^'K  On  l'obtient  en  attribuant  simultanément  à 
tous  les  nombres  m,-,  Çi  la  valeur  zéro. 

Les  r^P  systèmes  correspondants  de  chacun  p  points  de  con- 
tact j^  occupent  les  uns  par  rapport  aux  autres  une  situation  très 
digne  d'attention.  Si  Ton  distingue  par  l'addition  d'indices  supé- 
rieurs r  systèmes  de  l'espèce  en  question  choisis  arbitrairement 
(en  sorte  que  les  points  de  ces  systèmes  soient  respectivement  dé- 
signés par  j)'î*'\j)  f^'^,  ...,j^f'"'^,  et  les  valeurs  correspondantes  P* 
par  Pj^ ',  P)^-\  . . .,  P^'^'),  et  que  l'on  ajoute  les  expressions  corres- 
pondantes ( 4 ),  on  obtient,  pour  A  =  i ,  2,  .  • . ,  /^» 

Si  donc  on  détermine  les  nombres  m,  q  qui  entrent  dans  les  quan- 
tités P>i  de  telle  façon  que 

(  m^/'^-/7zJ2J-h...-4-/7z^;=o     (mod.  r), 
Uj/'-f-7J,''+...  +  7/r=o     (mod.  r], 

on  peut  poser  zéro  au  lieu  du  second  membre  de  (5),  et  celle 
équation  exprime  alors  que  les  r  systèmes  de  points  de  contact  r 
sont  situés  avec  les  points  donnés  x  sur  une  courbe  adjointe  du 
jf^ième  qj^^j^q^  H  est  visiblc,  d'après  (6),  que,  parmi  les  r  systèmes, 
/•  —  I  peuvent  être  choisis  arbitrairement,  le  r*^"*  se  déterminant 
conformément  aux  lois  du  problème  d'inversion  de  Jacobi.  On  a, 
par  suite,  ce  théorème  : 

Si  l'on  fait  passer  une  courbe  adjointe  du  ni^^"*^  ordre  par  les 


degré    r^P    correspondante,    si   l'on    considère   comme  résolu  un  problème  spécial 
de  division  en  peireics  égales,  qui  prend  naissance  lorsque  dans  (i))  on  fait  coîo- 
cider  les  a  avec  les  jr,  d'une  façon  analogue  à  ce  qui  se  produit  pour  les  fondions 
elliptiques.  {Foir  Clebsch  et  Gordan,  op.  cit.,  p.  235  et  suiv.;  Dans  des  cas  partico- 
liers  (par  exemple  pour  des  courbes  à  modules  spéciaux),  il  peut  se  présenter  un 
nombre  infini  de  solutions.  11  résulte  en   particulier  du   théorème  du  texte  qull 
existe  r^P  courbes  d'ordre  n  —  2  passant  par  les  autres  n  —  2  points  d'intcrseclion 
d'une  tangente  de  /  et  touchant  encore  celte  dernière  courbe  en  p  points  (p.  335). 
Mais  nous  verrons  plus  tard  que  certaines  de  ces  courbes  C».,  se  décomposent  en  la 
susdite  tangente  et  en  une  courbe  C,,.,. 


L 
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1  points  donnés  et  par  r  —  i  systèmes  de  points  de  contact,  cette 
courbe  passe  encore  par  un  r*^""  système  (  *  ). 

Dans  le  problème  précédent,  nous  ferons,  parmi  les  points 
donnés  dont  le  nombre  sera  supposé  supérieur  à  l^-r  [(x  étant  un 
nombre  entier),  coïncider  fx  fois  r  points,  en  sorte  que  les  autres 
A  —  (ir  points  soient  seuls  donnés;  alors  se  présente  le  problème 
indéterminé  qui  suit  :  Une  courbe  adjointe  d'ordre  m  doit  passer 
par  X  —  (xr=  mn  —  2 «/ 1  ( i  —  i )  —  i^p  -^p.)r  points  donnés  sur  la 
courbe primitiv^e  du  n^'"^  ordre,  et  ai^oir,  en  outre,  en  p -^  p.  points 
un  contact  d'ordre  r —  i  as^ec  cette  courbe. 

Ce  problème  est,  en  général,  pour  le  cas  de  m^  n  —  3,  réso- 
luble comme  le  précédent;  p  points  de  contact  restent  encore  ar- 
bitraires, mais  les  p  autres  sont  alors  déterminés  (d'après  le  pro- 
blème d'inversion  de  Jacobi).  On  peut  donc  faire  passer  par  les 
points  donnés  un  nombre  p  fois  inflni  de  courbes  de  l'espèce 
cherchée,  et  encore  r^P  différents  si  p  points  de  contact  sont  pris 
arbitrairement.  Si  l'on  part,  dans  ce  dernier  cas,  de  l'une  des 
r^P  courbes,  pour  laquelle  le  système  de  périodes  qui  figure  dans 
les  équations  (4)  sera  supposé  avoir  la  valeur  P)^,  et  qu'on  fasse 
prendre  successivement  sur  la  courbe  primitive  aux  p  points  arbi- 
bîtrairement  choisis  toutes  les  positions  possibles  (le  nombre  de 
celles  qui  sont  différentes  étant  infini  d'ordre  /x),  on  obtient  oc  i* 
autres  courbes  de  contact,  et  à  toutes  celles-ci  répond,  dans  les 
équations  (4),  le  même  système  de  périodes  P^.  Et,  par  la  varia- 
tion des  p  points  en  question,  on  ne  peut  arriver  à  aucune  autre 
courbe  qui  soit  donnée  par  un  autre  système  de  périodes  ;  car  ces 
derniers  systèmes  sont  complètement  distincts,  et  caractérisés  in- 
dépendamment des  p  points  mobiles.  Toutes  les  courbes  que  l'on 
peut  ainsi  déduire  par  un  procédé  continu  forment  ce  qu'on  ap- 


(*)  II  se  peut  que,  par  suite  de  situations  spéciales  des  a  points  donnés,  plusieurs 
des  premiers  systèmes  coïncident  par  groupes;  mais  il  peut  aussi  arriver  que  le  r'*™*' 
système  se  confonde  avec  l'un  des  premiers.  Cette  dernière  circonstance  se  produit 
toujours  au  cas  de  r  =  3,  parce  que  p  points  d'intersection  sont  précisément  déter- 
minés par  les  autres;  on  ne  peut  donc  plus  faire  passer  par  les  X  points  et  par  J'un 
des  r^  systèmes  qu'une  seule  courbe  adjointe.  Cette  courbe  unique  est  précisément 
slors  la  courbe  de  contact  trouvée.  Si  /t  systèmes  se  confondent,  la  nouvelle  courbe 
C^  a,  aux  points  dont  il  s'agit,  un  contact  d'ordre  /<  — i  avec/=  o. 
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pelle  un  système  de  courbes  de  contact  (*).  Nous  pouvons^  en 
conséquence,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

On  peut,  pour  m^n  —  3,  déterminer  un  nombre  infini  de 
courbes  adjointes  du  m}^'^^  ordre  ayant,  ai^ec  la  courbe  primitivt 
de  la  question,  un  contact  d 'ordre  r  —  i  en  p-i-  [.i  points,  le  reste 
des  points  d'intersection  étant  supposé  connu  et  yir  étant  égal  ou 
inférieur  à  mn  —  Sa/i  (i  —  i)  —  rp.  Ces  courbes  se  partagent  en 
r^P  systèmes,  complètement  séparés,  et  tels  qu'il  est  impossible 
d'arrii^er  d'une  façon  continue  d'une  courbe  d'un  système  à  une 
courbe  d'un  autre  système  en  ne  passant  que  par  des  courbes  de 
contact. 

Soit  maintenant  donnée  une  courbe  adjointe  dWdre  m  ayant, 
en  p-H/!x  points  c^'^  un  contact  d'ordre  r — i,et  passant  par  X  — ur 
points  fixes  a^'^  ;  nous  avons 

i-t  <=1 

Considérons  actuellement  r  courbes  du  même  système  (pour  les- 
quelles Pa  a  conséquemmentlaméme  valeur),  et  ajoutons  les  équa- 
tions correspondantes;  il  vient  semblablement  aux  équations  (5) 

Par  conséquent,  les  points  de  contact  de  r  courbes  de  contact 
d'un  même  système  sont  toujours  situés  sur  une  courbe  adjointe 
du  nt^^'"^  ordre  qui  passe  par  les  points  fixes  donnés. 

Dans  le  cas  précédemment  traité,  on  obtient  en  outre  la  propo- 
sition qui  suit  : 

a 

Si,  par  les  points  donnés  et  par  r  —  i   systèmes  chacun  de 


(*)  GeUc  notion  a  été  introduite  dans  la  Géométrie  par  Hessb  et  appliquée  parlai 
aux  courbc^s  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  {Journal  de  Crelle,  t.  49;  voiir  aussi 
p.  58  et  suiv.  et  p. 47)*  Nous  mentionnerons  incessamment  diflerents  exemples  pour  1« 
cas  de  n  =  4>  Pour  /i  =  3,  m  =  a,  voir  t.  II,  p.  a66  et  suiv. 
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p-h  l^  points  de  contact  appartenant  à  des  systèmes  identiques 
ou  différents  de  courbes  de  contact,  on  mène  une  courbe 
adjointe  du  m*^*^  ordre,  celle^i  passe  toujours  par  un  r'^""  sys- 
tème, 

La  proposition  ci-dessus  (p.  a3a  et  suiv.)  peut  être  envisagée 
comme  un  cas  particulier  du  présent  théorème. 

Sont  particulièrement  intéressants  les  cas  dans  lesquels  le  nombre 
/n«—  Yàaii[i  —  i)  est  divisible  par  r,  de  telle  sorte  que 


mn 


--liXii[i^  i)  =  [p-^  iL]r, 


Alors  se  présentent  des  courbes  de  contact  adjointes  ayant, 
aMec  la  courbe  primitive  y,  un  contact  d'ordre  r  —  i  partout  où 
elles  la  rencontrent  (les  points  singuliers  de  y  exceptés),  et  les 
systèmes  qui  prennent  naissance  dépendent  uniquement  de  la 
courbe  primitive  elle-même  et  de  Tordre  m  de  la  courbe  de 
contact;  ils  ne  sont  donc  plus  caractérisés  en  outre,  comme 
précédemment,  par  certains  points  particuliers  choisis  arbitrai- 
rement sur  la  première.  Le  nombre  des  systèmes  distincts  peut 
ici,  suivant  les  cas,  différer  de  celui  indiqué  par  le  nombre  r^/*, 
les  autres  propositions  trouvées  plus  haut  continuant  à  être 
exactes. 

Admettons  en  effet  que  le  nombre  M[=  mn  —  2a//(i  —  i)j  des 
points  d'intersection  mobiles  d'une  courbe  adjointe  C^  ait,  avec 
/",  un  facteur  commun,  en  sorte  que  M  =  M'.5,  r  =  i^.s,  d'où 
aussi  /^(^p  -H  a)  =  M',  M',  /•'  étant  des  nombres  premiers  entre  eux. 
Aussi  souvent  que  tous  les  nombres  w,  (/  entrant  dans  les  quan- 
tilés  P>i  renferment  le  facteur  s^  on  a 

les  F^  étant  des  expressions  analogues  aux  P^.  On  a  constamment 

alors 


V  Jc^P+V^)  J 


==  O       (lM(»d.  P/J, 

et  cette  équation  nous  apprend  que  la  courbe  répondant  aux  j  ^'^ 
a  un  contact  non  d'ordre  r —  i ,  mais  seulement  d'ordre  /•' —  i ,  et 
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n'inlervient  conséquemment  dans  la  qucslion  que  parce  que. 
comptée  s  fois,  elle  représente  une  courbe  improprement  dite 
avant  un  contact  d'ordre  r — i.  En  faisant  abstraction  de  ces 
courbes  exceptionnelles  et  observant  que,  d'après  ce  qui  précède, 
le  nombre  de  tels  systèmes  particuliers  est  égal  à  /•'^Z'  (*),  on  ar- 
rive à  ce  théorème  : 

Si  le  nombre  total  M  des  points  d'intersection  mobiles  dune 
courbe  adjointe  du  //i'*'"*  ordre  (m  étant  supérieur  à  n  —  3)  est 
égal  à  [p'^l'-)^}  il  existe  des  sjstèmes  de  courbes  de  contact 
ajant,  av^ec  la  courbe  primitive,  un  contact  d^ ordre  r  —  i  en 
p  +  l^-  points  dont  y.  sont  quelconques.  Si  Von  a  M  =  M'.5, 
/•  =  r'sy  M',  /•'  étant  des  nombres  premiers  entre  eux,  le  nombre 
de  ces  sj  sternes  est  égal  à  r^P —  r'^P  ;  dans  le  cas  seulement  où  M 
et  r  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  le  nombre  des  systèmes 
dont  il  s'agit  est  égal  à  r^P, 

On  devra,  en  général,  supposer  que  le  nombre  r  est  de  la  forme 
r*»,/'àS«.-î  /'o  7*2,  . . .  étant  des  nombres  premiers,  étalons, 
suivant  le  caractère  de  ce  nombre  r,  il  se  présente  encore  d'autres 
particularités,  mais  nous  ne  développerons  pas  ici  ce  sujet  (*> 
parce  qu'il  s'agit  uniquement  de  distinctions  prolixes  et  non  de 
recherches  nouvelles.  Au  résultat  trouvé  en  dernier  lieu  se  ralU- 
chent  diverses  propositions  relatives  aux  cas  où  les  points  de  con- 
tact de  plusieurs  courbes  de  contact  sont  situés  encore  ensemble 
sur  une  courbe  adjointe.  Ces  propositions  sont  encore  vraies  alors 
même  qu'on  ne  considère  pas  des  courbes  de  contact  d'ordre  égal. 
En  effcl,  si  M'  i\  ^';  M",  i'',  /,  ...  ;  W^\  /-^e),  ^(e)  désignent  les 
nombres  qui  correspondent  aux  différentes  courbes  de  contact 
considérées  ensemble  [en  sorte  que  ]\r'^=  [p  ■+-  /x^'J)/*^'^],  il  suffit 


(*)  Si  un  semblable  système  est  formé  pur  des  courbes  adjointes  d'ordre  r  — 3  on 
d'un  ordre  moins  élevé,  sa  multiplicité  peut  être  supérieure  à  yu,  p  —  i  points  seule- 
ment ou  un  plus  petit  nombre  étant  déterminés  pnr  le  problème  d'invorsion  (p-^^; 
et  suiv.).  Ainsi,  par  exemple,  il  existe,  pour  une  courbe  du  qualrième  ordre  C^,  s'*'! 
systèmes  distincts  de  courbes  proprement  dites  G,  en  nombre  simplemeni  infini  dont 
chacune  a  avec  G^  quatre  contacts  du  premier  ordre;  en  môme  temps  se  présente  le 
système  des  droites  comptant  double,  or  ce  dernier  se  compose  d*un  nombre  double- 
ment infini  de  courbes. 

(')  f'oir  Cledsch  et  Gordam,  op.  cit.,  p.  242  et  suiv. 
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que  les  équations 

■^  Pa  -♦-  i  P/*  -+-•••-+-  -TT  P/f  •=  ^ 

soient  satisfaites  pour  que  les  pp-^Y^yS^^  points  de  contact  des 
courbes  ayant  respectivement  M',  M'',  . . . ,  M^?^  points  d'intersec- 
tion mobiles  soient  situés  sur  une  nouvelle  courbe  adjointe.  On 
suppose  ici  que  le  nombre 

peut  être  fait  égal  à 

hn  —  1oiii[t  —  i), 

/i  étant  précisément  l'ordre  de  cette  nouvelle  courbe.  Nous  n'at- 
tirerons l'attention  que  sur  un  seul  exemple  des  nombreuses  pro- 
positions qui  découlent  de  cette  source. 

Pour  le  cas  où  M  devient  égal  à/;/',  nous  obtenons,  par  les  théo- 
rèmes précédents,  des  classes  de  courbes  de  contact  complètement 
déterminées,  dont  aucun  point  de  contact  ne  peut  plus  être  choisi 
arbitrairement.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  n  =  4, 
/j  =  3 ,  7/1  =  3  ( d'où  M  =  1 2  ) ,  /•  =  4 7  et  nous  obtenons  immédia- 
tement ce  théorème  : 

//  existe  4*  =  4096  courbes  du  troisième  ordre  ayant  en  trois 
points  un  contact  du  troisième  ordre  ai^ec  une  courbe  donnée  du 
f/uatrième  ordre  sans  point  double. 

Si  l'on  désigne  ici  les  nombres  correspondant  aux  différentes 
courbes  de  contact  qui  entrent  dans  les  systèmes  de  périodes  P/^ 
par  des  indices  supérieurs,  les  points  de  contact  de  trois  courbes 
sont  toujours  situés  sur  une  nouv^elle  courbe  du  troisième  ordre 
lorsque 

m)^  H-  ni\  H-  wJJ  -h  w^  ^  o     (  mod.  4 )> 

ù  -+-  7/i  H-  <7a  h-  7a  =  o     (mod.  4). 

Les  courbes  du  troisième  ordre  ainsi  obtenues  se  groupent  en 
trois  classes.  Les  courbes  de  la  première  classe  ont  un  contact 
simple  aux  points  de  contact  de  deux  des  courbes  trouvées,  celles 
de  la  seconde  classe  ont  un  contact  simple  aux  points  de  contact 
d'une  courbe  et  passent  par  les  points  de  contact  de  deux  autres, 
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enfin  celles  de  la  troisième  classe  passent  par  les  points  de  conUct 
de  quatre  courbes  difiiérentes. 

On  obtient  la  première  classe  en  prenant  deux  fois  deux  des 
nombres  m,  q  égaux  entre  eux,  en  posant  par  exemple  n^=zni', 
m"=  m^*\(f=  y"',  y"=:  7^",  ce  qui  entraîne  l'existence  des  équations 

!k{m'f,-hm\)  =  o,     2(y;,-hç;)  =  o     (mod.  4). 

La  deuxième  classe  s'obtient  en  choisissant  m"'  égal  à  m'^',  et  m' et 
m"  difTérentSy  en  sorte  que 

m^-hm",,-^  2wJ  =  o,     ^;,-h  ql-h^ql^o     (mod.  4). 

Au  contraire,  dans  la  troisième  classe,  il  faut  prendre  les  quatre 
nombres  m,  q  tous  différents. 

A  la  classe  des  problèmes  complètement  déterminés  appartient 
aussi  le  suivant  qui  présente  une  importance  considérable  pour  la 
géométrie  sur  la  courbe  fj  ainsi  que  pour  le  problème  de  Tinver- 
sion  des  intégrales  abéliennes,  mais  se  distingue  des  questions 
traitées  jusqu'ici  en  ce  qu'il  s'agit  à  présent  de  courbes  du 
[n  —  3)»«n>e  ordre.  Nous  serons  conduits  ensuite  par  la  succession 
des  idées  à  des  considérations  relatives  aux  tangentes  doubles  de 
la  courbe  générale  du  quatrième  ordre  et  à  la  situation  des  points 
a^'^  qui,  dans  le  problème  de  l'inversion,  ont  été  choisis  confonné- 
ment  à  la  nature  de  la  question  pour  limites  inférieures  de  l'inté- 
grale. Il  s'agit,  dans  le  problème  que  nous  abordons,  de  construire 
une  courbe  adjointe  du  [n  —  3 )'*'"*  ordre,  telle  quelle  ait  un 
contact  simple  en  p  —  i  points  avec  la  courbe  donnée  d'ordre  n 
et  de  genre  p. 

Nos  notations  précédentes  continuant  à  être  observées,  les  équa- 
tions entre  les  intégrales  auxquelles  conduit  ce  problème  se  repré- 
sentent de  la  manière  suivante,  Ra  désignant  une  combinaison 
numérique  entière  des  périodes  (*) 

(7)  /       ^«/»+  /       £/«/*  +  .. .-f-  /  r/ttA=-R,. 


(')  Une  courbe  de  cette  espèce  ayant  pour  points  de  contact  c^''  est  présupposée 
connue,  {f^'oir  la  note  de  la  page  aSo.) 
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Le  nombre  de  ces  équations  est  supérieur  d'une  unité  à  celui  des 
inconnues.  Elles  sont  toutefois  compatibles,  car  il  existe  une  re- 
lation entre  les  sommes  des  intégrales  ua  si  leurs  points-limites 
supérieurs  sont  situés  sur  une  courbe  adjointe  Cm^s  \  ^^  cette  rela- 
tion, comme  il  a  déjà  été  mentionné  plus  haut  (p.  228),  est  donnée 
par  Tévanouissement  identique  de  la  fonction  @(('i  •  •  .^;>),  où 

i  =  p  —  1 


les  a^'^  désignant  encore  les  points  de  contact  de  la  courbe  C,f_3 
qui  répond  à  fx  suivant  un  mode  déterminé  (p.  aaS)^  tandis  que 
fx  est  quelconque.  Or  la  tangente  de  fi,  ensemble  avec  la  courbe 
G„_i  donî  les  points  de  contact  c^'^  figurent  dans  les  limites  infé- 
rieures de  (7),  forme  également  une  adjointe  C„^2  qui  passe  par 
les  autres  n  —  2  intersections  de  cette  tangente  avec  y,  et,  par  con- 
séquent, a  deux  points  communs  avec  la  courbe  partout  où  elle  la 
rencontre  encore.  Il  doit  donc  exister  un  certain  système  Qa  de 
modules  de  périodicité  pour  lequel,  d'après  le  théorème  d'Abel, 

Les  arguments  v^  des  fonctions  6  récemment  mentionnées  devien- 
nent, eu  égard  à  {7), 

a             2 
Si  donc  les  équations  (7)  doivent  avoir  lieu  simultanément,  il 
faut  qu'il  y  ait  évanouissement  de  la  fonction  0  (  -  R^ Qa  )  ou 

Q(-Pa)>  si  l'on  pose  Pa=Ra  —  Qa>  en  sorte  que  P^  désigne 

encore  un  système  de  périodes.  Or,  des  propriétés  de  périodicité 
des  fonctions  0  résulte  immédiatement  ce  théorème   (  '  )  que  la 

fonction  ©  I  -  P^  |  s^ annule  toujours  et  en  général  uniquement 


{*)  ï'oir  Clebsch,  loc,  cit.,  §  8,  et  entre  autres  auteurs  Clebscq  et  Gobdak,  op. 
cit.,  p.  a6o,  Neumak:!,  op,  cit.,  p.  87. 
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lorsque  ses  arguments  sont  un  des  systèmes  de  demi-périodes 

'  D  •    .     '  V 

2  1 

pour  lesquels  la  sonune  m,^q^-\-  m^  72  -+-  •  •  •  "I-  ^^p^p  ^^^  ^^  nombre 
impair,  c'est  -à-dire  pour  lesquels  on  a 

(10)  /Uj^i-i-  /n,^j  +  . .  .-4-/Wpgp=:2H-hi. 

Il  y  a  donc  autant  de  fonctions   ©( -Pa)    s'évanouissant  que 

l'équation  (10)  a  de  solutions  entières.  Pour  trouver  le  nombre  de 
ces  dernières,  admettons  que  A~  des  nombres  m  soient  égaux  à 
zéro,  et  que  les  p  —  k  autres  soient  égaux  à  i  ;  les  nombres  q  qui 
répondent  aux  premiers  nombres  m  peuvent  alors  être  zéro  ou 
l'unité,  ce  qui  donne  2*  combinaisons.  Mais  la  somme  des  aulrcî 
nombres  q  doit  être  impaire,  c'est-à-dire  que  l'un  d'eux  est  tou- 
jours déterminé  par  les  p — k — i  autres.  Ces  autres  nombres 
peuvent  donc  encore  être  choisis  de  2^"*"'*  manières  différentes: 
autrement  dit,  il  existe,  dans  ce  cas,  2^*"^  systèmes  des  quantités  y. 
Suivant  la  manière  dont  parmi  les  p  nombres  m/^  on  choisit  les  Â 
qui  doivent  être  nuls,  on  a 

/j{f}  —  i).  .  .{p  —  Ar  -4-  1) 

I  •  2  •  •   »  n 

différents  cas,  et  par  conséquent  en  tout 

p{p-i]   ..(p-k-^i) ^ ^^_^ 

1    •  2  •    m  m  n 

systèmes  des  nombres  m,  q  pour  une  valeur  donnée  de  A'.  Enfin  k 
peut  prendre  les  valeurs  0,1,...,/?  —  i  ;  le  nombre  total  des  so- 
lutions possibles  est  donc 

C'est  là  conséquemment  le  nombre  des  systèmes  Pa  des  demi- 
modules  de  périodicité  pour  lesquels  la  fonction  0  (-  Pa)  s  an- 


nu 


le. 
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Nous  avons  posé  Pa=  Ra — Qa,  Qa  étant  complètement  déter- 
miné par  l'équation  (8),  puisque  Qa  dépend  uniquement  des 
points  cf^^  et  a^'^.  A  chacun  des  2P~*{iïP — i)  systèmes  de  valeurs 
Pa  répond  par  conséquent  un  système  complètement  déterminé 
de  périodes  Ra  à  l'égard  duquel  les  équations  (  7  )  peuvent  avoir 
lieuy  et  par  suite  aussi  un  système  entièrement  déterminé  de  points 
de  contact  j^'^  d'une  courbe  adjointe  C«_3.  Nous  avons  donc  ce 
ihéorème  : 

Il  existe  2P^*  [2P — 1)  courbes  adjointes  du  (n  —  3y«"»«  ordre 
simplement  tangentes  à  la  courbe  f=  o  en  p  —  i  points. 

Ces  courbes  se  déterminent,  si  nous  résumons  les  explications 
précédentes,  au  moyen  des  équations 

i  -=p  —  i           , 
(n)  >         /  f^l^h-^    I        «^"A^-Pa       (/'  =  I,2 p), 

4=1 

dans  lesquelles  f*  et  a^'^  ont  les  significations  connues  (p.  aaS), 
et  qui  sont  compatibles  lorsque  les  nombres  entiers  m,  q  qui 
entrent  dans  les  quantités  Pa  satisfont  à  l'équation  (10). 

On  remarque  immédiatement  que  les  équations  (11)  se  tirent  des 
équations  (p.  23i) 

(12)  y  I    ^«/,=  -P/i  (/i  =  i,?., .. .,p), 


,=l  « 


si  l'on  fait  coïncider  un  des  points  j^^'^  avec  le  point  p.  Ces  der- 
nières équations  déterminent  d'ailleurs  en  premier  lieu  les  a'/* —  i 
courbes  de  contact  adjointes  du  [n  —  2)'"™®  ordre  qui  passent  par 
les  rt  —  2  autres  points  de  rencontre  de  la  tangente  de  [l  si  l'une  de 
ces  courbes  (dont  les  points  de  contact  sont  a^'^)  est  connue.  Mais, 
comme  chacune  des  courbes  trouvées  C/,_3,  tangentes  en  /;  —  i 
points,  forme,  ensemble  avec  la  tangente  de  f^,  une  courbe  C,|_2  de 
l'espèce  précitée,  il  n'y  aura  plus  que 

courbes  G,,_a  non  décomposables  dont  les  points  de  contact  satis- 
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font  aux  équations  (12).  Nous  avons  par  suite  le  théorème  suivant, 
qui  complète  le  précédent  : 

Il  existe  iP^^  (7.P -\- i)  courbes  adjointes  du  [n — ^i)''*"' ordre 
passant  par  les  n  —  2  points  où  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque ft  rencontre  la  courbe  /'=  o  et  simplement  tangentes  à 
fz=.  o  en  p  points. 

On  trouve  les  points  de  contact  de  ces  courbes  au  moyen  des 
équations  (12)  en  mettant  pour  les  quantités  Pa  tous  les  système? 
de  modules  de  périodicité  pour  lesquels  Téquation  (lo)  n'est  pas 
satisfaite,  c'est-à-dire  pour  lesquels 

Parmi  eux  est  compris  en  particulier  le  système  pour  lequel 
m/=  </i==  o,  corrélatif  à  la  courbe  tangente  aux  points  a^'^  eux- 
mêmes  qui  est  caractérisée  entre  les  autres  courbes  C^^j  par  le 
choix  du  système  employé  de  modules  normaux  de  périodicité 
(p.  29.7,  note  i).  La  recherche  effective  des  différents  systèmes  de 
points  de  contact  est  réalisable  par  une  équation  du  degré 
2^~*  (a/*-}- i);  mais  il  est  à  remarquer  que  les  racines  de  cette 
équation  peuvent  s'exprimer  rationnellement  par  les  racines  de 
l'équation  du  degré  9.p~^[iP — i)  dont  dépend  la  détermination  des 
courbes  adjointes  Cn-9  tangentes  en  p  —  i  points,  ainsi  qu'il  est 
enseigné  dans  la  théorie  de  la  division  des  fonctions  abéliennes  ('-). 
De  même  que  les  courbes  de  contact  du  (n — 2)""*  ordre  ré- 
pondant au  point  f*  se  répartissent  en  deux  classes  complètement 
distinctes,  de  mcme  tous  les  systèmes  de  courbes  de  contact  ad- 
jointes  qui  louchent  la  courbe  primitive  partout  où  elles  la  ren- 
contrent se  séparent  en  deux  classes  différentes,  et  les  systèmes 
de  l'une  de  ces  classes  sont  en  relation  spéciale  avec  les  2^""*(  a^ — 1) 


(' )  Un  système  de  nombres  qui  satisfait  à  cette  relation  est  appelé  un  système  de 
car€ictéristiques  pair,  tandis  que  les  nombres  satisfaisant  à  (10)  forment  un  système 
de  caractéristiques  impair.  Gomme  nous  le  verrons  pour  le  cas  de  p  =■  S,  il  eùiW 
entre  les  nombres  de  ces  systèmes  d'assez  nombreuses  relations,  qui  sont  interprétées 
dans  la  géométrie  par  le  groupement  des  courbes  C,_,  et  €,_,.  La  théorie  des  carac- 
téristiques a  été  particulièrement  étudiée  par  Schott&y  dans  TOuTrage  cité  (p.  i35). 

(')  f^oir  Clcbsch  et  Gorda:s  op,  cit.,  p.  a66  et  suîv. 
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groupes  de  points  de  contact  des  courbes  adjointes  C/j.s.  Suppo- 
sons en  effet  qu^une  courbe  adjointe  coupe  la  courbe  primitive, 
abstraction  faite  des  points  singuliers  de  cette  dernière,  en 
M=  2pi  points,  et  qu'une  semblable  courbe  louche  la  courbe  pri- 
mitive en  a^*\  a^^\  . . .  a^'^^  ;  alors,  pour  les  autres  2.^p  —  i  systèmes 
de  courbes  de  contact  ont  lieu  les  équations 

Ryi  désignant  un  système  quelconque  de  périodes.  Actuellement 
nous  attribuerons  aux  nombres  entiers  qui  entrent  dans  R>^  des 
valeurs,  telles  que  les  équations  (7)  puissent  aussi  avoir  lieu;  il 
viendra  alors,  si  nous  entendons  par  R^  les  mêmes  grandeurs  dans 

(i3)et(7), 


1=1  I  ^  i 


Si  donc  le  nombre  y^-hp  —  i  -+-  ^aii{i  —  i)  est  divisible  par  n  (*), 
les  points  x^'^  et  j^'^  sont  encore  situés  sur  une  courbe  adjointe, 
ou,  en  d'autres  termes,  le  groupe  des  points  x^'^  est  résiduel  du 
^oupe  des  points  j^'^  ft.  II,  p.  iSj).  Nous  avons  donc  ce  théo- 
rème : 

Parmi  les  a^f»  systèmes  de  courbes  de  contact  adjointes^  qui 
sont  simplement  tangentes  à  la  courbe  primitive  f  en  fx  points,  et 
ne  la  rencontrant  plus  ailleurs,  les  points  singuliers  exceptés, 
il  en  existe  toujours 

[|x  -f-/?  —  I  -\-  2.aii[i  —  i)  étant  égal  à  hn]. 


(')  Dans  le  cas  contraire,  les  points  x'-'\  j^'^  seraient  situés,  avec  un  certain  nombre 
de  points  fixes,  sur  une  courbe  adjointe,  et  avec  ces  mêmes  points  fixes  se  trouve- 
raient les  points  a^''  et  c^'^  sur  des  courbes  adjointes.  Si  l'on  a  />  =  -(//  —  i)(/i  —  2  ) 

et  2^  =  mrif  il  vient  A  =  -(m-h/i  —  3);  il  faut  donc  que  l'un  des  nombres  m,  n  suit 

pair  et  l'autre  impair;  si  ici  ;r(  =  2y)  est  le  nombre  pair,  parmi  les  a*^  systèmes  st 
compris  celui  des  courbes  du  v'**"*  ordre  comptant  double. 

16. 
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2P~*  [iP —  i),  tels  que  le  groupe  des  points  de  contact  de  chaqm 
courbe  du  système  est  situé,  av^ec  les  p  —  i  points  de  contact  d' une 
courbe  déterminée  faisant  partie  des  précédentes  courbes  de  con- 
tact du  [n  —  ^y^"*^  ordre,  sur  une  courbe  adjointe  d'ordre  h 
Si,  au  contraire, 

l>-'\-p  H-  2ciii[i  —  i)  =  /in, 

il  existe  parmi  les  i^p  systèmes  précités,  ainsi  qu'on  le  reconnaît 
d'une  manière  analogue,  ^p~^[iP-\-\)  systèmes,  tels  que  leiws 
points  de  contact  sont  situés,  avec  les  p  points  de  contact  d'une 
des  courbes  Cn_2  ci^ dessus,  sur  une  courbe  Ck- 

Si  nous  prenons,  par  exemple,  n  =  4j  /^  =  3,  les  courbes  Cfl_j 
relatives  à  ce  cas  sont  données  par  les  2^(2'  —  i)  =  28  tangentes 
doubles  de  la  courbe  C4.  Que  Ton  fasse  maintenant  passer  par  les 
points  de  contact  de  Tune  de  ces  tangentes  doubles  un  système  de 
coniques  ;  ces  dernières  déterminent  un  système  de  six  points  mo- 
biles sur  C4,  et  aux  six  points  de  chacun  des  groupes  Gc  ainsi 
obtenus  une  courbe  C3  peut  avoir  un  contact  simple.  Mais  il  existe 
aussi  des  courbes  Cj,  tangentes  partout  en  leurs  points  de  ren- 
contre qui  ne  peuvent  être  déterminées  de  cette  façon. 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'appliquer  les  résultats  géné- 
raux obtenus  à  la  recherche  des  tangentes  doubles  d'une  courbe 
du  quatrième  ordre. 

Ainsi  qu'il  vient  d'être  énoncé,  le  nombre  de  ces  dernières,  tel 
au  surplus  qu'il  est  connu  d'après  les  formules  de  Plùcker,  est  égal 
à  28.  Chacune  d'elles  sera  désignée  par  la  suite  (placée  entre  pa- 
renthèses )  des  nombres  correspondants  m,  q  qui  entrent  dans  les 
systèmes  de  périodes  P>i  des  équations  (12),  c'est-à-dire  par 

Ces  nombres  peuvent  être  o  ou  i,  tels  cependant  que  l'on  ail  tou- 
jours 

/Wi^j-f- mj7,-h  m3^j==i      (mod.  2). 

Si  donc  nous  prenons,  pour  les  quantités  m,  tous  les  systèmes 
possibles  composés  des  nombres  o  et  i,  le  système  o,  o,  0  seul 
excepté,  et  que  nous  déterminions,  conformément  à  l'équation  pré- 
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cédente,  les  quantités  correspondantes  9,  nous  obtenons  les  vingt- 
huit  tangentes  doubles  dans  le  tableau  suivant  : 


On  peut  considérer  m  tangentes  doubles  de  cette  espèce  comme 
une  courbe  de  contact  adjointe  décomposable  de  Tordre  77?  ;  sui- 
vant que  Ton  choisit  le  nombre  m,  il  résulte  alors  immédiatement 
des  théorèmes  généraux  qui  précèdent  une  série  de  théorèmes 
sur  la  situation  respective  des  tangentes  doubles,  dont  la  plu- 
part ont  été  trouvés  par  Hesse  et  Steiner  par  voie  algébrique  (*). 


(*)  Voir  Hessb  {^Journal  de  Crelle,  t.  49,  55  et  59;  Steiner,  ibid.^  t.  49,  et  Cayley, 
ibid,^  t.  68).  Des  démonstrations  algébriques  d'autres  propositions  sur  les  tangentes 
doubles,  publiées  sans  démonstrations  par  Steiner,  ont  été  données  par  Clebsch  :  Ucber 
die  Ànwendung  der  AbeVschen  Functionen,  etc.,  §  10  {Journal  de  Crelle,  t.  63);  des 
démonstrations  géométriques  Tont  été  par  Geiseb  {Journal  de  Crelle,  t.  73).  Le  der- 
nier paragraphe  de  ce  dernier  Mémoire  doit  être  corrigé  d'après  une  note  de  Fraqx. 
{Math,  yinnalen,  t.  VU,  p.  635.) 

D'après  une  remarque  précédente  (note  i  de  la  page  24^),  la  théorie  des  tangentes 
doubles  est  étroitement  liée  à  ce  qu'on  appelle  la  théorie  des  caractéristiques  paires 
et  impaires,  pour /»  =  3.  Riemann  s'en  était  aussi  occupé;  mais  ses  recherches  n'ont 
été  publiées  qu'après  sa  mort  {Gesammelee  Werhe,  Leipzig,  1876,  p.  456);  une  étude 
détaillée  des  caractéristiques  a  été  donnée  par  H.  Weber  dans  l'OuTrage  cité  (p.  i35). 

Une  question  d'une  autre  espèce  est  celle  de  la  réalité  des  tangentes  doubles.  Déjà 
Plûcker  avait  montré  qu'elles  peuvent  être  toutes  réelles,  (^oir  sa  Théorie  des  Courbes 
algébriques).  Toutefois  ses  résultats  numériques  ne  sont  pas  tous  corrects.  Une  expo- 
sition complète  de  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  (comme  en  général  de  toutes 
les  formes  possibles  d'une  courbe  du  quatrième  ordre)  a  été  donnée  par  Zeutbbn 
{Math,  Annalen,  t.  Vil,  p.  l\io).  Sur  la  connexion  de  ces  théories  avec  celle  des 
vingt^sept  droites  sur  une  surface  de  troisième  ordre,  voir  Geiser  {Math.  Annalen, 
t.  1,  et  Zectubn,  ibid.,  t.  VIII).  On  trouve  un  résumé  des  dilTérentes  méthodes  d'expo- 
sition dans  Salmom,  Higher plane  curves,  art.  25i  etsuiv.  Nous  avons  déjà  fait  observer, 
dans  la  note  de  la  page  64  (t.  Il),  que  l'on  peut,  d'après  Hesse,  obtenir  une  courbe 
du  quatorzième  ordre,  déterminant  par  ses  intersections  avec  C4  les  cinquante-six 
points  de  contact  des  tangentes  doubles. 

En  partant  de  la  théorie  des  intégrales  abéliennes,  et  en  étudiant  la  réalité  de 
leurs  périodes  et  la  fixation  de  leurs  intégrales  normales,  Kleix  a  été  conduit  àdéter- 
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Nous  considérons  d'abord  les  cas  les  plus  simples  où  m  =  2  el 
m=  3. 

Il  existe  (p.  284)  a* —  i  =  63  systèmes  de  coniques  (*)  qui  tou- 
chent C4  en  quatre  points.  Une  semblable  conique  de  contact,  le 
système  de  périodes  qui  la  concerne  étant  déterminé  par  les 
nombres  ^i»,  Wo,  ma,  y,,  ^2,  ^3  (avec  la  seule  condition  que  les 
noml)res  m,  q  ne  soient  pas  tous  égaux  à  zéro,  ces  nombres  pou- 
vant du  reste  prendre  toutes  les  valeurs  o  et  1),  se  décompose  tou- 
jours en  deux  tangentes  doubles 

lorsqu'on  a,  en  même  temps  [i  =  1 ,  2,  3), 

(l4)  w; -t- m' =H /W/,      q^-^q]^qi     (mod.  2), 

en  supposant  (toujours  pour  le  module  2) 

l5]        /Wj*7j-4-/72,<72-f-/W3^3=i,      m^q^-Jt-m^q^-^m^q.,^\, 

Il  faut  ici,  ou  bien  que  les  nombres  q  ou  bien  que  les  nombres 
m  ne  soient  pas  tous  nuls.  Nous  admettrons  que  l'un  au  moins 
des  nombres  q^j  q^  soit  différent  de  zéro  (au  cas  contraire,  il 
suffirait,  dans  la  détermination  suivante,  de  permuter  les  nombres 
q  avec  les  nombres  m).  Alors,  en  premier  lieu,  les  équations  (i4) 
montrent  que,  pour  des  nombres  donnés  qij  les  nombres  q\^  7Îpc"" 
vent  être  choisis  de  six  manières  différentes.  Il  existe,  en  effel, 
généralement  huit  combinaisons  qui  satisfont  aux  équations  ci- 
dessus;  mais  de  ces  dernières  il  faut  retrancher  les  deux  dans  les- 
quelles tous  les  nombres  q'  ou  tous  les  nombres  q"  sont  nuls,  ce 
qui  ne  peut  se  présenter  d'après  notre  tableau.  Ces  six  manières 
donnent  trois  couples  de  systèmes  q\y  q]^  parce  que  deux  combi- 
naisons du  même  couple  ne  diffèrent  que  par  permutation  des  (f 
avec  les  q" ,  Or,  dans  chacun  de  ces  couples,  il  y  a  au  moins  un 


miner  les  caractéristiques  qu'il  faut  attribuer  à  une  tangente  double  donnée,  si  la 
courbe  est  supposée  donnée  par  une  figure,  et  à  indiquer  les  syslèmes  de  coniques 
réelles  qui  touchent  C^  en  quatre  points  {Math.  Annalen,  t.  X,  p.  365,  et  t.  XI, 
p.  293  ).  La  méthode  suivie  par  lui  est  analogue  à  celle  dont  nous  ayons  parlé  poor 
les  courbes  C,  où  ^  =  i  (t.  Il,  p.  369). 

(')  II  faut,  en  effet,  retrancher  des  soixante-quatre  systèmes  trourés  d'abord  celui 
des  droites  qui  comptent  double.  {Voir  la  note  i  de  la  page  236.) 
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couple  de  nombres  ^',  y''  différents  entre  eux  et  qui  ont  consé- 
quemment  les  valeurs  o  et  i,  de  sorte  que  les  nombres  d'un  autre 
des  trois  couples  doivent  être  i  et  o  ou  i,  i  (car  autrement  tous  les 
nombres  g  devraient  être  nuls,  ce  qui  est  exclus  par  hypothèse). 
Il  existe  donc  un  nombre  y'  et  un  nombre  ^/'à  indices  inférieurs 
différents  qui  sont  égaux  à  i.  Actuellement  si  Ton  détermine  les 
nombres  m  qui  répondent  au  troisième  indice  inférieur  de  telle 
manière  qu'ils  satisfassent  à  l'équation  (i4)  (ce  qui  peut  avoir  lieu 
de  deux  façons  différentes),  les  autres  nombres  m  se  déterminent 
successivement  au  moyen  de  (i4)  et  (i5).  A  chacun  des  trois 
couples  q\  q^  correspondent  donc  deux  couples  m',  m";  autrement 
dit,  on  a  ce  théorème  : 

Dans  chacun  des  irente-six  systèmes  de  coniques  de  contact 
figurent  six  couples  de  tangentes  doubles. 

Comme,  pour  deux  couples  appartenant  au  même  système,  la 
somme  de  tous  les  nombres  m/,  ainsi  que  la  somme  de  tous  les 
nombres  ^/,  est  constamment  paire,  on  a  encore  ce  théorème  (qui 
est  d'ailleurs  un  cas  particulier  d'une  proposition  donnée,  p.  -232)  : 

Les  points  de  contact  de  deux  couples  appartenant  au  même 
système  sont  situés  sur  une  conique  (  *  ) . 


(«)  Soient 

M«'=rO,      Vf^=.0,      »VW''=  0 

les  équations  de  trois  couples  de  tangentes  doubles  du  même  système.  Par  les  points 
de  contact  du  quatrième  couple  de  ce  système  et  par  les  points  de  contact  de  chacun 
des  trois  couples  précités,  on  peut  faire  passer  une  conique.  On  obtient  ainsi  trois 
coniques  9,  =  0,  ^,=  0,  a,  =  o  qui  appartiennent  au  même  faisceau,  en  sorte  que 

A,  ff ,  -f-  A,  y,  -H  A,  g-,  =  o. 

Les  quotients  ^itti'  :  ^ww"  et  ^vv'  ;  ^ww'  deviennent  respectivement  aux  mêmes 
points  que  les  quotients  v,  :  r,  et  r,  :  9,  nuls  ou  infinis  du  premier  ordre;  en  déter- 
minant convenablement  les  constantes,  on  peut  donc  poser 

et  il  existe  par  suite  entre  trois  couples  du  même  sjrstème  une  équation  de  la  forme 

Aj yfûï? -h  A,  yjvv' -\-  h^s/ww'  =  o. 
Il  existe  de  même;  entre  trois  coniques  de  contact  quelconques  S|  =  o,  S,-=  0,  S,=  0, 
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Le  nombre  des  coniques  ainsi  obtenues  est  égal  à  celui  des 
soixante-trois  systèmes  multiplié  par  le  nombre  i5  des  combinai- 
sons de  six.  couples  deux  à  deux  et  divisé  par  trois,  parce  que 
chaque  groupe  de  quatre  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont 
situés  sur  une  conique  peut  être  décomposé  de  trois  manières  en 
deux  couples,  en  sorte  que  chaque  conique  se  présente  trois  fois. 
On  trouve  ainsi  que  le  nombre  de  ces  coniques  est  égal  â  3i5.  Ce 
qui  précède  permet  immédiatement  de  grouper  les  tangentes 
doubles  qui  leur  correspondent  respectivement. 

De  plus,  il  existe  soixante- quatre  systèmes  de  courbes  du  troi- 
sième ordre  qui  touchent  chacune  la  courbe  du  quatrième  ordre  en 
six  points  (p.  a34)«  Les  intégrales  qui  correspondent  aux  points 
de  contact  satisfont  alors  toujours  aux  équations 

du,,  -{'  f        ^«,,  -H  ...  H-   I        i/uf,  =  -  R;,  ; 

et  les  soixante-quatre  systèmes  se  séparent,  ainsi  qu'il  a  été  in- 
diqué, en  deux  classes  suivant  que  le  système  de  périodes  R^i  figure 
aussi  en  même  temps  ou  non  dans  les  équations  (7) 

» 

du,, -h  I        rfi//,=  -R/„ 

c'est-à-dire  suivant  que,  dans  le  système  P>i=RA — Qa  qui  se 
présente  dans  (11),  on  a  Smy  ^  i  (ce  qui  arrive  vingt-huit  fois), 
ou  Swy  E£=  o  (mod.  2)  (ce  qui  arrive  trente-six  fois).  On  a,  en 
conséquence,  la  proposition  suivante  [voir  p.  a/f^  et  suiv.)  : 

Parmi  les  soixante-quatre  ^systèmes  de  courbes  du  troisième 
ordre,  ^nngt-huit  ont  la  propriété  que  dans  chacun  d'eux  les  six 
points  de  contact  de  chaque  courbe  sont  situés  sur  une  conique^ 


faisant  partie  du  même  système,  en  vertu  do/=  o,  une  identité  de  la  iorme 

A,  V^-h  A,V^S^-f-  A.y/S^  =  o 

(voir  aussi  Hkssb,  loc,  cit.).  Nous  reviendrons,  à  l'occasion  du  connexe  [i,  a],  sur  les 
recherches  de  Aronhold,  qui  sont  liées  à  celles-ci. 

Les  rapports  ^u  :  ^w ,  ^v  i  y/tv  sont  alors  des  fonctions  abéliennes  dans  le  sens  de 
Riemann  {voir  Roca,  Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  io5,  et  les  Ouvrages  de  RiEMmt 
Weber  et  Klein  que  nous  venons  de  citer,  ainsi  que  la  note  ci-dessus,  p.  23a). 
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laquelle  passe  encore  par  les  points  de  contact  d'une  tangente 
double  déterminée;  cette  tangente  double  est  toujours  la  même 
pour  le  même  système.  Les  points  de  contact  des  courbes  des 
trente-six  systèmes  restants  ne  sont  pas  situés  sur  une  conique 
ai^ec  ceux  d'une  tangente  double» 

Mais,  d^autre  part  (p.  a34)y  les  deux  classes  ont  la  propriété 
commuDe  que  les  points  de  contact  de  deux  courbes  du  même 
système  sont  situés  sur  une  courbe  du  troisième  ordre. 

Les  trente-six  systèmes,  dont  la  seconde  classe  est  formée,  et 
dont  chacun  est  au  surplus  triplement  infini,  parce  que,  pour  chaque 
courbe,  trois  points  de  contact  restent  encore  arbitraires,  sont  en 
relation  spéciale  avec  les  trente-six  systèmes  simplement  infinis  de 
coniques  tangentes  en  trois  points  et  passant  par  les  deux  points 
de  rencontre  d'une  tangente  quelconque  de  f.  En  effet,  chacune 
de  ces  coniques  réunie  à  la  tangente  forme  également  une  courbe 
C3  tangente  en  six  points;  seulement,  en  deux  de  ces  points  (les 
points  de  rencontre  de  la  tangente  choisie),  le  contact  est  un  con- 
tact improprement  dit,  parce  que  C3,  aux  points  dont  il  s'agit,  a  des 
points  doubles.  D'après  cela,  on  reconnaît  immédiatement  l'exac- 
titude de  la  proposition  suivante  :  Chacun  des  trente-six  systèmes 
de  courbes  de  contact  du  troisième  ordre  qui  n^ont  pas,  avec  les 
tangentes  doubles,  la  relation  caractérisée  dans  ce  qui  précède 
renferme  un  sj  stème  simplement  injîni  de  courbes  dont  chacune  se 
décompose  en  une  tangente  de  fet  en  l'une  des  trente-six  coniques 
répondant  à  cette  dernière.  Ces  coniques,  pour  le  même  système 
de  courbes  C3,  appartiennent  toutes  à  un  même  système  de  courbes 
C2.  —  Les  six  points  de  contact  de  chaque  courbe  d'un  système  de 
courbes  Cj,  les  trois  points  de  contact  de  chaque  conique  faisant 
partie  du  système  correspondant,  les  deux  points  de  rencontre  de 
la  tangente  précitée  et  le  point  de  contact  de  cette  dernière  sont 
encore  situés  sur  une  courbe  C3  (*  ). 

Aux  systèmes  de  courbes  C3  considérés  ici  appartiennent  aussi  les 
quatre  mille  quatre-vingt-seize  courbes  du  troisième  ordre  précé- 


(')  Uo  théorème  entièrement  analogue  a  naturellement  Heu  pour  les  courbes  de 
contact  adjointes  d'ordre  n  —  3  relatives  aux  courbes  d'ordre  n  et  de  (;enre/i.  (Com- 
parer p.  2'|3.) 
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demment  mentionnées  qui  ont,  avec  C4  en  trois  points,  un  contact 
du  troisième  ordre  (*),  les  six  points  de  contact  étant  ici  réunis 
par  couples  (p.  287 ).  On  a,  en  effet,  pour  ces  courbes, 

O^jil)  /vit.  ,r<8.  \  ^ 

da,,  H-   /        6?//A  -h   /        flu,,  )  ^  -Ra; 

chacune  d'elles  fait  donc  partie  du  système  de  courbes  de  contact 
auquel  appartient  le  système  de  périodes  Ra.  Mais  réciproquement 
de  cette  équation  résulte 

du,,  -h  /        du,^  -h  /        du„=ii  7R/,  -f-  -Ra, 

les  nombres  m,  q  dans  Ra  et  R^  ne  pouvant  actuellement  acquérir 
que  les  valeurs  o  et  1 .  En  conséquence,  si  l'on  a  disposé  des  Ra, 
les  R^  peuvent  encore  être  choisis  de  soixante-quatre  manières 
différentes.  Donc,  dans  chacun  des  soixante-quatre  systèmes  de 
cubiques  de  contact,  il  y  a  soixante-quatre  courbes  ayant  en 
trois  points  un  contact  du  troisième  ordre.  Cela  concorde  avec  ce 
fait  que  (p.  aSi)  par  deux  points  quelconques  d'une  courbe  C| 
on  peut  faire  passer  soixante-quatre  coniques  tangentes  à  C*  en 
trois  points.  Or  si  l'on  fait  passer  ces  coniques  par  les  points  de 
contact  d'une  tangente  double,  leurs  points  de  contact  à  elles  sont 
en  même  temps  ceux  où  une  courbe  C3  peut  avoir  avec  C4  trois 
contacts  de  troisième  ordre  (p.  248).  On  obtient  ainsi  les  28.()4 
courbes  de  contact  qui  appartiennent  aux  vingt-huit  systèmes 
mentionnés,  mais  on  voit  qu'il  existe  encore  36.64  courbes  de 
contact  aux  points  de  contact  desquelles  une  conique  qui  passe 
par  les  points  de  contact  d'une  tangente  double  ne  peut  pas  en 
même  temps  toucher  C4.  Ces  exemples  suffiront  pour  signaler  le 
caractère  des  propositions  qui  se  présentent  ici.  Nous  pouvons 
résumer  ces  dernières  dans  le  théorème  plus  général  qui  suit  : 

Jl  existe  soixante-trois  systèmes  de  courbes  de  l'ordre  2m  et 
soixante-quatre  systèmes  de  courbes  de  l'ordre  2  m  -h  i  simple- 


('  )  L*équation  du  de{jré  4°  =  4^96,  dont  dépend  la  détermination  de  ces  courles 
a  été  étudiée  par  C.  Jordan,  Traité  des  Substitutions,  p.  3o5. 
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ment  tangentes  à  la  courbe  C4  aux  points  où  elles  la  rencontrent . 
Et  ces  derniers  se  partagent  en  deux  groupes,  l'un  de  vingt-huit^ 
l'autre  de  trente-six;  les  points  de  contact  de  toute  courbe  des 
vingt-huit  systèmes  du  premier  groupe  sont  toujours  situés,  en 
même  temps  que  les  points  de  contact  d'une  tangente détermince 
parmi  les  vingt-huit  tangentes  doubles,  sur  une  courbe  d'ordre 
m  -h  I ,  tandis  que  rien  de  semblable  ne  se  produit  pour  les  trente- 
six  systèmes  du  second  groupe.  Mais  tous  possèdent  la  propriété 
que  les  points  de  contact  de  deux  courbes  du  même  système  sont 
situés  sur  une  courbe  du  même  ordre. 

On  peut  aisément  passer  de  ces  théorèmes  à  la  discussion  détaillée 
des  cas  où  les  points  de  contact  de  six,  huit,  .  . . ,  tangentes  doubles 
sont  situés  sur  des  courbes  C3,  Ci;  divers  théorèmes  relatifs  a 
ces  cas  ont  également  été  établis  par  Hesse  et  Steiner.  Nous  nous 
contenterons  ici  de  donner  un  exemple  qui  se  réfère  à  des  propo- 
sitions d'un  autre  caractère.  Suivant  ce  qui  a  été  dit  p.  236,  il 
existe  3" — 1  =  "jaS  systèmes  de  cubiques  ayant  un  contact  du 
second  ordre  avec  C^  en  quatre  points.  Entre  les  intégrales  ont 
lieu  ici  les  équations 

c'M  Jc^r  Jci>  «//;'*)  ^ 

dans  lesquelles  le  système  des  Pa,  étant  admis  que  les  points  c^'^ 
soient  les  points  de  rencontre  d'une  droite  quelconque  avec  C4,  ne 
doit  jamais  s'annuler,  parce  qu'autrement  G3  se  composerait  d'une 
seule  droite  comptant  trois  lois.  Si  Ton  considère  ici  une  courbe 
appartenant  à  celui  des  autres  systèmes  dans  lequel  aP^  se  pré- 
sente toujours  à  la  place  de  P^,  et  qu'on  ajoute  les  équations  qui 
répondent  à  une  semblable  courbe  aux  précédentes,  on  trouve 
que  la  somme  des  intégrales  analogues  est  toujours  congruente  à 
zéro.  Les  sept  cent  vingt-huit  systèmes  précités  se  partagent  deux 
à  deux  en  trois  cent  soixante-quatre  couples,  tels  que  les  points 
de  contact  de  chaque  courbe  de  l'un  des  systèmes  et  ceux  d'une 
courbe  du  système  correspondant  sont  situés  sur  une  conique. 

On  peut  aisément  établir  une  foule  de  théorèmes  semblables 
pour  les  courbes  de  cet  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 
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Dans  les  problèmes  que  nous  venons  de  traiter,  il  s'agissait  tou- 
jours de  plusieurs  contacts  d*un  même  ordre.  Or  on  peut  géné- 
raliser ces  recherches  d'une  manière  remarquable  en  se  proposanl 
le  problème  suivant  : 

Déterminer  les  limites  supérieures  x^'^  de  telle  Tnanière  qu'elles 
satisfassent  aux  p  équations 

(//  =  I,2,3,  .  .  .,/?), 

dans  lesquelles  les  quantités  q^  désignent  des  nombres  enliers 
positijs  (^  i)  et  Vh  des  quantités  données  arbitrairement. 

C'est  évidemment  ce  problème  qu'il  faut  résoudre  pour  trouver 
les  courbes  d'un  système  linéaire  qui  sont  adjointes  ày*=o,  el 
qui  touchent  cette  dernière  en  /;  points  où  elles  ont  avec  elle  des 
contacts  des  ordres  y,  —  ï,  yo — *?  •••>  qp — 1  respectivement. 
C'est  encore  par  la  théorie  des  fonctions  0  que  l'on  peut  aborder 
cette  question  (*).  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  les  théorèmes 
suivants,  auxquels  on  est  conduit  par  ces  recherches  : 

Dans  un  sjstème  de  courbes  adjointes  d'ordre  m  (>/i  — 3) 
qui  dépendent  de 

A"!  qi  -4-  X'4<7, -h  . . .  +  /"a^*  —  A'i  —  ^i  ~  •    .  —  ^'9 

paramètres  linéaires  et  qui  coupent  la  courbe  f=  o  en  des  sys- 
tèmes de 

points  mobiles  dont  p  sont  déterminés  par  les  autres,  il  j  a 

courbes  dont  chacune  a   avec  f=o  en  ht   points  des  contacts 
(*)  yoir  le  Mémoire  de  M.  Lixdemanni  cité  t.  II,  p.  17^61  &uir. 
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d'ordre  q^  —  i,  en  h^  points  des  contacts  d'ordre  q^ — i,  ..., 
en  h,  points  des  contacts  d'ordre  q^ —  i . 

Si  tous  les  nombres  /r<  sont  égaux  à  Tunité  et  que  a  soit  égal 
à  /?,  ce  nombre  devient  en  particulier  égal  à 

q\q\ . .  'qlp{p  —  ^)[p  —  2) ...  3.2. 1. 

Si  au  contraire  ki=p^  A-2=  /tj  . .  •  =  A*„=  o,  q^  =  </,  le  nombre 
des  solutions  devient  égal  à  q^Py  et,  en  effet,  dans  ce  cas  le  pro- 
blème n'est  autre  que  celui  de  la  division  des  fonctions  abéliennes 
(p.  23o).  Aux  théorèmes  sur  le  groupement  des  solutions  de  ce 
dernier  correspondent,  dans  notre  généralisation,  des  théorèmes 
analogues  qui  se  réfèrent  au  groupement  des  diverses  solutions 
dans  le  cas  où  tous  les  nombres  qi  sont  divisibles  par  un  facteur 
commun. 

Le  résultat  énoncé  n'a  plus  lieu  si  les  courbes  proposées  sont 
de  Tordre  n  —  3  (ou  peuvent  être  remplacées  par  des  courbes 
d'ordre  n  —  3  d'après  le  théorème  du  reste).  On  parvient  ici  au 
théorème  qui  suit  : 

Lorsqu'il  n'y  a  que  p  —  Ç  points  entre  les  intersections  mobiles 
des  courbes  adjointes  du  système  linéaire  propose  qui  soient 
déterminés  par  les  autres^  et  que  l'on  suppose,  pour  plus  de  sim- 
pUcitéy  les  nombres  qi  tous  différents  entre  eux,  le  nombre  des 
courbes  demandées  devient  égal  à 

—  57iVï  •  •  •  iApIp  —  i)  ...{/>  —  ff  -4-  2)27i7, . . .  7<r-i 

(  ?  +  I  )  (  S  -4-  2  )/?  .  .  .  (/?  —  0-  H-  4  ) 2  7 1 7,  .  .  .  q^t 


expression  ou  l'on  a  désigné  de  La  manière  connue  par 
^q\q2  . . .  qi  la  somme  de  tous  les  produits  à  i  facteurs  dijfférents 
que  Von  peut  jormer  avec  les  a  nombres  qi. 

Ce  nombre  doit  être  divisé  par  i ,  2,  3,  . ,  .  ,k,  s\k  des  nombres  qi 
sont  égaux  entre  eux.  Pour  k  =  tjy  m  =  n  —  3,  ^  =  i ,  a  =:  p  —  i , 
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^/=  2,  on  retrouve  ainsi  le  nombre  2^~*  (a/* — i)  des  courbes 
C/i_8  qui  ont  avec  /=  o  en  p  —  i   points  des  contacts  simples 

(p.  243).  Pour/r=2,  m  =  I,  pz=-[n —  i)[n  —  2),  \  =  p — /1  +  2, 

(7=2,   r/,  =  ^2=2,     le    nombre    en    question    devient   égal  à 

-«(/i —  2)(/ï^ — 9),  qui  est  en  effet  celui  des  tangentes  doubles 

(t.  II,  p.  64). 

X.  —  L'évanonissement  de  la  fonction  e.  Observations  sur  le  théorème 

de  Riemann  et  Roch. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  précédemment  (p.  228)  que  la 
fonction  ©(('i,  ç^,,  , .  ,,Vp)  dont  les /;  arguments  sont  définis  par  (') 


s'évanouit  indépendamment  de  Ç  si  les  points  x^'^  sont  situés  sur 
une  courbe  C„_3  adjointe  à  f=^  o,  c'est-à-dire  si  la  courbe  Cn^j 
déterminée  par  p  —  i  des  points  j:^'^  renferme  aussi  le  />*^"®  point: 
en  d'autres  termes,  nous  avons  mentionné  ce  résultat  qui  s'obtient 
pour  \  =  x^'^  que  la  fonction  0  s'évanouit  toujours  si  ses  argu- 
ments sont  de  la  forme 

les  points  j:^*^,.r^^^,  . . .,  x^p^^"^  pouvant  alors  être  complètement 
arbitraires.  Ce  cas  est  un  premier  exemple  du  fait  que  les  relations 
algébriques  entre  les  systèmes  de  points  d'intersection  de  courbt\> 
adjointes  C„_s  peuvent  s'exprimer  de  la  manière  la  plus  simple 
lorsqu'on  a  recours  aux  fonctions  transcendantes  0.  Parle  déve- 
loppement ultérieur  de  cette  remarque  on  peut  aussi  obtenir  toute 
cette  catégorie  de  propositions  relatives  aux  courbes  adjointes  C«-j 
que  nous  avons  précédemment  traitées  en  nous  rattachant  au 
théorème  du  reste,  et  qui  nous  ont  en  particulier  conduits  à  ce 


(*)  Pour  la  signification  des  points  /x  et  a^*'),  voir  p.  aa5  et  3/{i 
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que  l'on  appelle  le  théorème  de  Riemann  et  Roch.  L'ex.ainen  de 
cet  ordre  de  faits  va  nous  occuper  maintenant. 

L'introduction  des  fonctions  0  dans  les  théories  dont  il  s'agit 
repose,  d'après  ce  qui  précède,  sur  la  solution  du  problème  de 
rinversion  qu'elles  permettent  précisément  d'obtenir.  Mais  on  peut 
aussi  aborder  ces  théories  d'une  autre  manière,  savoir  par  l'inter- 
médiaire des  intégrales  de  deuxième  espèce,  et  à  ce  mode  de  repré- 
seqjtation  on  peut  rattacher  de  même  une  étude  des  groupes  spé- 
ciaux  et  des  systèmes  spéciaux.  Nous  insisterons  d'autant  plus 
volontiers  sur  ces  dernières  méthodes  que  jusqu'ici  nous  n'avons 
pas  encore  trouvé  l'occasion  de  nous  occuper  d'une  manière  un 
peu  approfondie  des  intégrales  de  deuxième  espèce. 

Si  nous  parvenons  ainsi,  à  l'aide  de  l'algorithme  simple  que  met 
à  notre  portée  la  théorie  des  intégrales  abéliennes,  à  traiter  les 
questions  énoncées  d'une  façon  plus  directe  que  nous  n'avons  pu 
le  faire  par  voie  purement  algébrique  (par  exemple  dans  le  théo- 
rème de  la  p.  143,  t.  II,  où  nous  n'avons  fait  que  conclure  de  ^  à 
^-l-i),  si,  d'autre  part,  c'est  historiquement  par  la  première 
marche  que  l'on  a  été  conduit  d'abord  à  poser  et  à  résoudre  le 
problème  signalé  plus  haut,  on  doit  néanmoins  beaucoup  apprécier 
l'intérêt  capital  que  présente  par  elle-même  une  démonstration 
purement  algébrique  de  propositions  algébriques.  Les  recherches 
suivantes  ne  sont  donc  pas  destinées  à  remplacer  les  démonstra- 
tions précédentes  dont  nous  parlons,  mais  seulement  à  éclairer 
une  autre  face  du  problème  offert  par  cette  manière  de  poser  la 
question.  On  peut  d'ailleurs  observer  que  la  théorie  des  fonctions 
transcendantes  n'a  pu  jusqu'ici  être  employée  par  nous  à  indiquer 
le  nombre  des  groupes  ou  des  systèmes  spéciaux  possibles  d'une 
espèce  déterminée  tandis  qu'auparavant  nous  avons  réellement 
effectué  des  déterminations  numériques  de  cette  sorte,  au  moins 
pour  des  cas  particuliers,  à  l'aide  de  l'extension  du  principe  de 
correspondance  (p.  106  et  suiv.  et  p.  ii3  et  suiv.). 

Le  fait  que  toute  famille  spéciale  g\^\  c^  est-à-dire  toute  famille 
pour  laquelle  (p.  49) 

peut  former  les  intersections  de  courbes  adjointes  du  [n  —  3)''^'"'^ 
ordre,  s'établit  de  la  manière  suivante.  Considérons  d'abord  un 
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groupe  de  points  dans  lequel  p  —  i  points  seulement  (et  non  p] 
sont  déterminés  par  les  autres.  Alors,  parmi  les  p  équations  du 
problème  d'inversion 

duh  -h  I        rf«/,4-  .  .  .  -f-  /         dtif^  =  «•/,, 

OU  parmi  les  équations  différentielles  correspondantes 

(''  Z ^^'^"^^^ ~    "' 


1=  I 


l'une  doit  être  la  conséquence  des  autres;  ou,  en  d'autres  termes, 
on  doit  pouvoir  déterminer  des  constantes  c^*\  c^^\  . . . ,  c^p\  telle> 
que  Ton  ait 

(2)  Cjyt[a:(')]  4- c,9),[.r(0]  -+....-+.  r,,(p,,[j:(0]  =0. 

» 

Mais  CCS  p  équations  n'expriment  précisément  pas  autre  chose  que 
ce  fait,  savoir  que  les  points  x^'^  sont  situés  sur  la  courbe  de  degré 
n  —  3  I  C|  Çi  4- . . .  -h  Cp^p^='  o-  Si,  en  effet,  parmi  les  points  d'un 
groupe  le  nombre  de  ceux  qui  sont  déterminés  par  les  autres  esl 
moindre  encore  (précisément  comme  dans  le  cas  de  y  ^  Q  —  ;;  -H  1  !? 
il  faut  nécessairement  que  plusieurs  des  équations  (1)  soient  la 
conséquence  des  autres,  et  Ton  sera  semblablement  conduit  à  un 
plus  grand  nombre  de  relations  de  la  forme  (2).  Mais  ces  dernières 
expriment  toujours  que  les  points  en  question  (conjointement 
avec  les  points  fixes  d'un  groupe  résiduel)  sont  toujours  siluts 
sur  différentes  courbes  adjointes  C/,_8,  et  peuvent  en  conséquence 
être  déterminés  par  une  famille  linéaire  de  courbes  de  celte  espèce, 
ainsi  qu'il  a  été  énoncé. 

Nous  effectuerons  d'abord  la  démonstration  du  théorème  de 
Riemann  et  Roch  au  moyen  des  fonctions  0  dans  quelques  hypo- 
thèses particulières.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  par  /)— i 
points  x^^\x^^\  . .  ,yX^P~^^  passe  encore  un  nombre  simplement 
infini  de  courbes  C^.s  (*).  Alors  ces  points  sont  tous  situés  con- 
jointement avec  un^**™®  point  quelconque  z  def  sur  une  courbe 


(*  )  On  a  par  conséquent  Q  =  R  =/»  —  i,  r  =  i,  et  il  en  résulte  aussi  y  =  i.  car  on 
a  toujoars  Q-f-R  =  2/>  —  a,  Q  —  R  =  ay  —  ar  {voir  p.  35  et  01  ). 
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Cy,_s,  c'est-à-dire  que,  d'après  un  théorème  cité  eu  commençant, 
existe  indépendamment  de  z  et  ^  la  relation 

(3)  e(      y      I       dii^H-  I      du^—  I     fltt„]=o. 

D'un  autre  côté,  suivant  le  théorème  d'Abel,  comme  la  courbe 
Cii.3  complétée  par  la  tangente  de  fjt  forme  une  courbe  C,,_2i  on 
a,  en  désignant  par  j^^\j^^\  .  •MJ^^^"*^  lesp  —  i  autres  points 
d'intersection  d'une  autre  courbe  C/i.s  passant  par  les  points  x^^\ 

(4)  >       /        dun-^     y       I       dUf.'^if      rfi/,,=  o. 


1=1  1=1 


Les  arguments  de  la  fonction©  qui  intervient  dans  (3)  deviennent 
donc  égaux  à 


'="-»  v<«  r'  /.f 


—     >      /       dtt^-^  l      du^^  l     du,,  —  2  /      dUh 


'  =  ^-'     -Hi) 


=  —     \      /        du,,—  I      du,,-h  I     du,,. 


1  =  1 

De  l'équation  (3),  par  suite  de  ce  que  0  est  une  fonction  paire  de 
ses  arguments,  résulte  donc,  indépendamment  de  Ç  et  z,  cette  autre 
relation 

e(     \       1       du,,-^  1      du,,—  I    du,,  ]  =  o, 

laquelle  exprime  qtte  les  p  —  i  points  j'^'^  sont  situés  ensemble^ 
avec  tout  point  quelconque  Ç  dey,  sur  une  adjointe  Gn_s,  c'est- 
à-dire  que  par  les  points  j^^^  passe  encore  un  système  simple- 
ment infini  de  courbes  C/i^j;  or  c'est  là  le  théorème  trouvé 
page  35. 

Un  autre  exemple  nous  sera  fourni  par  le  cas  de  Q  ==;?  (d'où 
R  =  p  —  2),  r=i,  dans  lequel  par  p  points  jr^ *^  j:^*\  . .  • , x^p"^ 
passe  encore  un  nombre  simplement  infini  de  courbes  C/2_8.  Alors 
tout  groupe  de  p  —  i  de  ces  points  x^'^  est  situé,  ensemble  avec 

C^«9«ai»  -  Géométrie,  \\\,  I7 
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tout  point  quelconque  ^  (  *  ),  sur  une  courbe  C/i_a,  c'est-à-dire  que 
nous  avons  les  p  relations 

/         dUf,^  \       dii^^   /     du^\  =  o 

(Xl  =  l,  2,  3,   .  .  .,/?), 

rindice  k  ajouté  au  signe  sommatoire  étant  supposé  indiquer  que 
dans  la  somme  le  terme  correspondant  à  Tindice  i=^k  doit  être 
négligé.  Si  les  points  j^^*\  ..  .,^^/'~*^,  parmi  lesquels  on  doit 
d^ailleurs  négliger  j^^*^,  sont  les  p  —  2  points  résiduels  par  rapport 
aux.rf'^,  nous  pouvons  ici,  d'après  le  théorème  d'Abel,  remplacer 
l'équation  (4)  par  la  suivante 


(6)     y  /    ^//A-4-  y    /    du^-h  /   du^-h     du^=o. 

1=1  l=\ 

Les  arguments  des  fonctions  0  qui  figurent  dans  (5)  devien- 
nent par  suite  égaux  à 

'"^rï"     AT"'  r^  rf^  /•/*  rÇ  /•■'*' 

—    y       I       du;, -h  I      dUf,—  I      du;,—  I      du;,—  j     du,,—  ]      du, 


1  =  I 
i  =  P—\ 


■•^(i)  /»Ç  px\k\ 


—  —    >       /        du,,—  I      duj,—  \        du;,-h  I     du;,. 

«  =  1  '^ 

Les  équations  (5)  expriment  donc  aussi  que  par  les  p  —  2 points 
y^'^,  par  l'un  des  p  points  x^'^  et  par  un  point  quelconque  (,  on 
peut  faire  passer  encore  une  courbe  C„_3  ;  conséquemment  par 
les  points  j^^^  passent  p  faisceaux  différents  de  courbes  C/,.i  et 
par  suite  aussi  une  famille  au  moins  doublement  infinie  de  courbes 
de  cette  espèce.  On  reconnaît,  en  reprenant  le  même  raisonne- 
ment en  sens  inverse,  que  la  multiplicité  de  cette  dernière  famille 
ne  peut  non  plus  être  supérieure  à  2.  Nous  avons  donc  y  =  2, 
ainsi  que  l'exige  le  théorème  de  Riemann  et  Roch. 


■  (')  On  suppose  naturellement  ici  qu'il  s'agit  uniquement  do  points  de/=  0.  {f^oir 
l'étude'algébrique  de  cet  exemple,  p.  43  et  suiv.) 
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Pour  effectuer  la  démonstration  générale,  posons 


Q  =  />  —  H-p,    doù    K  =  p  —  I  —  />. 

Par  les  Q  points  x^^\  x^^\  . . . ,  x'^  doivent,  par  hypothèse,  passer 
des  courbes  C,i_i  en  nombre  r  fois  infini,  c'est-à-dire  que  tous  les 
déterminants  k  p  —  r  dimensions  doivent  sWnuler  dans  le  ta- 
bleau (  *  )  : 


?i{^V      y,(x{Q)) 


yp(x(Q)) 


Mais  l'évanouissement  de  ces  déterminants  exprime  précisément 
que  p  —  /'  quelconques  des  Q  points  x^^^  sont  situés  avec  r  points 
arbitraires  sur  une  courbe  adjointe  C/2^3.  Les  relations  dont  il  s'agit 
sont  donc  aussi  représentées  par  le  système  d'équations  qui  suit  (*)  : 

(7)    e 


(î      r 


1=  /• 


i=l 


OÙ  les  indices  Arj, /rj,  . .  .,Âr;.^_i  qui  affectent  le  premier  signe 
sommatoire  sont  censés  indiquer  que  dans  la  somme  les  termes 
répondant  aux  valeurs  i  =  /ti,  Arj,  . . . , ^r+p-i  doivent  être  négligés, 
en  sorte  que  la  somme  ne  se  compose  plus  que  de 

Q  —  r  —  p-M=p  —  r 

termes;  la  notation  2****  désigne  d'ailleurs  r  points  quelconques. 
Dans  ces  équations,  la  distribution  des  limites  inférieures  a^'^ 
par  rapport  aux  limites  supérieures  x^^^  est  encore  très  arbi- 
traire. Pour  nous  affranchir  de  ce  caractère  arbitraire,  et  pour 
pouvoir  donner  à  la  notation  une  tournure  plus  simple,  nous  iû-  *  .• 
troduirons  comme  limites  inférieures  toujours  le  même  point  jùt  et, 


(*)  Foir  p.  53.  Il  faut  remplacer  alors  dans  ce  passage  R  par  Q,  q  par  r,  e  par 

(')  Parmi  les  équations  représentées  par  l'éTanouissement  du  déterminant  précité, 
(/•^i](Q  —  p^r-^i)  seulement  sont  indépendantes  les  unes  des  autres  (p.  56)  et, 
corrélativement,  les  relations  en  S  établies  ici  dépendent  encore  aussi  les  unes  des 
autres.  Le  fait  qu'inversement  les  relations  (7)  sont  également  suffisantes  pour  en- 
traîner Tannulaiion  de  tous  les  déterminants  à  ^  —  r  dimensions  du  Tableau  précé- 
dent se  reconnaît  aisément.  .  .    . 

'7- 
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en  outre,  des  constantes  K^  définies  par  (*) 
Les  équations  (7)  se  transforment  alors  en 

(®^  **(  51       r  ''''*  "^^  r  */«* + ka  -  r  du^  )=o. 


.1  =  1 


^r+f~l«/i«*  i=l    ^ 


Désignant  ensuileparo:^^"^*',  .r^û-^»)^ . . .  ^  j^iq+ri  \q  groupe  des  R  points 
résiduels  des  points  x^'^,  on  a,  d'après  le  théorème  d'Abel, 


'"^    ^x")  l^*  /»*(Q+«1 


1  =  1    '*  i  =  l    '* 


vr 


Les  arguments  de  la  fonction  6  (8)  se  transforment  donc  en 

Or,  comme  en  toute  hypothèse  r  est  inférieur  à  R,  nous  pou- 
vons, dans  ces  formules,  faire  coïncider  r  —  i  des  points  z^^*'  avec 
/■  —  I  quelconques  des  points  x^^''\  poser,  par  exemple, 

Si  nous  écrivons  ensuite,  pour  abréger,  z  au  lieu  de  z'**"',  Téqua- 
tion  (8)  devient 

D'autre  part,  nous  aurions  pu  aussi,  par  exemple,  faire  coïncider 
^(*i)  avec  j:^**^  et  non  avec  x*^**^,  changement  qui  laisserait  l'équa- 
tion (9)  invariable  pour  le  reste  ;  seulement,  dans  la  première  inté- 
grale de  la  seconde  somme,  interviendrait  la  limite  supérieure 


(*)  Ce  sont  là  les  constantes  désif^iiées  dans  Riemanx,  iœ.  cit,,  §  22,  par  ^ji.  {^'>"' 
les  notes  des  p.  226  et  22-],) 
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j;(Q-»-*i*,  Or,  comme  les  points  x***' ont  été  choisis  à  volonté  parmi  I«s 
Q  points  x^'*^,  l'équation  (9)  subsiste  alors  même  qu'où  choisirait 
un  autre  de  ces  points  pour  x^^*'  ;  le  point  <lont  il  s'agit  doit  seule- 
ment n'être  pas  compris  parmi  les  points  x^**^,  x**»*,  . . . ,  x(*r^-p-i). 
On  peut  donc  prendre,  pour  x^'\  Q-r-r, —  p-H-a  =  /;  —  r-f-i 
autres  points  x^'^  et  aussi,  d'après  la  remarque  que  i^ous  venons 
de  faire,  chacun  des  R  points  x*^*^  Considérée  comme  fonc- 
tion de  x^^'^,  la  fonction  0,  qui  figure  au  premier  membre  de  (9), 
s'évanouit  en  conséquence  pour  R-4-;?+i  —  r=  np  —  r  —  p 
valeurs  différentes  de  x***^  Comme  actuellement  R  est  toujours 
supérieur  à  /•,  on  a  aussi 

p  — I  — p  — r>o, 
ou 

2/>  —  p  —  r>/>-i-  I. 

Donc,  comme  fonction  de  x^**\  la  fonction  0  s'évanouit  pour  plus 
de  p  valeurs  de  x^*»^  et  par  conséquent  (  *  ),  en  général,  indépendam- 
ment de  x^*'^  Un  fait  analogue  a  lieu  pour  x^**\  . .  :,x(*'h^-0;  en 
désig:nant  donc  par  z^*^,  z^^\  . . . ,  z^'^',  $  points  quelconques  def, 
on  aura  toujours  l'équation 


laquelle  exprime  que  par  R  —  /•  -+- 1  points  quelconques  du  groupe 
résiduel  Gr  passe  encore  une  famille  r  -f-  pfois  infinie  de  courbes 
Cn_3-  Or  on  a  R  —  r4-i  =  ;?  —  r  —  p\  si  donc y^^\  . . . ^j^-"^^ 
sont  n'importe  lesquels  des  R  points  x^^*\  on  aura  toujours  l'équa- 


(')  Voir  RiEMANN,  loc.  cic,  §  22,  ei  Ueber  dos  yerschwinden  der  Q^Functionen, 
§  2  {Journal  de  Crelle,  t.  65).  Les  considérations  présentées  dans  le  §  3  de  ce  der- 
nier Mémoire,  sur  quelques  cas  particuliers  des  systèmes  spéciaux,  concordent  au  fond 
arec  celles  du  tekie;  la  dififérence  dans  Teiposé  est  uniquement  causée  par  le  choix 
différent  des  limites  inférieuréa.  D'après  les  §  4  et'suîvants  du  Mémoire  cité,  le  cas  où 
la  foDction  0  s'évanouit,  indépendamment  de  certaines  parties  de  l'argument,  peut 
toujours  se  ramener  à  l'évanouissement  de  toutes  les  dérivées  d'un  ordre  déterminé 
prises  par  rapport  aux  arguments. 
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Toai  ui.  —  aurmi  i. 


tion 


f«(r<»>) 


?i{/"^'-«')    ?.(j<'-'-") 
?•(»<")  ?.(«<") 


fp(jrc)) 


?i(ï<'-^l)       f.C'^'^M 


fp(z('H^)) 


=  0, 


car  aatrement  il  faudrait  qu'il  existât  une  relation  linéaire  entre 
les  fonctions  cp^,  ce  qui  serait  en  contradiction  avec  un  théorème 
connu.  En  d'autres  termes,  il  y  a  évanouissement  de  tous  les 
déterminants  mineurs  d'ordre  r  +  jo  de  la  matrice  (dans  laquelle 

Cela  veut  précisément  dire  que  par  Tensemble  des  R  points  de  Gj 
passe  encore  un  système  r  +  p  fois  infini  de  courbes  C„_j  (p.  54). 
Les  groupes  spéciaux,  dont  l'un  était  donné  comme  groupe  Gq, 
forment  conséquemment  eux-mêmes  un  système  spécial  g^^\  où 


7=r4-p  =  --(Q  — R)+r, 


ou 


afy-'-l^Q-R, 


ce  qui  est  de  nouveau  Téquation  du  théorème  de  Riemann  et  Roch. 
On  reconnaît  encore  que  q  ne  peut  pas  être  supérieur  à  r-^p  en 
observant  que  la  même  marche  de  démonstration  peut  être  suivie 
dans  Tordre  inverse  ;  la  supposition  y  =  r  -f-  p  -f- 1  conduirait  donc 
au  nombre  r  -f-  i  au  lieu  de  r  pour  la  multiplicité  des  groupes  Gr. 

Une  autre  démonstration  de  notre  théorème  fondamental  se 
rattache,  ainsi  qu'il  a  été  -mentionné,  à  la  représentabilité  des 
fonctions  algébriques  par  des  intégrales  de  deuxième  espèce  (')• 


(*)  Fo/r  RocB,   Ueber  die  Anzahl  der  willkurlichen  Conttanten  in  algehraisckf» 
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Nous  énoncerons  d'abord  le  théorème  à  démontrer  sous  une  forme 
un  peu  différente. 

La  multiplicité  des  groupes  Gr  résiduels  d'un  groupe  donné 
Gq  peut  être  définie  algébriquement  ainsi  qu'il  suit.  Faisons 
passer  par  Gq  une  courbe  adjointe  quelconque  tp  =  o  qui  dé- 
coupera le  groupe  Gr  sur  f\  par  ce  dernier  groupe  menons  une 
autre  courbe  du  même  ordre,  ^  =  o,  qui  peut  d'ailleurs  elle-même 

être  complètement  arbitraire.  Alors  X  =  y  est  une  fonction  algé- 
brique qui  devient  infinie  aux  points  Gq,  et  la  multiplicité  q  du 
système  g)^^  qui  répond  au  même  résidu  Gr  est  évidemment  infé- 
rieure d'une  unité  au  nombre  des  constantes  arbitraires  dont  on 
peut  encore  disposer  dans  la  courbe  j^  =  o  si  aucune  autre  con- 
dition n'est  imposée  à  cette  dernière  que  celle  de  passer  par  les 
points  du  groupe  Gr  et  d'être  adjointe  à  y.  Mais  on  verra,  en  exa- 
minant la  chose  de  près,  que  ce  nombre  dépend  du  nombre  r  -h  i 
des  adjointes  Q*n-%  linéairement  indépendantes  les  unes  des  autres 
que  l'on  peut  faire  passer  par  le  groupe  Gq.  Le  théorème  que  nous 
avons  à  démontrer  est  donc  le  suivant  : 

Si  une  fonction  algébrique  X  devient  infiniment  grande  du  pre^ 
mier  ordre  en  Q  points  Gq,  et  qu'en  ces  Q  points  puissent  s^ésfa^ 
nouir  /•  -h  i  fonctions  ^{x)^  entre  lesquelles  n'existe  aucune  rcla^ 
tion  linéaire  [en  d^ autres  termes,  s* il  passe  par  Gq  un  système 
rfois  infini  de  courbes  C/|_3  ),  i  renferme  le  nombre  Q  — p  4-  /'  -h  2 
de  coefficients  arbitraires  (  c'est-à-dire  que  le  groupe  Gq  appar- 
tient à  un  système  q  fois  infini,  pour  lequel  ^==Q  —  p-h/'H-i). 

Pour  la  démonstration,  nous  représenterons  la  fonction  X  sous 
une  autre  forme.  Une  fonction  qui  devient  en  Q  points  x^^\  . . . , 
x'^  algébriquement  infinie  du  premier  ordre  est  évidemment 
donnée  par  une  somme  de  Q  intégrales  de  deuxième  espèce,  dont 
chacune  devient  infiniment  grande  en  Tun  des  points  x^^^  (p.  171), 
ot  à  cette  somme   on   peut  encore  adjoindre  des  combinaisons 


Funetioncn  {Journal  de  Creîle,  t.  64,  p.  372),  et,  pour  le  cas  le  plus  simple,  Uieiia3(x, 
loc.  cit.,  §  5.  C'est  encore  sur  cette  repréeentabilité  que  repose  la  démonstration  du 
principe  de  correspondance  de  MM.  Bbill  et  Gatley  par  l'application  des  intégrales 
abéliennes,  démonstration  mentionnée  t.  Il,  p.  147»  note. 
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linéaires  quelconques  d^intégraies  (partout  finies)  de.  première 
espèce,  de  sorte  qu'on  obtient  l'expression  (*) 

OÙ  les  ûc/  et  les  P;  désignent  des  constantes.  Sous  le  symbole  2>/yOn 
comprend  ici  l'intégrale  normale  de  deuxième  espèce  qui  devient 
infinie  au  point  x^^^  et  est  complètement  déterminée  par  ce  point, 
en  sorte  que 


'»*«iû/«x.«2"*«c' 


tandis  que  la  première  série  des  modules  de  périodicité  de  %i  s'éva- 
nouit et  que  le  module  de  périodicité  de  %i  pour  la  section  Irans- 
verse  iv  est  donnée  par  une /onction  algébrique,  savoir  (p.  188) 

avec  (a"."*a.)/=:  o.  La  somme  (11)  varié  donc,  pour  une  section 
transverse  a^  de  la  surface  de  Riemann  décomposée,  de  ^nia,,  et 
au  contraire,  pour  une  coupure  b^f  de 

Si  donc  on  détermine  Ils  constantes  a/  et  |3/  encore  arbitraires, 
de  telle  façon  qu'on  ait  lés  équations 

«1  =  5Cj  :=  •  .  •  =  OLp  =  O, 

l'expression  (11)  représente  une  fonction  qui  est  continue  et  uni- 
forme dans  toute  la  surface  de  Riemann  répondant  ày=:  0,  et  reste 
aussi  partout  finie,  excepté  aux  Q  points  x^^^  où  elle  devient  algé- 
briquement infinie  au  premier  ordre  ;  autrement  dit,  cette  expres- 
sion est  une  fonction  algébrique  de  Xi,  x^^  Xj.  Et  réciproque- 
ment la  fonction  X,  qui  devient  elle-même  infinie  aux  mêmes  Q 
points,  ne  peut  différer  de  l'expression  (i  i)  que  d'une  constanteC 


(*)  Pour  limite  inférieure  de  l'iutégrate  So^,  a  été  choisi  un  point  fixe  quelconque 
de  /;  la  limite  supérieure  est  le  point  mobile  x.. 
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On  a  en  cooséquenee 
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(i3) 


^  =  |  =  ?i2bi+p,2b,4-.. 


?q5^q 


C. 


Ici  existent  entre  les  candeurs  /3/  les  p  équations  (la);  Q — p 
d'entre  elles  peuvent  donc  être  prises  à  volonté.  Alors  la  fonction  X 
renferme  encore  Q — /7-hi  coefficients  arbitraires,  c'est-à-dire 
que  les  courbes  X  =  ^  déterminent  sur  f  un  système  Q — p  foîs 
infini  de  groupes  Gq  dont  l'un  est  traversé  par  ^  =  o.  Cela  con- 
corde avec  le  fait  qu'en  général  p  intersections  sont  déterminées 
par  les  autres.  Si,  en  particulier,  Q  =  p-f-i,  les  rapports  des 
grandeurs  P/  sont  complètement  déterminés,  et  nous  avons  un 
système  simplement  infini  de  groupes  Gj^i  qui  seront  donnés  par 
le  faisceau  ^  —  Xtfi  =  o.  Il  peut  toutefois  arriver,  pour  des  posi- 
tions particulières  des  points  x,  que  les  équations  (12)  ne  soient 
pas  indépendantes  les  unes  des  autres.  Ainsi,  par  exemple,  l'une 
sera  une  conséquence  des  autres  si  Q  =  /?  et  si  le  déterminant  de 
(12)  s'évanouit.  Mais  de  ce  dernier  on  peut  séparer  le  produit 


[{cxa\  1   r  [cxol]  ~\  r  [cra]  "1 


lequel,  puisque  |i(a:a),=  aj"*a/,  est  indépendant  des  points  x^^ 
L'équation  en 'question  se  transforme  donc  en 


(■4) 


„(x(«))      f.(x(«)) 


...      ,^(x(')) 
...      fp(xC)) 


•    •    .  • 


f,[x^P))     ^t(x^P^)      ...      fpi^riP)) 


=  0, 


Par  conséquent,  dans  ce  cas,  les  Q  =  ^  points  x^^^  sont  situés 
sur  une  courbe  y  =  o,  et  le  nombre  des  constantes  arbitraires  dans 
X  est  égal  à  Q  —  /;-f-i-|-i  =  2,  c'est-à-dire  que,  par  le  résidu  de 
p —  2  points,  on  peut  encore  faire  passer  un  système  simplement 
infini  de  courbes  C/,_8,  ce  qui  concorde  as^ec  les  résultats  connus, 
Semblablement,  pour  une  valeur  quelconque  de  Q,  le  nombre  des 
constantes  arbitraires  est  augmenté  de  7-  -f-  i  si  entre  les  équa- 
tions (12)  existent/' 4-1  relations  de  la  forme 


C,fi(.r(''))-*-  C,y,(a:CO)-H.  .  .-f  Cp^p[x^^^)=o, 
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OÙ  les  quantités  C/  sont  des  constantes,  ou,  en  d^autres  termes,  si 
par  les  points  x^^^  passent  r  -+-  i  courbes  différentes  ç,  résultai  qui 
fournit  de  nouveau  le  théorème  énoncé  plus  haut,  Par  là  se  trouve 
aussi  à  nouveau  démontré  le  fait  que  tout  système  spécial  peut 
être  traversé  par  des  courbes  adjointes  C„_ j . 

Pour  élucider  cette  matière,  nous  considérerons  un  exemple; 
soit  donnée  une  courbe  primitive  /'=  o  du  cinquième  ordre  sans 
point  double,  d'où  p  =z6.  Ici  toute  fonction  entière  du  deuxième 
ordre  des  Xi  est  une  fonction  cp.  La  fonction 


^i.r,  -f-  ^j.r,  -i-  h^j:^         b 


X 


devient  infinie  aux  cinq  points  d'intersection  de  ix=o  a^^c 
f=z  o.  En  ces  points  s'évanouissent  trois  fonctions  y  indépendantes 
les  unes  des  autres,  savoir  :  bxX^^  ix'^2,  b^x^]  X  renferme  donc  le 
nombre  5  —  64-2-f-a  =  3  de  coefficients  arbitraires,  lesquels 
sont,  par  le  fait,  les  grandeurs  ai,  a,,  ^3. 

XI.  —  Systèmes  de  points  d'intersection  de  courbes  non  adjointes  arec 
la  courbe  primitive.  Extension  du  problème  de  l'inversion. 

Les  recherches  géométriques  que  nous  avons  précédemment 
rattachées  au  théorème  d'Abel  et  au  problème  de'  l'inversion  se 
référaient  expressément  aux  points  d'intersection  de  courbes  ad- 
jointes, et  il  suffisait,  dans  cette  étude,  de  considérer  des  sommes 
d'intégrales  ào première  espèce  (p.  2o3).  Dans  ce  cas,  en  effet, le 
nombre  p  des  équations  se  confond  avec  le  nombre  p  des  rela- 
tions qui  ont  lieu  entre  les  points  d'intersection,  et  le  problème 
d'inversion  de  Jacobi  nous  a  appris  la  détermination  de  p  intersec- 
tions par  les  autres  au  moyen  de  ces  p  équations  intégrales,  en 
supposant  que  l'ordre  de  la  courbe  sécante  est  supérieur  à  n  —  3. 
Si  Ton  a  au  contraire  affaire  à  des  courbes  non  adjointes,  un  plus 
grand  nombre  de  points  d'intersection  se  trouvent  déterminés  par 
les  autres;  auxp  équations  précitées  entre  des  intégrales  de  pre- 
mière, espèce,  qui  doivent  toujours  continuer  à  avoir  lieu,  il  doit 
donc  se  joindre  encore  d'autres  équations,  et  c'est  par  l'ensemble 
de  ces  deux  catégories  que  le  système  de  points  d'intersection  est 
de  nouveau  caractérisé  d'une  manière  complète.  C'est  ce  qu'on 
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aperçoit  aisément,  si  Ton  imagine  que  la  courbe  primitive  dégé- 
nère graduellement,  de  façon  à  acquérir  un  point  double.  Alors 
le  genre  de  la  courbe  s'abaisse  d'une  unité,  et,  comme  il  a  été  men- 
tionné plus  haut,  p  —  I  des  p  intégrales  normales  de  première 
espèce  se  transforment  en  les  intégrales  normales  de  première 
espèce  de  la  nouvelle  courbe;  la  p*""*  intégrale,  au  contraire,  se 
transforme  (par  un  choix  convenable  du  système  de  sections  trans- 
verses de  la  surface  de  Riemann)  en  une  intégrale  normale  de 
troisième  espèce  pour  la  nouvelle  courbe,  intégrale  dont  les  infinis 
I)  Tt  se  trouvent  réunis  l'un  à  l'autre  dans  le  nouveau  point  double 
qui  prend  naissance  [voir  p.  190).  A  la  place  des  p  équations 
du  problème  d'inversion  de  Jacobi,  interviennent  donc  actuelle- 
ment, si  nous  désignons  par  Tf=p  —  i  le  genre  de  la  nouvelle 
courbe,  les  it  -f-  i  équations 


i  =  \ 

1,2,: 

• 

=  «'«+11 

au  moyen  desquelles  on  a  de  nouveau  à  déterminer  les  limites 
supérieures  x^^K  On  obtient  de  même  q  équations  où  figurent  des 
intégrales  de  troisième  espèce  si  les  courbes  considérées  ne  pas- 
sent pas  par  q  points  doubles  de  la  courbe  primitive,  et  q  équa- 
tions de  cette  sorte  ont  effectivement  lieu,  d'après  le  théorème 
d'Abel,  pour  les  intégrales  de  troisième  espèce.  Le  problème  de  la 
détermination  des  points  x^'^  au  moyen  des  p  -h  q  équations  est 
ce  que  l'on  appelle  l'extension  du  problème  de  V inversion  (  *  ). 

La  résolution  de  ce  dernier  problème  ne  résulte  pas  d'ailleurs, 
sans  autre  développement,  de  celle  du  problème  de  Jacobi,  par  1^ 
passage  aux  limites  indiqué.  Comme,  en  effet,  dans  ce  passage, 
une  période  de  l'intégrale  IIi,  devient  infiniment  grande,  on  ne  peut 


(')  Poiir/>  =  I,  ^sr  3  ce  même  problème  a  été  traité  (boqs  d'autres  points  de  rue) 
par  ^Q%muk\r^  {Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  XI,  p.  376);  il  l'a  été  d'une  manière 
générale  pour /7=:i,  par  Clebsch  {Journal  de  C relie,  t.  64);  pour  /»  =  3,  par  Brill, 
ibid,,  t.  64  ;  pour  les  courbes  de  genre  quelconque,  par  Glbdscb  et  Gordam,  op»  cit.^ 
p- 148,  270  et  suiT. 
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plus  utiliser,  iinmédiateuient  la  fonction  &  employée  pour  le  pro- 
blème de  Jacobi  ;  il  faut,  au  contrairei  introduire  une  autre  fonc- 
tion, qui,  au  surplus,  est  une  combinaison  des  fonctions  6  ordi- 
naires et  de  fonctions  exponentielles.  Dans  ce  qui  suit,  les  faits 
dont  il  s'agit  (*),  et  en  particulier  les  propriétés  de  cette  nouvelle 
fonction,  ne  seront  exposés  que  pour  le  cas  de  ^  =  a  (nous  récri- 
vons p  au  lieu  de  tt);  de  cet  exemple  ressortira  suffisamment  la 
méthode  suivant  laquelle  on  aura  à  procéder  dans  le  cas  général. 
Nous  nous  proposons  de  faire  usage  des  résultats  pour  les  courbes 
du  quatrième  ordre  qui  ont  un  point  double^  et  en  particulier 
pour  la  détermination  de  leurs  tangentes  doubles. 

Nous  désignerons  les  deux  intégrales  normales  de  première 
espèce  par  U|,  u^  et  Tintégrale  noripale  de  troisième  espèce  qui 
répond  au  point  double  de  la  courbe  C4  par  u^.  Nous  prendrons 
pour  base  de  nos  considérations  une  surface  de  Riemann  à  deux 
feuilles  et  six  points  de  ramification,  telle  qu^elle  correspond  à 
l'équation  de  C4  (p.  177) 

si  l'on  considère  j^  comme  fonction  de  x.  Les  six  points  de  ramiC- 
cation  sont  reliés  deux  à  deux  par  trois  sections  de  ramification; 
nous  tracerons  autour  de  ces  derniers  les  coupures  a^y  a^,  i|,  £3, 
C|,  C2,  suivant  la  manière  dépeinte  dans  la /if^.  i  (p.  180),  pour 
/>  =  3.  Au  moyen  de  ces  coupures  la  surface  est  alors  décomposée 
en  une  surface  simplement  connexe  dont  le  bord  est  précisément 
formé  par  ces  coupures.  Nous  désignerons  les  valeurs  d'une  fonc- 
tion (j)  pour  deux  points  opposés  de  ce  bord  par  y+  et  o~,  distin- 
guant ainsi,  suivant  la  manière  connue,  un  côté  positif  et  un  côté 
négatif  de  la  courbe  qui  limite  ce  bord. 

En  vertu  de  nos  fixations  précédentes  sur  les  intégrales  nor^ 
maies,  pour  tout  point  de  la  coupure  ai,  ont  lieu  alors  les  équa- 
tions 

dans  lesquelles  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  i//  a  été  choisie 


(')  Pour  ce  qui  concerne  le  problème  d'inTersioii  de  Jaeobi  au  cas  de/>=  2,  nous 
renvoyons  encore  une  fois  au  Mémoire  de  Prym,  déjà  cité  p.  i35. 
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arbitraire  et  constante.  Nous  avons  de  même,  pour  les  coupures 

«2,   i|,    ^2, 

(2)  (<— «;)«,=  O,       [uX—u;)a,Z=z2izi\       (4^  «;)«,=  O, 

et  Ton  a  en  même  temps,  en  entendant  par  I  Tintégrale  prise  le 

va 

long  de  la  coupure  entière  a,  et  en  choisissant  convenablement  le 
sens  dans  lequel  on  prend  l'intégrale  (*), 

2/7?  =  I    (Iui=  I    rfUf. 

Enfin  l'intégrale  113  varie  encore  de  ±2171  à  chaque  circuit 
autour  de  l'un  des  infinis  ^,  n*  Les  coupures  C|,  C2  n'entrent 
plus  en  considération  pour  les  propriétés  de  périodicité  des  inté* 
grales. 

Pour  la  fonction  0  qui  dépend  des  intégrales  W|,  M2  (p«  226), 

nous  avons  d'ailleurs,  comme  on  sait,  les  équations  (v  ==  i,  2) 


.  ^_  \    ^  *    2  ^ 


(4)  (e+:e-)a,=i,    (©+:e-)6,= 


e 


f 


et  si  l'on  pose 

(5)  «/  =  i^-f  2/nv7rH-«iv7i-t-«jv<72, 

on  a  en  général 

(6)  e(p')  =  e(j»).e  * 


(*]  f7>i>,  par  exemple,  Nboma!I!I,  op,  eit,,  p.  126,  note. 
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Actuellement  le  problème  que  nous  avons  à  traiter  consiste  eo 
ceci  : 

Au  moyen  des  trois  équations, 

déterminer  les  points  x^*\  x^^\  x^^^  en  /onction  des  grandeurs 
données  «^1,^2,  iVj.  D'après  ce  qui  a  été  dit  sur  le  problème  d'in- 
version de  Jacobi  (p.  223),  on  voit  immédiatement  que  l'on  pent 

obtenir  une  équation  pour  les  valeurs  d'une  fonction  algébrique  - 

y 

aux  points  x^^\  x^^\  x^^^  si  l'on  réussit  à  représenter  comme  fonc- 
tion des  grandeurs  (^1,(^2,^3  la  somme  des  valeurs  d'une  inté- 
grale de  troisième  espèce  à  infinis  quelconques  (^,  d,  c'est-à-dire 
la  somme 

(8)  Çç^f    )  =  /      dun^j-^  I      i/nça-+-  /      dïir^. 

Il  s'agit  donc  uniquement  dans  ce  qui  suit  de  fournir  la  représen- 
tation dont  il  s'agit. 

On  y  parvient  à  l'aide  d'une  fonction  @'(u|,  U29  i^s)  ou  plus 
brièvement  @'(u),  dépendant  des  trois  grandeurs  Uf ,  Us,  Uj  (quoi- 
que non  symétriquement),  et  que  nous  définirons  par  l'équation 
suivante 


.2"» 


où  A|,  Aa  indiquent  les  intégrales  désignées  de  la  même  façon 
dans  (3).  En  ayant  égard  à  (3),  on  a,  pour  les  coupures  bj^^  h  étant 
égal  à  I,  2, 


En  vertu  des  propriétés  de  l'intégrale  U)  exprimées  dans  (3^ 
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aous  avons  donc,  d'après  (9), 

(10)      .[loge'(«)+  — loge' (»)-]*,= tt;^-+-  Ifl^A    (//=i,a), 

et,  en  définissant  ensuite  v\  par  l'équation 

[11)  v\:=zv^A-  2^i7r-t-7iAiH-  7,A„ 

et  l'j,  1^2,  d'autre  part,  encore  par  (5),  on  trouçe,  en  général, 
loge'(f/)  =  log^'(p)  -t-  y,!»!-!-  f,P, 

et  Von  vérifie  aisément  que 

[,3)  e'(-..)  =  e'(..). 

Les  propriétés  de  périodicité  de  la  fonction  0'sont,  d'après  cela, 
complètement  analogues  à  celles  de  la  fonction  0  ordinaire.  Au 
contraire,  la  première,  sur  la  surface  de  Riemann  décomposée, 
n'est  plus,  comme  la  dernière,  une  fonction  qui  soit  partout  uni- 
forme, car,  en  découpant  la  surface  le  long  des  sections  trans- 
verses, un  circuit  autour  de  l'un  des  points  Ç,  yj  n'est  pas  rendu 
impossible,  et  un  tel  circuit  change  le  signe  de  0'.  A  chaque  point 
de  la  surface  correspondent  donc  deux  valeurs  de  cette  fonction  ; 
pour  les  points  ^,  %  seulement,  ces  deux  valeurs  se  confondent.  En 
ces  points,  en  effet,  1/3  devient  infiniment  grand,  comme  log(x  —  \) 
ou  log(j:  —  yj)  en  x  =  ^  ou  jc  =  y?  respectivement,  et  par  suite  0' 

devient  algébriquement  infini,  comme  [x  —  Ç)  ^ou(a:  —  r^)'.  Les 
points  \,  m  sont  donc  des  points  de  ramification  de  la  Jonction 
&\  et,  pour  préciser,  celte  dernière  (étendue  sur  la  surface  dé- 
composée) n'a  pas  d^ autres  points  de  ramification,  ainsi  qu'on  le 
reconnaît  d'après  la  manière  dont  elle  est  formée,  avec  les  fonc- 
tions 0  ordinaires.  Si  donc  &{u)  s'annule  en  un  point  de  la  sur- 
face, c'est  au  moins  au  premier  ordre,  c'est-à-dire  comme  x  —  a 
pour  X  =  a. 

Pour   la  résolution  du  problème  d'inversion   donné  dans   les 
équations  (7),  nous  procéderons  exactement  comme  Riemann  l'a 


279  TOME  III.  —  CflA^mi  I. 

fait  pour  le  problème  d'inversion  de  Jacobi  (  *  ).  Nous  désignerons 
par  U|,  U2f  Uz  nos  trois  intégrales  dont  la  limite  inférieure  com- 
mune sera  supposée  arbitraire  et  constante,  et  la  limite  supérieure 
comme  variable;  de  plus,  Vij  U2,  v^  désigneront  trois  constantes 
données   d'une  façon    quelconque.    Nous  démontrerons  d'abord 
cette  proposition  que  \di  fonction  &{u  —  t')  s? évanouit  en  trois 
points  de  la  surface  de  Rieniann,  à  moins  qu'elle  ne  soit  identi- 
quement nulle  ;  mais  cette  dernière  circonstance  sera  exclue  pour 
commencer.  D'après  les  remarques  qui  viennent  d'être  faites  sur 
l'évanouissement  de  0',  il  nous  suffit  de  montrer  que  le  carré  de 
&[u  —  yf)  devient  infini  du  premier  ordre  en  six  points;  mais  ces 
six  points  doivent  précisément  consister  en  trois  couples  de  points 
coïncidant  deux  à  deux  pour  que  &[u—^v)  y  puisse  devenir  infini 
du  premier  ordre.  Nous  désignerons,  pour  cette  raison,  dans  ce 
qui  suit,   par  aV  le  nombre  à  chercher  des  points  d'évanouisse- 
ment de  [0'(w  —  ^)]"»  ^^  est  alors  le  nombre  correspondant  pour 
&{u  —  ^), 
La  fonction 


2 


0  (  w, — Py  —  aJ  .e  (ttv—  "v-h  -  Avj 


est  d'ailleurs,  sur  la  surface  décomposée  par  les  coupures  a,  i,  c, 
partout  continue  et  uniforme;  aux  points  ^  et  n  seulement  elle 
devient  algébriquement  infinie  du  premier  ordre.  On  a  donc, 
d'après  une  proposition  connue, 

(i4)    Jd\og[e'Y^^  ij'^  =  2i7r(2V- 1  - 1)  =  4/,r(v- 1) 

si  l'on  prend  la  seconde  intégrale  sur  le  bord  entier  de  la  surface 
décomposée,  c'est-à-dire  dans  les  deux  directions  le  long  de  toutes 
les  coupures  a,  J,  c.  Cette  intégrale  est,  d'autre  part,  égale  à 

'    2/r/(Joge'+  — loge'-) 
prise  suivant  une  seule  direction  le  long  des  coupures  a,  fr,  c.  Mais 


(<)  Foir  RiEMANM,  op,  cit.,  §  22,  et  pour  de  plus  amples  dévcloppcmeuts,  Neuas^ 
et  Pbym,  ioc,  cîe. 


1 


s 
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il  résulte  de  (lo)  et  (12)  pour  les  coupures  a  et  c 

loge' (m  —  «')"+^— loge'(a  —  p)~=o, 
et  pour  les  coupures  b 

I  [r/loge'(M  — P)+— r/!og0'(tt  -r)-]/i,=   ^^«,,=  271/. 

Nous  tîrons  conséquemment  de  (i4) 

où    V=  3.  c.  Q.    F.   D. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  plus  à  fond  comment  ces 
trois  points  d'évanouissement  de  la  fonction  &{u —  ç*)  dépendent 
des  constantes  données  i^i,  \^2j^z*  Nous  aurons  à  montrer  que 
cette  dépendance  est  représentée  par  les  équations  (7)  de  notre 
problème  d'inversion,  à  la  condition  d'ajouter  à  leurs  seconds 
membres  certaines  constantes  (ou,  ce  qui  revient  au  même  sans 
passer  par  l'intermédiaire  de  ces  constantes,  à  la  condition  de  dé- 
ternainer  convenable ûient  les  limites  inférieures  c^'^).  Les  trois 
points  d'évanouissement  de  & [u — if)  coïncideraient  alors  avec 
les  points  x^^\  x^^\  x^^^  qui  figurent  dans  (7),  et  en  conséquence 
nous  les  désignerons  immédiatement  par  ces  lettres. 

Sur  le  bord  de  la  surface  décomposée  par  les  lignes  a,  i,  c,  nous 
prendrons  quelque  part  trois  points  X}^^t  X}^\  t}^^»  De  f^'^  nous 
mènerons  un  lacet  /|  enveloppant  le  point  x^*^  et  revenant  ensui le 
à  ^f  *^  5  nous  joindrons  de  même  les  points  x^'^\  o:^'^  respectivement 
aux  points î^f^\  î^^'^  par  des  lacets  /j,  ^3,  et  nous  imaginerons  que 
la  surface  soit  coupée  le  long  des  lignes  /|,  /2,  lz\  enfin  nous 
mènerons  encore  une  coupure  a^  autour  des  points  Ç,  >?,  et  nous 
la  joindrons  par  une  autre  coupure  à  la  courbe  de  bord  de  notre 
surface.  Dans  la  surface  ainsi  décomposée,  log0'(iz  —  v)  est  une 
fonction  partout  continue  et  uniforme  du  point  variable  x.  Il  eu 
est  de  même  pour  les  intégrales  i/|,  U2,  et  conséquemment  existe 
la  relation 

si  l'on  étend  l'intégrale  qui  figure  dans  le  premier  membre  à  toute 
la  courbe  du  bord  de  la  surface,  c'est-à-dire  dans  les  deux  direr- 
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lions  le  long  de  toutes  les  coupures  Ai,  aa,  as,  Co  ^2*  ^19  ^S)  /i< 
Uj  /g.  D'un  autre  côté;  cette  intégrale  est  égale  à  la  somme  des  in- 
tégrales 

W  i=/[loge'(ii  —  p)+  — loge'(i«  —  i')-]^/», 

prise  sur  toutes  les  lignes  a,  bj  c,  /.  Mais  nous  avons,  le  long  des 
lignes, 

hy  ^ï.  ^a,      loge'-^—  log0'-r=  2/îr, 

cj,  c,,    loge'-^—  loge'-=  o, 

«/*,       loge'-^—  l0ge'-=:  2^/,/7r       (/f  =  I,  2,3), 
/\,      log©'^"  —  log0'  ~  =  i£v  —  l'y  H «vv  4-  2  /fy/ir. 

Les  quantités  g^  et  A  indiquent  ici  des  nombres  entiers  qu'il  esl 
nécessaire  d'ajouter,  parce  que  les  différences  de  logB'  ne  sonl 
définies  qu'à  un  multiple  près  de  azTT.  Si  nous  désignons  mainte- 
nant par  a[^\  a[^\  a^^^  les  valeurs  de  Wv  aux  points  l^^^K  ^^^N  Ç '  • 
par  ai*',  al^\  a^'^'  celles  aux  points  x^'\  il  vient 


fdW  ^  2/7r  r    du,^  [itj''  —  a'J''  )  2/ir, 

Jd^^rlnig^j    du^^^^g^iiv.af^^     (// =r  i,  2), 

Ici  /   dii^  est  égal  à  î>-  7r i  ou  o  suivant  que  h  =  v  ou  /i  ^  v  ;  l'intégrale 


1    u^du^  dépend  seulement  de  la  valeur  initiale  constante  de  Fin 

légrale  u^;  les  intégrales  a^'^  sont  de  môme  indépendantes  des  x' . 
Si  donc  nous  désignons  par  kv  de  pareilles  constantes  indépendantes 
des  x^'^  il  vient  finalement,  pour  v  =  i ,  2, 

On  établit  de  la  même  manière  pour  fij  une  équation  complète- 
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ment  analogue.  Il  vient  donc  enfin,  à  part  un  système  complet  de 
périodes  (pour  v  =  i ,  2,  3 ), 


^=«:>^-f.«i«'  +  fl;»J 


relation  où  i^"  désigne  la  valeur  de  l'intégrale  i/v  aux  points  c^'^, 
et  où  de  plus  les  quantités  Xv  sont  de  nouvelles  constantes^  et  les 
quantités  iv^  doivent  coïncider  avec  les  grandeurs  données  dans  les 
équations  (7).  Nous  avons  par  conséquent  ce  théorème  : 

Si  l'on  fait  les  arguments  de  la  fonction  0'  définie  par  (9) 
égaux  à  Uv — çVv —  Xv,  les  x^  étant  des  constantes  d'une  certaine 
espèce,  et  les  w^  étant  données  par  (7),  la  fonction  &  s'annule 
aux  trois  points  x^*^,  x^^\  x^^K 

Pour  déterminer  exactement  les  constantes  X|,  Xg,  Xg,  nous  pro- 
céderons de  la  manière  suivante  (*).  La  limite  inférieure  con- 
stante de  l'intégrale  étant  désignée  par  fx,  la  fonction 

Of*x  /»jrU)  /«xW  /»a:(8)  \ 

dU/^  —   1         «^"A  —    /         ^«A  —   /         ^«/i  —  '^h  ) 
ft  JcH)  Jc^^)  Jc''^)  J 

s'évanouira  pour  x  =  x^'^,  d'après  la  proposition  que  nous  venons 
d'énoncer,  indépendamment  des  points  x^'\  jc^'^;  ou,  en  d'autres 
termes,  la  fonction 

dUf,  —    1  €lu,^  —    f  du;,  —  Xyi    ) 

s  évanouit  indépendamment  de  la  situation  particulière  des  points 

Les  points  c^*^,  c^'\  c^'^  sont  encore  ici  tout  à  fait  arbitraires; 
seulement  il  faut  toujours  faire  varier  convenablement  en  même 
temps  qu'eux  les  grandeurs  Xj,  Xj,  X3.  Nous  déterminerons  ces 
dernières  par  la  construction  suivante.  La  tangente  de  G4  au  point 
p.  coupe  encore  G4  en  deux  points  -,  par  ces  points  faisons  passer 
une  conique  qui  touche  de  plus  d  en  trois  points  et  ne  passe  pas 


(')  Cette  détcriniimlion  des  constantes  est  imitée  de  celle  donnée  par  Weder  {Journal 
de  Crellcj  t.  70)  pour  le  problème  din version  do  Jacobi.  Le  résultat  concorde  avec 
celui  obtenu  par  une  autre  vo  ^^(pour  lo  ca  général)  par  Clebscu  et  Gordax,  op,  cit., 
p.  x84* 

i8. 
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par  le  point  double.  Il  existe  des  coniques  de  cette  espèce  en 
nombre  fini,  et  nous  ferons  d'abord  coïncider  les  points  c^^\  é^\ 
^(3)  avec  les  trois  points  de  contact  de  l'une  d^ elles  d^ abord  arbi- 
trairement choisie.  Cette  conique  doit  toutefois  être  une  coDiquc 
proprement  dite,  c'est-à-dire  ne  pas  se  décomposer  en  la  tangenlc 
du  point  lÂ  lui-même  et  en  une  tangente  double  de  C4.  La  ligne 
qui  joint  x^^^  et  x^^)  coupe  encore  C^  en  deux  points  que  nous 
désignerons  par  j^^)^ ^^(3),  Qn  a  alors,  d'après  le  théorème dWbel, 
pour  /i  =  I5  2,  3, 


r»/x  /*x^*)  /«xO)  /V'***  /*J 

(16)      2   /      (iu/^-h   I         ^«/4-+-    /         dUfy-^    I         (lUh-\'   f 

Jc'M  x/c'V  •.c'St  Jc^i)  Jc^i 


»jr(?)  /.x(3)  ^j[i)  ^yiS) 

liU/^  =  0. 


Il  résulte  de  là,  puisque  0'  est  une  fonction  paire,  que,  conjoin- 
tement avec  l'équation  donnée  par  l'évanouissement  de  (i5),  a 
lieu  aussi  l'équation 

(la;,  —    /  ditfy  —    /  i/u,,  -4-  X^    )  =::  O, 

^  •/c'«)  Je'*)  J 

et  cela  indépendamment  de  y^'^\  j^^"^»  On  peut  donc,  dans  la  der- 
nière équation,  poser  aussi  jf2^  =  a:^*^,j^^'^  =  a:^'\  et  alors  l'équa- 
tion (17)  se  confond  avec  (i5),  au  signe  près  de  za- 

Au  lieu  de  poser  x  =^  x^^\  on  aurait  pu  aussi  prendre  x  égal  à 
x^^^  ou  à  x}'^K  II  résulte  de  là  que,  indépendamment  du  signe  de 
la  quantité  x.;^,  la  fonction 

/     ;*X  /»j:<1)  /»j:(2i  /»x'3)  \ 

0'(    /      duf,-^  \        duf,-^  \        iiu;,-^  f        du,,±yih  ) 

\«-  /x  «/c(l)  Jc(i)  Jc^ii  J 

s'évanouit  pour  x=^x^^\  a:  =  .x^*\  x  =  x^^K  Or  cela  n'est  pos- 
sible que  si  les  arguments  de  la  fonction  0'  qui  dépend  de  x  et  de 
celle  qui  dépend  de  —  x  diffèrent  uniquement  d'un  multiple  des 
systèmes  de  périodes,  c'est-à-dire  que  nous  avons 

•/.i  =  -  (2pi7ri-f-fA,.o     H-/X3.0     -hyiaii-h  7j«2î)» 

i       /  . 

'^i=  -  (/*i-o    4-2/x27ri-i-  /xj.o    -f-7i«2iH-7j«îs), 


•^3 


I  ,  -.  , 

--(."1.0    -f-.ix,.o    -}    -îîAa^î^+yxA,  -hyjAa), 
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•  les  nombres  |x,  y  ayaiit  des  valeurs  données  d^une  mqinière  com- 
plètement déterminée  (^omod.  a)  et  étant  précisément  définis 

par  cette  circonstance   que   la  fonction  0M    /    du/t-h'/^h  1  s'éva- 
nouisse aux  trois  points  c^^K 

Si  Ton  fait  passer  par  les  deux  autres  points  où  la  tangente  de 
[i  rencontre  G4  une  autre  conique  tangente  à  C4  aux  points  a^^\ 
a(2)j  «{3)^  on  a,  d'après  le  théorème  d'Abel, 

k/i  désignant  un   système   déterminé  de    périodes,    La   fonction 

&{    1     H —  kh-i —  y-h)  s'évanouit  alors  aux  trois  points  a^^K  a^^K 

u^^K  Mais  par  là  se  trouve  spécialement  caractérisé  le  système  de 
points  a^'^  pour  lequel  h  h  ==  x>i  et  qui  possède  en  conséquence  la 

propriété  que  la  fonction  &[    l     duh  )  devient  nulle  aux  points 

a^*^,  a^^\  OL^^K  II  est  donc  avantageux  de  choisir  ce  système  déter- 
miné de  points  pour  les  limites  inférieures  de  l'intégrale  dans  les 
équations  (7),  ainsi  que  nous  le  ferons  par  la  suite  (conformément 
à  nos  remarques  précédentes  sur  le  problème  de  Jacobi  (p.  225  et 
suiv.).  Faisons  encore  observer  que  la  conique  tangente  en  ces 
points  CL^^^  ainsi  caractérisés  ne  peut  pas,  en  général,  se  décom- 
poser en  la  tangente  de  fi  et  en  une  tangente  double deC\.  Alors, 
en  effet,  le  point  [i  serait  compris  parmi  les  points  a^'^,  et  il  fau- 
drait que  la  fonction  0'(  1  du/i  j  s'apnulât  pour  x  =  /:x,  c'est-à- 
dire  qu'on  eût  l'équation 

0(0,  o,  o)  =1=0, 

ce  qui,  évidemment,  n'a  pas  lieu  en  général. 

Nous  reviendrons  incessamment  sur  les  tangentes  doubles  de  C4. 
Auparavant  nous  ferons  usage  des  résultats  précédemment  obtenus 
pour  la  solution  du  problème  d'inversion  donné  dans  les  équa- 
tions (7).  On  en  vient  très  simplement  à  bout  si  l'on  emploie  la 
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fonction  &*  En  effet,  on  vérifie  aisément  l'exactitude  de  Téqua- 


tion 


0' («'/»—/     ^«/i).0'(    /    dit,,) 

(,9,      c,c,^^j_io,  r^    \    f  r^    \ 


e 


i  =  8  ,  ^  i  =  8  ... 


1  =  1  i  = 1 

il  suffit,  pour  cet  objet,  de  comparer  les  propriétés  de  périodicité, 
ainsi  que  les  zéros  et  les  infinis,  dans  les  deux  membres  deTéqua- 
tion .  Par  là,  d 'après  des  remarques  précédentes  (p.  270  ),  5e  trouve 
résolu  le  problème  de  V inversion  étendu» 

On  peut  faire  usage  de  ce  problème  pour  la  détermination  de 
courbes  de  contact  qui  ne  passent  pas  par  le  point  double,  ce  qui 
n'a  pas  besoin  d'être  développé  plus  longuement  (voiV  p.  29,9  et 
suiv.).  Observons  seulement  que,  dans  le  cas  actuel,  ainsi  qu'on 
l'aperçoit  facilement,  les  équations 

«(1)  «/a'«  •/a»)  '' 

OÙ  les  Vh  désignent  des  constantes  et  les  kh  des  systèmes  de  pé- 
riodes, admettent  r' =  r^^*  solutions  (*).  Pour  r  =  2,  il  résulte 
de  là  -qu'iZ  existe  3i  systèmes  composés  chacun  d'un  nombre  sim- 
plement infini  de  coniques  proprement  dites  qui  ne  passent  pas  par 
le  point  double  et  touchent  la  courbe  C4  partout  oii  elles  la  ren-- 
contrent;  car,  parmi  les  82  systèmes  primitivement  trouvés,  est 
compris  celui  des  droites  dont  chacune  compte  double. 

Un  intérêt  particulier  s'attache  ici  encore  au  problème  des  tan» 
gentes  doubles  déjà  traité  au  cas  de  p  =  3  et  à  la  solution  duquel 
nous  passons  maintenant.  Si  af*\  a^^\  af'^  ont  de  nouveau  la 
signification  indiquée  et  que  x^^^,  x^^^  doivent  être  les  points  de 


(')  Ce  Dombre  est  au  contrairo  encore  égal  à  r^  si  le  point  double  se  transforme 
en  un  point  de  rebroussement,  car  alors  l'intégrale  de  troisième  espèce  se  transforme 
en  une  inlégrale  de  deuxième  espèce,  et  cette  dernière  n'a  plus  de  période  logarith- 
mique. 
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contact  d'une  tangente  double,  cette  dernière  forme,  ensemble 
avec  la  tangente  de  [My  une  conique  pour  laquelle,  suivant  le  théo- 
rème d'Abel,  ont  lieu,  semblablement  à  (i 8),  les  équations 

J^/X  /»X(,)  /.xi»)  j 

r/i/,,4-  /        du,,-h  I        du,,^-'k^     (^  =  1,2,3), 
«'3)  •/«'!}  «/ait)  ^ 

les  kh  étant  des  systèmes  de  périodes.  Mais  ici  nous  avons  trois 
équations  pour  la  détermination  des  deux  inconnues  x^*^,  o:^^^;  si 
ces  trois  équations  doivent  coexister,  il  faut  qu'une  relation  entre 
les  constantes  qui  y  figurent  soit  satisfaite.  Or  cette  dernière  est 
immédiatement  donnée  par  la  proposition  démontrée  plus  haut  et 
d'après  laquelle  la  fonction 

duh-^  I       duf,-^  I       duf,  ) 

s'évanouit  indépendamment  des  points  j^<*^,  j^^*\  Si  donc  nous 
posons  j^*^  =  x^^^j  y^^^  =  x^^\  nous  avons  la  condition  moyennant 
laquelle  est  satisfaite  Féquation 

e' f   /       du,,  +  /       dun "H  /     ^«A  )  =  e'  (^ k,A  =z o. 

Nous  devons  donc  nous  demander  s'il  existe  des  systèmes  de  demi- 
périodes  -kiy  -Ar2,  -^3  pour  lesquelles,  comme  arguments  de  la 

2  2^ 

fonction  0',  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  s'an- 
nule. Posons 

[11]  < 

La  fonction  &(-hh\    se  forme  alors  de  ©M kfA  lorsqu'on 

augmente  les  arguments  de  cette  dernière  d'un  système  entier  de 
périodes  Â'a,  et  par  suite  il  vient,  d'après  (12), 

loge' (1*^)  =  loge' (-i^,.) 

=:log0'/— -/tyij  —  7r/(mi7iH-'Wt7t  — g'),    ' 


28t> 
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(»U 


Maïs,  comme  0'  est  une  fonction  paire,  on  a  aussi 

« 

e'(i.,)=e'(-i.,.)- 

Ces  deux  équations  ne  peuvent  subsister  ensemble  que  si 

mi^i  +  wjçj  — g^ 
est  un  nombre  pair,  ou  bien  si  l'on  a 

Mais  cette  dernière  circonstance  se  présente  toujours  si 

miÇi-^m^q^  —  g 
est  un  nombre  impair,  c'est-à-dire  si 
(23)  ^iîi  +  'Wj^j — ê'^ï     (inod.  2). 

C'est  donc  seulement  dans  le  cas  oh  la  congruence  (  aS  )  est  salis" 
faite  que  les  équations  (21)  peuv^ent  servir  à  la  détermination  des 
tangentes  doubles. 

Par  là  nous  obtenons  le  nombre  des  tangentes  doubles  et  lear 
groupement  respectif  (  *  ).  Quant  à  leur  nombre,  il  est  égal  à  seize, 
ce  qui  est  d'accord  avec  les  formules  de  Plûcker  (t.  II,  p.  68),  et, 
pour  préciser,  nous  avons,  pour  les  tangentes  doubles  désignées 
par  les  chiflFres  i,  2,  . . . ,  16,  les  systèmes  suivants  de  valeurs  des 
nombres  m^  q  : 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

G. 

i. 

8. 

9. 

10. 

11.   1- 

l.   13. 

li. 

15.  16. 

ff 

0 

0. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

X        1 

[          X 

I 

f      1 

"'l 

0 

I 

I 

I 

I 

0 

I 

I 

0 

0 

0       1 

[      0 

0 

I     0 

9i 

0 

I 

X 

I 

0 

I 

0 

0 

■  1 

I 

0       1 

r       0 

0 

0     1 

'»! 

I 

0 

I 

0 

0 

I 

0 

I 

0 

0 

0       1 

1       I 

0 

I         X 

7^ 

1 

I 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

I 

0 

0       ] 

[       0 

1 

I      I 

(*)  La  recherche  des  tangentes. doubles  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  à  point 
double  a  été  donnée  par  Brill  {Math,  Annalen^  t.  VI»  p.  66),  comme  annexe  à  Mo 
étude,  pour  le  cas  de  /?  =s  a,  de  l'extension  du  problème  de  Tinfersion.  Comparer  U 
note  de  la  p.  367  ;  'voir  aussi  Roch  {Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  xi4  et  suit.). 
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Les  points  de  contact  de  ces  seize  tangentes  doubles  sont  aussi, 
ainsi  qu'il  a  déjà  été  observé,  compris  parmi  les  solutions  des 
équations 

«(1)  JaW  •/a<»)  ^ 

qui  déterminent  les  points  de  contact  des  coniques  de  contact  pas- 
sant par  les  autres  points  d'intersection  de  la  tangente  de  [jl.  On 
peut  ici  précisément  faire  coïncider  l'un  des  points  x^'^  avec  le 
point  /x  si  la  condition  (  28)  est  satisfaite  à  l'égard  des  nombres  m, 
^,  g  qui  entrent  dans  les  grandeurs  A^.  Si  cette  condition  n'est  pas 
satisfaite,  on  obtient  néanmoins,  au  moyen  des  équations  (24)? 
les  points  de  contact  d'une  conique  proprement  dite.  Le  nombre 
de  ces  derniers  est  par  suite  égal  àa^'^"*"*  — 16  =  16. 

On  parvient  (comme  dans  le  cas  de  ^  =  3)  à  d'autres  proposi- 
tions sur  le  groupement  respectif  des  tangentes  doubles ,  en  par- 
tant  des  systèmes  de  coniques  de  contact  (actuellement  non  ad- 
jointes). Les  points  de  contact  x^^^  ...,j:f*^  d'une  courbe  de 
cette  espèce  se  déterminent,  c^*\  . . .,  c^*^  étant  les  points  de  ren- 
conti^e  de  C4,  avec  une  droite  quelconque  (laquelle  comptée  deux 
fois  donne  une  conique  de  contact),  se  déterminent,  disons-nous, 
au  moyen  des  équations 

dit/,  -+-  /        du,,  H-   /       du,,  -+■  l       du,,  =  -  A',,, 
c«i)  Jc^.t)  ♦/r'-'i  Jc'^^  ^ 

les  quantités  k/i  étant  encore  définies  par  (2a).  Il  est,  d'ailleurs, 
plus  avantageux  pour  la  solution  du  problème  de  l'inversion  de 
prendre  pour  base  d'autres  équations  dans  lesquelles  les  points 
a^'^  qui  répondent  à  n  entrent  comme  limites  inférieures.  Or,  par 
les  deux  autres  points  d'intersection  de  la  tangente  de  (jt  passent 
deux  courbes  du  quatrième  ordre  dont  l'une  consiste  en  la  conique 
tangente  en  a^*^,  a^^\  a^^^  comptée  deux  fois,  l'autre  est  formée 
par  la  conique  tangente  en  x^*^,  . . . ,  x^*^  et  par  la  tangente  de  fx. 
comptée  deux  fois.  Npus  pouvons  donc  aussi  déterminer  les  points 
x^'^  au  moyen  des  trois  équations  suivantes  : 

du,,  -f-  /       du,,  -h  I        du,,  -+•  /        du,,-^^  I     du,,  =  -  X7,, 

a(i)  •/«{«)  «/a(t)  Jjf.i)  •/«'«)  ^ 

où  les  kk  sont  différents  des  systèmes  de  périodes  ainsi  désignés 
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dans  (a5),  quand  même  tous  deux  appartiendraient  aux  mêmes 
limites  supérieures.  Dans  ces  équations,  on  peut  toujours  prendre 
encore  un  point  x  à  volonté  ;  les  trois  autres,  d'après  les  lois  du 
problème  de  l'inversion  étendu,  se  trouvent  par  là  fixés;  en 
effet,  les  équations  (26)  se  confondent  avec  les  équations  (20),  à 
la  condition  qu'on  choisisse  convenablement  s^h  dans  ces  dernières. 
Il  existé,  comme  nous  l'avons  déjà  énoncé,  trente  et  un  systèmes  de 
coniques  de  contact  proprement  dites;  il  faut  y  joindre  lesyslcme 
doublement  infini  des  droites  comptant  double  dont  les  points  d'in- 
tersection s'obtiennent  au  moyen  de  (26)  pour  /ti  = /Iî2  =  Aj=o. 
En  fait,  toute  droite  forme,  ensemble  avec  la  tangente  de  (*,  une 
conique,  en  sorte  qu'on  a,  d'après  le  théorème  d'Abel, 

J/»x(')  /»j*(*'  /»J'''>  /»x'*)  pp. 

duf,  +  /        du,,  -4-  /        tlUh  -H  /        dtih  4-  2  1     rfii,,=  0. 
a'i)  J^it)  Ja'i)  «/a'»)  v'aa) 

Si  maintenant  une  semblable  conique  de  contact,  dont  les  sys- 
tèmes de  périodes  hh  sont  donnés  par  les  nombres  mi,  m^,  q\,  (jn 
g,  doit  se  décomposer  en  deux  tangentes  doubles  caractérisées 
respectivement  par  les  nombres //i'^,  m[^^  {/\,  y',,  ^  et  m',,  /»,,</,} 
9-29  ^y  ^^  ^UTdi  nécessairement  (mod.  2) 

/72i  =  m\  +  m\ ,     m^^  m\  -h  m\ ,     ^  =  ^' -+-  g". 

On  reconnaît  facilement  par  là  que  cliacun  des  trente  et  un 
systèmes  f  à  l'exception  de  celui  déterminé  par  les  nombres 
<jr4=::^,=  mi  =  /7i2=o,  §^  =  1,  comprend  quatre  couples  de  tan- 
gent es  douôles  {par  conséquent  huit  tangentes  doubles)  ;  et  ces  trente 
systèmes  se  rangeront  ensuite  deux  à  deux  suis^ant  la  valeur  de 
g,  de  telle  sorte  que  deux  systèmes  comprennent  toujours  la  tota- 
^  lité  des  seize  tangentes  doubles.  Chaque  tangente  double  peut, 
par  conséquent,  suivant  la  manière  dont  elle  est  groupée  avec  les 
autres,  être  considérée  comme  appartenant  à  quinze  systèmes, 
comme  le  fait  apercevoir  le  tableau  suivant.  Ce  tableau  a  été  sim- 
plifié par  la  désignation  des  tangentes  doubles  au  moyen  des  nom- 
bres 1 ,  2,  . . . ,  16  introduits  dans  le  tableau  précédent.  Les  chiffres 
romains  se  rapportent  aux  quinze  couples,  de  deux  systèmes  déco* 
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niques  chacun,  qui  correspondent  aux  quinze  couples  de  systèmes 
de  valeurs  m,  q,  gj  les  derniers  nombres  différant  dans  chaque 
couple  uniquement  par  la  valeur  de  g.  Les  tangentes  doubles  placées 
Tune  sous  l'autre  forment  deux  à  deux  un  couple  ;  à  côté  des  chiffres 
romains  sont  placées  entre  parenthèses  les  valeurs  des  nombres  cor- 
respondants mi,  ^1,  ma,  ^2,  tandis  que  les  valeurs  de  g  sont  notées 
à  gauche  sur  le  bord.  On  obtient  le  tableau  : 


1 

1.(0011). 

II.  (1101). 

111.(1110). 

IV.  (1100). 

V.  (1001). 

5-  =  '  i 

1 

1     I     4    7  ïo 

II  12  i4  16 

,     2    5    6  i3 
^     3    8    9  i4 

2  't    6    8 
II   i4  i5  t6 

3  5    7  12 
I  10    9  i3 

3954 
II   i5  16  ]3 

T     G    8  12 

2    7  10  i4 

• 

4  I     2    3 
Il   12  i\  i3 

5  6    7  iS 
9    8  10  16 

5    G    7    3 

II  12  i4  16 
1    2   4  i3 

8  10    9  i5 

VI.  (OllO). 

VII.  (1000). 

VIII.  (1010). 

IX.  (0101). 

X.(OIOO). 

1 

6    5    2  10 
II  12  i5  i3 

,     I     3    4  14 
9    7    8  16 

7018 
Il   \\  i5  i3 

2    3    4  12 
9    6  10  16 

8927 

ij   12  iG  i3 

I  3  4 .4 

5  10    6  i5 

9    8  10    3 
Il   12  i4  i5 

1     2    4  i3 
6    7     5  16 

10  9     1     6 

11  i4  iG  i3 

2    3    4  12 
5    8    7  i5 

1 

1 

XI.  (1111). 

XII.  (0010). 

XIII.  (0001). 

XIV.  (1011). 

XV.  (OUI). 

1 

1 

\     3  10    7    3 
'   i3  i5  16  i4 

\     i     5    8  II 
4    6    9  »3 

3591 
12  i5  16  1^ 

3  6    7  II 

4  10    8  i3 

3  1  '8    6 
12  i3  i5  16 

20911 

4  7  10  i4 

10    8    4    s 

12   i4    16   l3 
i       2      3    II 

7    G    9  1.5 

7649 
12  i4  i5  i3 

I     2    3  II 
10    8    5  iG 

Mais,  dans  chacun  de  ces  quinze  systèmes  de  coniques  est  com- 
pris, en  outre  des  quatre  couples  de  tangentes  doubles  proprement 
dites,  un  couple  de  tangentes  improprement  dites  (comptant  au 
surplus  double),  savoir  un  couple  de  deux  des  quatre  tangentes 
menées  du  point  double  à  C4.  Comme,  en  elfet,  toute  conique  d'un 
système  de  cette  espèce  touche  la  courbe  Cji  partout  où  elle  la  ren- 
contre, la  conique  tangente  en  $  doit  nécessairement  être  tangente 
en  même  temps  en  r,  car  toute  courbe  qui  renferme  \  passe  aussi 
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par  19,  et  cela  n'est  possible  que  si  la  conique  a  elle-même  an  poinl 
double  au  point  double.  Or  le  point  de  contact  y  d'une  tangente 
issue  du  point  double  se  détermine,  comme  on  sait,  au  moyen  des 
deux  équations  (y  =  j ^  2) 

JfV*  ni*-  I        ,  ,  ,  I  , 

si  ^f*\  (3^-^  sont  les  points  associés  au  point  \l  de  telle  façon  que 
lafonctionGl    /     da^^    l     ^«3  )s'annulepoura:=(3^'Jetx==^-, 

et  si,  entre  les  nombres  figurant  dans  le  second  membre,  est  sa- 
tisfaite la  condition  qui  exprime  révanouissement  de  la  fonction 

0(    /     duy-\-  I     duy  ),  savoir  (p.  240) 

(  29)  m\  q\  4-  m\  7 2  ^-=  1      ( mod .  2  ) . 

Pour  étudier  d'ailleurs  les  équations  (28)  en  connexion  avec  les 
équations  (21)  et  (26),  il  est  nécessaire  d  y  choisir  les  limites  in- 
férieures d'une  façon  semblable.  Or  on  a,  d'après  le  théorème 
d'Abel  (v  =  i,2), 

du^ -f-    1         du^ -H  -    /        du^-^  -    I         du^z=z  ^ R„ 

Ri,  R 2  désignant  des  systèmes  de  périodes.  Par  suite,  les  équa- 
tions (28)  se  transforment  en 

Si,  de  plus,  Â\  est  un  autre  système  de  périodes  dont  les  nombres 
satisfont  à  la  condition  (29),  et  z  le  point  de  contact  correspondant, 
il  existe  entre  z  et/r"  une  équation  tout  à  fait  analogue,  dans  la- 
quelle entre  le  même  système  de  périodes  R».  Par  addition  des 
deux  il  vient 

(32)    1      ^ffvM-    I      r/i/v-h    /      '/Wv-h    /      ^ttv-f-al      r/ttv^ -(*^+ ^»  • 
•/a't)  •/«(»)  *«'a'«)  t/a(»)  JaW  ^ 

équation  qui  se  forme  de  ( 26)  pour  y  =  x^ *^',  z  =  xf'\  J  =  J'^  ? 
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13  =  x^*^  A%  +  /r"  =  A*v.  Mais  la  détermination  des  points  j^,  z  se 
fait  uniquement  par  le  problème  de  Tinversion  ordinaire  et  est 
en  conséquence  complètement  indépendante  de  Tintég^ale  de  troi- 
sième espèce  i/«y  indépendante,  par  suite  aussi,  de  la  valeur  des 
nombres  g^,  g^",  g.  Ces  derniers  peuvent  être  pris  arbitrairement 
égaux  à  zéro  ou  à  l'unité.  En  effet,  la  somme  correspondante  d'in- 
tégrales de  troisième  espèce  prendrait  une  valeur  indéterminée. 
U  résulte  de  là  que  chacune  des  tangentes  issues  du  point  double 
doit  être  comptée  deux  fois  comme  tangente  double,  que  deux 
quelconques  des  trente  systèmes  de  coniques  qui  appartiennent  à 
un  couple  [c'est-à-dire  diffèrent  seulement  par  la  valeur  de  g) 
comprennent  le  même  couple  de  ces  tangentes  doubles  impropre- 
ment dites,  et  que  celui-ci  compte  double  comme  conique  de 
contact  dans  chacun  des  deux  systèmes  (  *  ). 

Désignant  maintenant  par  [mxq\m2q2)  l^s  nombres  qui  répon- 
dent, en  vertu  de  (a8)  et  (29),  à  la  tangente  qui  touche  la  courbe 
en  jy  nous  avons  les  six  tangentes  [courbes  de  contact  du 
(«_3)ié«n«ordre] 

1'  2'  3'  4'  5'  6' 

(ooii)         (iioi)         (iiio)         (iioo)         (lO'O         (oui), 

et  celles-ci  se  répartissent  sur  les  quinze  couples  de  systèmes  de 
coniques,  d'après  le  tableau  : 


I. 

H. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VIII. 

^'y 

i'3' 

l'a' 

5' 6' 

3' 6' 

1 

•/S' 

rs' 

r 

2' 6' 

IX. 

X. 

XI. 

XII. 

XIII. 

XIV. 

XV. 

3' 5' 

l& 

i'4' 

3' 4' 

2' 4' 

4' 6' 

4' 5' 

Le  trente  et  unième  système  de  coniques  de  contact  renferme 


(')  En  effet,  dans  chacun  des  systèmes  de  coniques  do  contact  appartenant  à  une 
courbe  du  quatrième  ordre  sont  nécessairement  compris  six  couples  de  coniques 
décomposables,  car  l'équation  d'un  tel  système,  si  P  =  0,  R=  o  sont  deux  coniques 
qui  en  font  partie,  est  de  la  forme 

P-i-2aQ-i-;i«R  =  o. 

Alors  PR  —  Q*=o  est  l'équation  de  la  courbe  C4  et  Q  =  0  celle  d'une  conique  qui 
passe  par  les  points  de  contact  de  P  =  0,  R  =  o  avec  C4.  (  J^oir,  par  exemple,  Saluon, 
Higher  plane  eurves^  n*  251). 
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chacune  des  six  tangentes  issues  du  point  double  comme  courbe 
dégénérée  en  une  droite  double,  ainsi  qu^on  le  vérifie  immédiate- 
ment; il  conlient  donc  les  mêmes  tangentes  improprement  dites 
que  le  trente-deuxième  système  répondant  à  la  même  valeur  de  j 
qui  se  compose  des  droites  du  plan  comptant  double. 

Les  tangentes  doubles  improprement  dites  ont  encore  des  rela- 
tions particulières  avec  les  systèmes  de  coniques  de  contact  ad- 
jointes; nous  n'insisterons  néanmoins  pas  sur  ce  sujet.  On  peut 
d'ailleurs  établir  facilement  sur  la  situation  des  points  de  coolaci 
des  propositions  semblables  à  celles  données  au  cas  de  p  =  '5. 
Ainsi,  par  exemple,  les  huit  points  de  contact  de  deux  couples  de 
tangentes  doubles  du  même  système  sont  situés  sur  une  conique, 
et  ainsi  de  suite. 

D'après  ces  explications  détaillées  relatives  au  cas  de  p  =  2,  on 
a  des  aperçus  pour  traiter,  en  général,  le  problème  de  l'inversion 
étendu.  On  peut  énoncer,  sous  la  forme  suivante,  la  question  qui 
se  présente  alors  : 

Soient  p  sommes  chacune  de  p  -{-  q  intégrales  normales  de  pre- 
mière espèce  similaires  ayant  pour  limites  supérieures  les  points 
inconnus  x^'^x^^^,  ...,jc^/^y^  et  les  points  connus  c^'^  c^^K—- 
c^p+*i)  pour  limites  inférieures  égales  à  des  quantités  données  v^, 
V2>  •••?  ^p\  soient  en  outre  q  sommes  chacune  de  p  -\-  q  intégrales 
normales  de  troisième  espèce  similaires  ajant  les  mêmes  limites 
égales  à  des  grandeurs  données  w^,  w^-i  •  •  •  j^^î  soient  enfin  ^•'', 
yj(Oj  ç(2}^  y^(2j.  ^  ^  ^  i^iq)^  y^{q)  fespectivemcnt  les  infinis  de  ces  der- 
nières intégrales;  ou,  en  d'autres  termes,  soient  données  les  p-\-(l 
équations  suivantes  : 


(33) 


1=1  1=1 


I  _    p-hff  i=:p-t-Q 


1=1  i=l 


Le  problème  est  celui-ci:  Représenter  les  coordonnées  des  points 
limites  supérieurs  x^^^  comme  fonctions  des  grandeurs  r,  w,  ou 
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représenter  en  cette  qualité  les  coeflicients  d'une  équation 

dont  les  /?  -f-  y  racines  sont  les  valeurs  d'une  fonction  algébrique  j 

avant  son  numérateur  et  son  dénominateur  du  même  degré  qui 
correspondent  aux  limites  supérieures. 

Sous  cette  forme  le  problème  est  d'abord  indépendant  de  la 
question  de  savoir  si  les  infinis  Ç^'\  r,^'^  sont  réunis  ou  non  deux  à 
deux  en  un  point  double.  Toutefois  le  premier  cas  présente  pour  les 
applications  géométriques  une  importance  excessive,  et  le  second 
peut  s'y  ramener  par  transformation  unidéterminative  de  la  courbe 
primitive.  Un  intérêt  particulier  s'attache  encore  à  la  recherche 
des  courbes  d'ordre  n  —  3  qui  ne  passent  pas  par  q  points  doubles 
de  la  courbe  originaire  et  touchent  celle-ci  partout  où  elles  la 
rencontrent,  une  relation  devant  alors  être  satisfaite  entre  les 
g^randeurs  Ç'i,  . . . ,  Vp]  W\^  . . .,  w^  du  problème  d'inversion,  c'est- 
à-dire  entre  les  demi-systèmes  de  périodes  correspondantes,  si  le 
problème  doit  être  résoluble.  On  pourra  venir  à  bout  de  toutes 
ces  questions  en  procédant  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  a  été 
Tait  au  cas  de  p  =  2,,  Mais  des  considérations  particulières  sont 
toujours  nécessaires,  si  parmi  les  q  points  doubles  se  trouvent 
compris  des  points  de  rebroussement  (*). 

XII.  —  Courbes  du  genre  p  =  o. 

Dans  nos  précédentes  recherches  relatives  à  la  Géométrie  sur 
une  courbe  algébrique,  nous  avions  d'abord  exclu  les  cas  /;  =  o 
et  /;  ==  I ,  au  moins  dans  tous  les  problèmes  qui  se  référaient 
à  des  courbes  adjointes  du  [n  —  sy^me  ordre,  car  il  n'existe 
pas  de  systèmes  de  courbes  de  cette  espèce  si  p  est  inférieur 
à  2.  Ces  deux  cas  vont  être  examinés  l'un  après  l'autre  dans 
ce  qui  suit.  Nous  allons,  en  particulier,  nous  occuper  avec  soin 
de  la  représentation  de  la  courbe  primitive,  au  moyen  d'un  pa- 
ramètre,   représentation    que  nous    exposerons   aussi    en   détail 

^ - I  -   M    ^   M      I  ■   I M  ■  ^^  ■    I .--ji  I  ----^  -  ,  ---  -r^ 

{ *  )  Foir  Clessco  et  Gobdan,  op,  cie»,  p.  296. 


^ 


\ 
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pour  le  cas  de  p  =  2,  et  en  général  pour  les  courbes  hypereliip- 
tiques. 

Nous  commencerons  par  les  courbes  du  /i>*"«  ordre  du  genre 

^•=0,    lesquelles   possèdent  par    suite  -(/i  —  i){n — 2)  points 

doubles  ou  cuspicjaux  ( *  ).  Nous  nous  proposons  de  montrer  d'abord 
que  CCS  courbes  peus^ent  toujours  être  transformées  unidéterm- 
nativement  en  une  ligne  droite  (*). 

Nous  considérerons  les  points  doubles  et  2n  —  3  autres  points 
arbitrairement  choisis  sur  la  courbe  comme  points  de  base  d'un 
faisceau  de  courbes  d'ordre  n  —  i .  Ce  faisceau  est  ainsi  complète- 
ment déterminé,  car  par  les  1  -(w  —  i)(/2  -h  2)  —  i  I  points  fixes 

les  constantes  d'une  courbe  d'ordre  n  —  i  sont  données,  à  l'excep- 
tion d'une  seule.  Cette  dernière  constante  qui  demeure  arbitraire 
étant  désignée  par  ^,  l'équation  du  faisceau  est  de  la  forme 

(l)  ^  -f-  >4^  r=  G, 

cj>  et  vj^  étant  des  fonctions  d'ordre  n  —  i  qui,  égalées  à  zéro,  re- 
présentent deux  des  courbes  du  faisceau. 

En  joignant  l'équation  (1)  à  l'équation  y  ==  o  de  la  courbe  donnée 
et  à  une  équation  Ux=  o,  nous  obtenons  par  l'élimination  des  j, 
le  produit  des  n[n  —  i)  points  d'intersection  en  coordonnées- 
lignes,  produit  qui  est  du  degré  n  par  rapport  h  X  et  du  degré 
n[n  —  i)  par  rapport  aux  quantités  m/.  Or  les  /i(/i  —  i)  points  d'in- 
tersection se  composent  des  -(/z  —  i)(/i  —  2)   points  doubles  et 

cuspidaux  fixes  dey  comptés  chacun  deux  fois,  des  2/1  —  3  points 
fixes  choisis  arbitrairement  et  de 

n[n  —  i)  —  [n  —  i)(«  —  1)  —  (2/*  —  3)=i 
points  d'intersection  mobiles,  c'est-à-dire  dépendant  de  ?i.  Du  ré- 


(*)  Nous  admettrons  toujours  que  ces  points  soient  séparés.  Pour  ce  qui  couceroe 
les  singularités  élevées,  voir  ce  qui  a  été  dit  t.  II,  p.  uio  et  suiv.,  et  1. 111,  p.  33. 

(*)  11  n'en  est  toutefois  ainsi  qu'à  l'égard  des  courbes  irréductibles;  ainsi,  |»r 
exemple,  une  cubique  générale  C,  forme,  ensemble  avec  une  droite,  une  courbe  da 
quatrième  ordre  de  genre  zéro;  cependant  les  coordonnées  de  ses  points  ne  pearent 
s'exprimer  rationnellement  au  moyen  d'un  paramètre.  Quant  à  la  méthode  de  trans- 
formation que  nous  allons  appliquer,  nfoir  Clebsch  et  Cordai,  ^p  ci r.,  p.  67  et  soir. 
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sultat  de  rélimination,  on  doit  donc  pouvoir  isoler  un  facteur  du 
degré  [n{n  — i)  —  i]  par  rapport  aux  a/  et  ne  renfermant  pas  X; 
et  la  séparation  une  fois  effectuée,  Téquation  d'élimination  prend 
la  forme 

les  fi  étant  des  fonctions  du  /î»'°»«  degré  en  ?..  C'est  là  Téquation 
du  point  d*intersection  mobile;  ses  coordonnées  sont  donc  entre 
elles  dans  le  même  rapport  que  les  quanti tés^}^  et  l'on  a  les  coor- 
données Xi  du  point  d' intersection  mobile  représentées  contme 
Jonctions  rationnelles  du  n***"'  degré  d'un  paramètre  X  à  l*aide 
des  éi/uations 

» 
(2)  P-^i=/i.     p-'-t^/i.     p-«'»=/a» 

p  étant  un  facteur  arbitraire. 

Posant  encore  X  =  — >  nous  avons  les  quantités  x/  représentées 

comme  fonctions  homogènes  du  /i**™*  ordre  àey^^y^.  Considérons 
mainlenantji,^'2}  J^s  comme  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
transformée;  nous  pouvons  envisager  les  Xi  comme  des  fonctions 
des  ^1  dans  lesquellesj^  s  =  o;  celle*  dernière  équation  est  donc 
l'équation  de  la  courbe  transformée,  c'est-à-dire  que  celle-ci  est 
une  droite  comme  cela  devait  être. 

Nous  pouvions  ainsi  transformer  toute  courbe  à-[n  —  i)(/i  —  a) 

points  doubles  ou  cuspidaux  en  une  droite  à  l'aide  de  la  trans- 
formation, ['2l)  qui  est  du  /i'*'"*  ordre  et  unidéterminativement 
rester sible. 

Que  réciproquement  toute  courbe  telle  que  les  coordonnées  de 
ses  points  puissent  se  représenter  rationnellement  au  moyen  d'un 
paramètre  est  du  genre  p  =  o,  cela  est  évident;  car  cette  repré- 
sentation n'est  précisément  pas  autre  chose  que  la  transformation 
unidéterminalive  de  la  courbe  en  une  droite  (*);  or,  dans   une 


(*)  Cependant,  si  la  représentation  paramétrique  rationnelle  est  donnée  pour  une 
courbe,  il  ne  s'ensuit  pas  qu'à  tout  point  de  la  courbe  réponde  une  valeur  unique  du 
paramètre;  mais  on  peut  alors  toujours  introduire  un  nouveau  paramètre  tel  qu'il 
en  soit  ainsi.  {Voir,  sur  ce  sujet,  Lûboth,  Math,  Annalcn,  t.  IX,  p.  i63.) 

Clbbsch.  —  Géométrie,  III.  19 
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transformation  semblable  le  genre  se  conserve.  Mais  on  peut^  en 
allant  plus  loin,  se  proposer  le  problème  qui  consiste  à  établir  en 
fait  les  équations  dont  dépendent  les  différents  points  singuliers, 
et  à  déterminer  ainsi  directement  les  nombres  pliickériens  :  c'est 
ce  dont  nous  allons  nous  occuper  dans  ce  qui  suit,  et  nous  ver- 
rons au  surplus  dans  cette  étude  comment  le  théorème  d^Abel  el 
en  général  les  propositions  sur  les  systèmes  de  points  d'intersec- 
tion se  comportent  ici  (  *  ). 

Actuellement;  en  admettant  qu^une  courbe  soit  donnée  par  les 

équations  (2  )  ou,  pour  A  =— >  par  les  équations 

pXj=/,(x,,Xil  =  û,'», 

nous  supposons  d'abord  que  les  fonctions^}  soient  indépendantes 
les  unes  des  autres,  et  avant  tout  que  Jl  ne  soit  pas  représentable 
sous  Informe  kf  -f-  //i-  Conformément  à  la  nature  des  choses,  le 
premier  problème  qui  se  présente  est  de  déduire  des  équations  (3) 
l'équation  de  la  courbe  elle-même  en  coordonnées-points.  Celte 
dernière  est  ici  de  Tordre  72,  car  les  paramètres  des  points  de  ren- 
contre d'une  droite  quelconque  u  avec  elle  sont  les  racines  de 
l'équation  de  degré  /i, 

(4)  «jâri^-f- //,«;" -f-«,«?=o. 

L'équation  cherchée  (^)   s'obtient  par  l'élimination  de  f,  îc,,X2 


(*)  Voir  en  particulier,  pour  ce  qui  suit,  Cledsch,  Ueber  diejenigen  ebenen  Cureeit 
deren  Coordinaten  radonale  Functionen  eines  Parameters  sind  (^Journal  de  Crellf, 
t.  64).  Quelques  propriétés  de  ces  courbes  aTaicnt  déjà  été  traitées  par  Salmoh  dans 
la  première  édition  de  son  Traité  des  Courbes  d* ordre  élevé,  (  Vmr  aussi  le  Calcul 
barycentrique  de  MObius.)  Nous  ne  nous  occupons  pas  dans  le  texte  de  ce  que  de- 
viennent les  propositions  relatives  aux  systèmes  spéciaux  de  points  (p.  53  et  suiv.  et 
p.  io4  et  1 13)  au  cas  de/»  =  o.  Ces  propositions  peuvent  ici  être  traitées  très  simple- 
ment, parce  que  (par  suite  de  la  représentation  paramétrique)  on  opère  seulement 
sur  le  terrain  binaire,  c'est-à-dire  sur  une  droite  (x'oi'r  à  ce  sujet  Banx,  ^oA. 
Annalen^  t.  V,  p.  SgS). 

(*)  Le  résultat  de  l'élimination  ne  donne  autre  chose  que  la  relation  qui,  soiTaot 
une  remarque  faite  t.  I,  p.  375,  doit  exister  entre  trois  formes  binaires  quelconques: 
seulement,  dans  le  texte,  les  trois  formes  sont  supposées  du  même  ordre. 
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entre  ]es  équations  (3)  ;  nous  montrerons  au  surplus  incessamment 
comment  cette  élimination  peut  être  effectivement  réalisée  dans 
les  cas  les  plus  simples,  c'est-à-dire  dans  ceux  de  /z  =  2  et  n  :=  3. 
Mais  pour  les  coordonnées-lignes  de  la  courbe  primitive  elle- 
même,  on  peut  indiquer  une  loi  de  formation  générale.  Si,  en  effet, 
une  droite  u  doit  être  tangente  à  la  courbe,  il  faut  que  deux  racines 
3C|  1x2  de  l'équation  (4)  deviennent  égales  Tune  à  l'autre,  ou,  en 
d'autres  termes,  l'équation  delà  courbe  primitive  en  coordonnées- 
lignes  est  donnée  par  r évanouissement  du  discriminant  de  l* ex- 
pression qui  figure  dans  le  premier  membre  rfe  (  4  ).  On  peut,  d'autre 
part,  représenter  d'une  manière  simple  les  coordonnées  d'unetan- 
gente  dans  leur  dépendance  du  paramètre  du  point  de  contact.  En 
effet,  pour  un  point  x  4-  dx  voisin  de  a:,  nous  avons,  d'après  (3), 

Les  coordonnées  de  la  ligne  qui  joint  x  k  x  -h  dx  sont  donc 

OU,  puisque  le  facteur  (xrfx)  entre  de  la  même  manière  dans  les 
Iroiscoordonnées , 

(5)  Ti/,=  («''«)«:-«<-»  =2r3„ 

(  rii,=  {aa'  )a;-'  a'/^-^^^,,. 

Ces  équations  correspondent  dualistiquement  aux  équations 
(  3  )  ;  elles  donnent  la  représentation  paramétrique  des  tangentes 
de  la  courbe.  On  obtient  donc,  à  un  facteur  près,  l'équation  de 
cette  dernière  en  coordonnées-points,  en  égalant  à  zéro  le  discri- 
minant de  l'expression 

Actuellement,  comme  le  point  de  contact  d'une  tangente  est 
toujours  situé  sur  cette  tangente,  on  a  l'identité 

(6)  ^  /i2rjj-h/j2r3i-h/,^ij=o, 

facile  aussi  à  obtenir  directement. 

'9- 
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Sous  le  bénéfice  de  cette  équation,  pour  le  cas  de  n  =  2,  en 
posant 

on  obtiendrait,  par  élimination  de  p,  x^,  23c,X2,  x^  c^^^r^  (3)^^ 
(6),  Téquation  de  la  conique  sous  la  forme 
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a/,  a^,  rt/  désignant  les  coefBcients  des  trois  iovraes  fu/t^ft-  Celle 
élimination  s'effectue  plus  élégamment  si  Ton  forme  préalablemenl 
Téquation  en  coordonnées-lignes.  Cette  dernière  est  donoée  par 
Tévanouissement  du  discriminant  de  Téquation 


«1 17,'  H-  u^a^^  -f-  «8^!!'  =  o, 


c'est-à-dire  par 


(7)    I>ii«î-^I>iî«î  +  I>j»«î  +  2 D„ a, II, -♦- a D,itt,«i -h  2Di,«, If,  =  0, 

les  D/A  désignant  les  invariants  formés  avec  deux,  des  forme 
en  sorte  que 


Par  suite,  d'après  des  propositions  connues  de  la  Ûiéorie  des 
coniques,  l'équation  en  coordonnées-points  de  la  conique  repré- 
sentée par  les  équations  (3)  au  cas  rfe  /i=  2,  ou  autrement  dit 
le  résultat  de  l'élimination  de  p,  x<,  X2  entre  les  équations  (3], 
est{*) 


(8) 


Du        Du       Di3       Xj 

I>»i     D„     D„     X, 
D31     Djj     Djj     j:. 


.r* 


.r, 


=  0. 


.  (»)  Pour  .r,=/„  x,  =  /„  ar,  =  /„  c'est  là  une  identité,  (roir  Clebsch,  Tktorir  dcr 
binàren  algebraischen  Vormen,  Leipzig,  18 ;2,  p.  lo5.)  En  vertu  de  (5)  et  (7)  onlliw 
aussi  entre  ios  f^  et  les  ^g^  les  trois  identités 

pfi-=  Dii2fM-+-I>.t9^.i-*-  I><|2f,t. 
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Pour  71  =  3,  nous  avons  à  observer  que  par  tout  point  x  de  la 
courbe  passe,  en  outre  de  sa  propre  tangente,  celle  du  point 
X  +  </x,  c^est-à-dire  que  conjointement  avec  (6)  a  lieu  aussi  Téqua- 
tion 

Mais  comme  on  peut  toujours  prendre  dy.2=o  ou  ^X|  =  o,  nous 
pouvons  remplacer  cette  équation  et  Téquation  (6)  par  les  deux 
suivantes  : 


1 -Â— + /«  ^r— +/»  ^— =  o 


(9) 


//. 


dx, 


(7X2  (7X2  (7x, 


Si  donc  nous  posons 

nous  obtenons  pour  ti  =  3  V équation  de  la  courbe  du  troisième 
ordre,  par  élimination  des  grandeurs  p^  X|,  X2,  entre  (3)  et  (9), 
sous  la  forme  (*) 
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Nous  allons  maintenant  établir  les  équations  dont  dépend  la 
détermination  des  nombres  plùckériens  pour  nos  courbes.  Ces 
équations  sont  évidemment  indépendantes  de  la  situation  du  sys- 
tème de  coordonnées  sur  lequel  est  basée  la  représentation  para- 


où  l'on  trouTe  pour  ^,  en  continuant  le  calcul,  la  valeur 

—  R  =  — (tfa')(a'a')(a''fl). 

Là  «e  trouve  le  lens  géométrique  du  dualisme  étudié  par  Clebsch,  loc.  cit,^  p.  4 18,  et 
qui  existe  entre  trois  formes  quadratiques  et  leur  déterminant  fonctionnel.  Le  prin- 
cipe appelé  principe  de  la  translation  de  Heste  {Foir  Hessb,  Journal  de  C relie,  t.  66 
trouve  également,  dans  les  équations  (3)  au  cas  de  ii=  a,  son  expression  algébrique 
la  plus  simple  (Foir  aussi  la  note  de  la  page  3o3,  t.  II). 

(*)  Fdr  RosESOW  :  Die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpuncte,  Breslau, 
1873,  p.  48. 
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métrique  (3).  Elles  ne  peuvent  donc  varier  que  d'un  facteur  (qui 
est  une  puissance  du  déterminant  de  la  substitution)  si  Ton  prend 
pour  base^  au  lieu  des  formesy},  des  combinaisons  linéaires  quel- 
conques de  ces  formes,  et  les  choses  se  passent,  en  général,  d'une 
manière  analogue  pour  les  équations  qui  déterminent  des  pro- 
priétés invariantes  relatives  à  des  systèmes  de  points  sur  la  courbe 
ou  qui  déterminent  ces  systèmes  eux-mêmes.  Les^remiers  membres 
de  toutes  les  équations  de  cette  espèce  sont  donc  des  combi- 
nants des  trois  J ormes  binaires  f^y  J^^  fz*  H  est  d'ailleurs  évident 
qu'ils  doivent  être  des  invariants  simultanés  de  ces  dernières 
formes,  parce  que  la  représentation  paramétrique  ne  dépend  pas 
essentiellement  du  système  de  coordonnées  binaires  x^  :x2. 

Pour  déterminer  d'abord  les-(7z  —  i)(/i  —  2)  points  doubles  de 

la  courbe  primitive,  nous  partirons  de  la  condition  pour  que  trois 
points  V.J  X,  jx  soient  en  ligne  droite,  condition  qui  se  présente  ici 
sous  la  forme 

/.(«)  /,{«)  M*) 
/.{>)  /.(>)  /.(i) 
/iW  /.(f*)  /.W 


(II)  R  = 


=  0. 


Le  déterminant  qui  figure  dans  le  premier  membre  s'annule  pour 
X  =:  X  ou  X  =  |x  ou  /x  =  X  ;  il  est  donc  nécessairement  divisible  par 
(xX),  ()|x)  et  (/Jtx),  c'est-à-dire  que  nous  pouvons  poser 

R'  dépendant  symétriquement  de  x,  X,  /x  et  étant  du  degré  /i  —  a 
par  rapport  à  chacune  de  ces  variables.  Soit  donc  symbolique- 
ment (*) 

R'=:ar«pr«7rs 

de  telle  sorte  que  n  —  2  symboles  a  n'aient  leur  sens  effectif  que 
conjointement  avec  n  —  2  symboles  (3  et  /i  —  2  symboles  7.  Les 
points  X,  X  étant  donnés,    on  trouve^   au  moyen  de  l'équation 


(*)  Sur  la  formation  de  l'expression  R',  voir  GoaDA!i|  Math,  Annaîen,  t  V,  p.  118 
et  suiY.  Pour  les  raisonnements  employés  dans  ce  qui  suit  à  la  détermination  dei 
nombres  plûckériens,  consulter  aussi  une  note  de  WEra,  Zeitsehrifi  de  Schlômilch, 
t.  XVI. 
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R'=  o,  les  n  —  2  autres  points  /x  où  la  ligne  joignant  x  et  ).  ren- 
contre la  courbe,  et  pour  x  =  X  Féquation  aJ'^jSf'^y""*  =  o  fournit 
pour  chaque  point  donné  ft  les  points  de  contact  des  2n  —  4  t^i^" 
gentes  que  l'on  peut  mener  de  /x  à  la  courbe.  ^ 

Or  les  points  doubles  de  la  courbe  sont  les  points  pour  lesquels 
deux  systèmes  de  valeurs  (x/et7./)  du  paramètre  donnent  les  mêmes 
valeurs  des  coordonnées,  en  sorte  que 

(.2)  <r/,(x)=/,(\),     a/.(x)=/.{X),     a/,(x)  =/,(!). 

Ici  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  (superposés)  x  et  X  devient 
indéterminée^  /'eiyuafîon  af"*/3f~*yjJ"^=o  a  donc  lieu  indépen» 
damment  de  /X|,  fji2;  c'est-à-dire  que  nous  avons  le  système  de 
n  —  I  équations 

lt^\    A**-*  fl/*~*  «.«-î t\      »»-*  ftw-t  ^n-%  ^   ^  ««-î  ftw-î  ^n-t ^ 

ii^j  *«      Px      7i      — o,    «,      px      7j     7j  —  o,    ...,  a.      pi      7,     — o, 

entre  lesquelles  nous  pouvons  éliminer  les  n  —  i  grandeurs  X""*, 
^?~*^27  •  •  •  >  ^2~*  ;  si  donc  nous  posons 

un  point  double  x  est  déterminé  par  Téquation  (  *  ) 


i4) 


Po.o 

PU9 


•      pi,n-% 


=  0. 


Prt— 1.0       P/i— ».l        •  •  •       Pn—t,n^t 

Celle-ci  est  du  degré  [n  —  i)(/i  —  a)  en  x.  On  est  conduit  à  la 
même  équation,  écrite  en  X,  si  Ton  élimine  entre  les  équations  (i3) 
les  grandeurs  x/;  deux  racines  de  (i4)  donnent  donc  le  même  point 

double.  Conséquemment,  il  existe  en  fait  -(«  —  i)(/i  —  2)  points 

doubles  (^),  lesquels  sont  déterminés  par  (i4)»  ^^  cette  dernière 


(']  Sur  la  formation  de  cette  équation,  voir  aussi  Hâasb,  Math,  jinnaie/tt  t.  H 
p.  5î5. 

(*)  Le  nombre  des  points  doubles  s'obtient  également  simplement  par  la  eonsidé- 
ration  du  système  surabondant  d'équations 


/.(«)  /.(«)  /.(«) 
/.(i)  /.(i)  /.(i) 

qui  «st  équiraleot  aux  équttioai  (la). 


=  0, 


agô 
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équation  peut  être  ramenée  à  une  équation  du  degré -[n —  i  )  (/*— 2) 


ler 


et  à  -(/i  —  ')(i — 2)  équations  du  second  degré.   Ce  demi 

mm 

fait  résulte,  d'après  des  théorèmes  connus,  de  ce  que  de  deux  ra- 
cines connexes,  l'une  peut  être  calculée  rationnellement  si  l'autre 
est  donnée. 

Pour  la  détermination  des  points  d'inflexion  de  notre  courbe, 
nous  avons  à  établir  la  condition  que  trois  points  voisins  x,  x  +  6'x, 
X  4-  ar/x-f-  rf^x  soient  en  ligne  droite.  Or,  comme  on  peut  toujours 
prendre  dx>2=  o,  on  a  pour  un  point  d'inflexion  x 


a- 


<- 


fn 
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'«-»c/; 
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r=0. 


OU,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes. 


<-««;»->«:«-' 


a, 


n      1 


a. 


(,5) 


=  («ii')(«'fl")(€i''^7)^r»«;'»-«r/;«-«:=o. 


Le  nombre  des  points  d 'inflexion  est  donc  égal  à  3 ( /i  —  ^^  )  (  * )• 

D'un  autre  côté,  les  points  d'inflexion  doivent  pouvoir  se  tirer 
de  l'équation  R'=  o  pour  x  =  X  = /:/..  Nous  pouvons  donc  aussi 
poser 

(«6) 


A=af-»pr«7r*. 


Les  tangentes  douLles  se  trouvent  par  l'interversion  dualislique 


(')  Los  points  <f inflexion  deviennent  par  suite  indéterminés  si  le  combinant  à  est 
identiquement  nul;  mais  alors  les  éqtiations  (3)  ne  donnent  plus  la  représentation 
paramétrique  étune  courbe  du  /i**^  ordre.  L'éTanouissement  de  A  exprime,  en  o&t, 
que  les  (n  —  a )<•»••  polaires  d'un  point  quelconque  x  sont  les  couples  de  points  d'une 
iiiTolution,  t.  Il,  p.  q49»  c'est-à-dire  qu'on  a,  indépendamment  de  x  et  ji, 


.«-» 


«f=«.aj«-»«;*-^^.< 


De  là  résulte  en  particulier,  pour  x  =  Jl,  /,  =  a/,+  ^/„  en  sorte  que  rélimiosUoD 
de  X  entre  les  équations  (3)  donne  pour  résultat  ar,—  «x,— ^jr,=ro;  la  courbe  se 
composa  donc  d'une  droite  {n  fois  représentée),  cas  que  nous  avons  déjà  exclu,  p.  î88- 
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du  procédé  employé  à  la  recherche  des  points  doubles,  c'est-à-dire 
parla  permutation  respective  des  formes yi,  f^^f^  avec  les  déter- 
minants fonctionnels  ^ss^  d^sn  ^12*  ^^  obtient  par  là  d^abord  unt^ 
équation  du  degré  (2n  —  3)(2/i  —  4)  répondant  à  Téquation  (i4)- 
Mais  il  est  à  remarquer  que  dans  cette  dernière  équation  deux 
racines  connexes  (c'est-à-dire  fournissant  le  même  point  double) 
doivent  devenir  égales  l'une  à  l'autre  si  l'un  des  points  doubles 
dégénère  en  un  point  de  rebroussement.  Maintenant,  comme 
chaque  tangente  d'inflexion  doit  être  considérée  corrélativement 
comme  la  dégénération  d'une  tangente  double,  Téquation  ci-dessus 
de  degré  (2/1  —  3)(a/i  —  4)  fournira  en  même  temps  que  les  tan- 
gentes doubles  les  tangentes  d'inflexion  comptées  deux  fois  ;  c'est- 
à-dire  que  de  son  premier  membre  on  pourra  isoler  le  facteur  û^. 
Comme  d'ailleurs  deux  racines  de  Téquation  restante  se  réfèrent 
à  la  même  tangente  double,  le  nombre  des  tangentes  doubles 
est  égal  à 

-[(ail  —  3)(2;i— 4)  —  6{/l  —  2)]=:2(/l  —  2)(/l—  3). 

Si  Ton  établit  au  moyen  des  déterminants  fonctionnels  d/j^  la 
forme  A'  qui  répond  dualistiquement  à  la  forme  A  et  qui  est  du 
degré  3(2/i  —  4),  l'équation  ù!=o  devrait,  d'après  les  précé- 
dentes observations,  fournir  les  points  de  rebroussement  de  f; 
mais  ceux-ci  n'existent  pas  sur  la  courbe  primitive  en  général 
(c'est-à-dire  si  les  fonctionsy}  sont  choisies  indépendantes  les  unes 
des  autres),  tandis  que  d'autre  part  il  n'y  aurait  aucun  point  d'in- 
flexion si  les  fonctions  9ai  ont  été  choisies  indépendantes  les  unes 
des  autres.  Les  points  de  rebroussement  doivent  donc  être  absorbés 
tous  par  les  tangentes  d'inflexion,  c'est-à-dire  que  le  combinant  ù! 
doit  être  proportionnel  au  carré  du  combinant  û  (  *  ). 

L'équation  (i4)  doit,  ainsi  qu'il  vient  d'être  observé,  avoir  une 
racine  double  lorsqu'un  point  double  se  transforme  en  un  point 


(*)  Et  pour  préciser  l'on  a,  d'après  réqoation  (19),  p.  207,  dans  la  Théorie  des 

formes  binaires,  de  CLBSscn,  A'=  -  A*  ;  les  calculs  effectués  dans  ce  passage  pour  //  =1  2 

restent  en  effet  exacts  si  Ton  ne  fait  que  multiplier  toules  les  équations  par  des  fac- 
teurs symboliques  du  type  a^^aj^~*a^~^  ;  il  faut  encore  dans  l'équation  (19),  /oc. 
cit.,  remplacer  les  indices  3,  4»  ^f  6,  respectivement  par  a,  3,  3,  1. 
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de  rebroussement.  Mais,  d'autre  part,  lorsque  le  discriminant  de 
(i4)  s'annule,  on  a  à  distinguer  deux  cas  différents  suivant  que  les 
deux  racines  de  cette  équation  sont  des  racines  connexes  ou  que 
ce  sont  des  racines  non  connexes.  Au  dernier  cas,  il  ne  se  produit 
pas  de  point  de  rebroussement,  mais  deux  points  doubles  infini- 
ment rapprochés,  tels  que  les  deux  tangentes  de  chacun  d'eux  se 
confondent  en  une.  Cette  circonstance  n'apporte  à  la  classe  aucune 
autre  réduction  que  celle  qui  appartient  d'une  manière  générale 
aux  deux  points  doubles  en  question;  mais  une  réduction  a  lieu 
dans  le  second  cas,  où  l'on  obtient  en  fait  un  point  de  rebrous- 
sement. On  est,  en  effet,  conduit  à  poser  alors,  dans  les  équations 
(12),  }.|  =  X|  +  e,  X2=X2,  en  sorte  que,  par  exemple,  la  première 
de  ces  équations  devient 

(17)  ((7~ix=/ii.ûr'^i, 

ou,  pour  Xj  =  X2  -f-  rî,  X,  =  x, , 

(18)  (d—  l)^y?=:/ï)3.«»-»fl,. 

Mais  il  résulte  de  ces  deux  équations,  si  l'on  raisonne  de  même  à 
l'égard  de/i  et^i, 

(19)  u-t  <=«:-«<(=«.), 

Actuellement,  l'équation  en  coordonnées-lignes  delà  courbe  pri- 
mitive serait  donnée  par  l'évanouissement  du  discriminant  de  (^)^ 
c'est-à-dire  par  l'élimination  de  x  entre  les  deux  équations 


(20) 


«i«'« ~* «t -+- «i^i'*"*  «1 -^  «j^i'*"* «.  =  o. 


Mais,  en  vertu  de  (19),  l'une  de  celles-ci  est  la  suite  de  Tautre, 
et  le  discriminant  doit  alors  nécessairement  renfermer  le  facteur 
U|a|-4-a2aa-t- ligas  psii*  Tévanouissement  duquel  les  deux  équa- 
tions (20)  sont  satisfaites,  les  grandeurs  a/  étant  d'après  (3)  les 
coordonnées  du  point  de  rebroussement  dont  il  s'agit.  Si  donc  n  est 
le  nombre  des  points  de  rebroussement,  la  classe  de  la  courbe 
primitii^e  est  égale  à  2{n  —  i)  —  x.  On  détermine  aisément,  d'une 
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manière  semblable,  l'influence  d'un  point  de  rebroussemeut  sur  les 
autres  nombres  de  Pliicker  (  *  ). 

Si  nous  considérons  maintenant  lès  points  d  intersection  de  la 
courbe  primitive  avec  une  autre  courbe,  nous  serons  de  nouveau 
conduits  au  théorème  d'Abel;  mais,  comme  la  courbe  primitive 
dérive  d'une  droite  en  vertu  des  équations  (3),  les  intégrales  qui 
s'y  rapportent  ne  renferment  plus  aucune  irrationnalité  et  peuvent 
être  évaluées  d'une  manière  explicite.  En  entrant  dans  les  détails, 
on  trouve  que  les  faits  en  question  se  passent  de  la  manière  sui- 
vante : 

Nous  poserons,  pour  abréger,  3C|  =  X  et  X2=  i;  nous  désignerons 
ensuite  par  a<<),  é^);  a^^>,  b^^^;  a^»),  A(s); . . .  a«*),  iW,  y  étant  égal 

m 

à  -  (/i  —  i)  (/2  —  2),  les  couples  de  valeurs  de  X  qui  répondent  aux 

divers  points  doubles.  On  trouvera  les  intersections  de  la  courbe 
donnée  avec  une  courbe  d'ordre  m 

(ai)  ff[x^,  x„.r,)=:0, 

en  substituant  dans  cette  équation  aux  quantités  X|  leurs  valeurs 
(3).  On  obtient  alors  une  équation  en  X  de  la  forme 

(22)     n(X)  =  c(X  — Xi)(X  — X,)  ...(X  — X„;„)=.p(xi,  x„j:,)=o, 

dans  laquelle  les  valeurs  X^,  X2,  •  •  • ,  X„m  du  paramètre  correspon- 
dent aux /7in  intersections.  Si  maintenant  nous  faisons  dans  (22) 
X  successivement  égal  à  a^'^,  puis  à  i^'^,  les  x  restent  invariables 
dans  cette  opération,  à  part  un  facteur  commun  c^'^  ;  par  consé- 
quent, f  et  il  restent  invariables,  sauf  le  facteur  [c^'^]'",  et  l'on 
obtient 

n[«(0]r=[c(')]«n[MO] 
ou 

[^(0-  X^]^(0-  X,]  .  . .  [a(0-  ).,„]  _ 


(23) 


fp(0]'«. 


pour  i  =  I,  2,  3,  •  • .,  V,  V  étant  égal  à  -(/i —  i)(/i —  2). 
Ces  y  équations  sont,  pour  la  théorie  des  courbes  que  nous  étu- 

(  '  )  Foir  Clebsch,  Journal  de  Crelle,  loc.  cit. 
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dions,  de  la  plus  haute  importance.  Elles  se  présentent  ici  à  la 
place  du  système  des  v  •+•  p  équations  qui,  pour  le  cas  général,  pro- 
viennent du  théorème  d^Abel  et  qui,  à  l'égard  d'une  courbe  de 
genre  p  kv  points  doubles,  expriment  que  mn  points  de  la  courbe 
sont  situés  sur  une  courbe  du  m'*"**  ordre  ne  passant  pas  par  les 
points  doubles  (p.  286).  En  effet,  comme  pour  p=o  il  n'existe 
pas  d'intégrale  de  première  espèce,  il  ne  reste  plus  ici  que  les 
V  équations  relatives  aux  intégrales  de  troisième  espèce;  ces  inté- 
grales, considérées  en  particulier,   sont  respectivement  égales  à 

log  vTTj — r  pour  1  =  1,  a,  ...,  v;  et  dans  (23)  figurent  précisé- 
ment les  sommes  de  semblables  intégrales  logarithmiques  (*). 
Si  donc  mn  points  X|,  X2,  ••.,  7>mii  de  la  courbe  représentée  § 
par  (3)  doivent  être  situés  sur  une  courbe  du  m'*'"*  ordre  ne 
passant  pas  par  les  v  points  doubles,  il  est  nécessaire  et  suffi-  \ 
sant  pour  cela  que  leurs  paramètres  satisfassent  aux  équa- 
tions (23).  .'• 

Ces  dernières  subissent  une  légère  modification  si  l'un  des  points 
doubles  (par  exemple  a^^\  i^'^)  se  transforme  en  un  point  de  re- 
broussement.  On  a  alors  a^'^ssa^'^,  if'^=  a^'J-he,  cf''=  1  —  x^'^e, 
%  étant  infiniment  petit,  d'où 


«(0  -  \ 


L'équation  (23)  se  change  donc  en  la  suivante  [voir  pour  le  cas 
de  /i  =  3,  t.  II,  p.  344)* 

Les  sommes  d'intégrales  de  troisième  et  de  seconde  espèce  qui, 
égalées  à  zéro,  tiennent  respectivement  la  place  des  équations  (24) 
et  (26),  ainsi  qu'il  a  été  mentionné  dernièrement,  se  trouvent  en 
difi*érentiant  la  première  équation  logarithmiquement,  la  seconde 
à  la  manière  ordinaire  et  en  intégrant  ensuite  respectivement 
depuis  p^^  jusqu'à  X  et  depuis  a^'^  jusqu'à  /.  On  obtient  ainsi,  au 


(•)  roir,  pour  n  =  3,  t.  Il,  p.  387  et  3i4. 
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lieu  de  (23)  et  (24)  (pour  fA= //m),  les  équatîous 


(25)  I  -H  /    T-^. — ..-..r  \ .  =  0. 

et  les  limites  inférieures  p,    a  se  déterminent  par  comparaison 
avec  (23),  (24)  au  moyen  des  équations 


En  changeant  le  contour  d'intégration,  on  peut  dans  le  second 

membre  de  ces  équations  transformer  o  en  2/i7r^— i ,  de  sorte 
que  ces  sommes  d^intégrales  admettent  la  période  2i7r;  les  inté- 
grales de  deuxième  espèce  ont  au  contraire  toujours  la  période  o, 
parce  qu'elles  possèdent  des^  points  donnant  des  infinis  qui  ne 
coïncident  que  par  couples.  Il  en  est  ainsi  conformément  au  fait 
que  dans  (23)  on  peut  poser  dans  le  second  membre  [c^'^J'^e^^**  à 
la  place  de  [c^'^]'",  tandis  qu'un  changement  semblable  apporté  au 
second  membre  de  (24)  n'altère  point  la  deuxième  des  équations 
qui  en  résulte  par  diflTérentiation  ordinaire.  On  peut,  d'après  cela, 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Dans  une  courbe  d'ordre  n  à  -(/i  —  i)(/i  —  2)  points  doubles 

ou  cuspidaux,  si  a^'\  J^'^  sont  les  paramètres  d'un  point  double 
[pour  x,=:l,   X2  =  i),     la    somme    des    intégrales    similaires 

[a(fl  -  iW]^  [^(0--.]^6(0-XJ  *"'  ^S^^  "  a/«nv/=T;  au  con- 
traire  y  si  a^^^  est  le  paramètre  d'un  point  de  rebroussementy  la 
somme  des  intégrales    1    ^  ,f.      .  ^^  est  égale  à  zéro;  les  sommes 

sont  ici  étendues  à  tous  les  paramètres  qui  correspondent  aux 
points  dUntersection  de  la  courbe  primitive  ai^ec  une  autre  courbe 
algébrique. 
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Il  ressort  immédiatement  de  là  que  tous  les  problèmes  relatifs 
aux  courbes  de  contact,  problèmes  qui  ont  été  résolus  dans  le 
cas  général  à  Taide  de  ce  qu'on  appelle  le  problème  de  Vextension 
de  l'inversion  des  intégrales  abéliennes  et  du  problème  de  la  divi- 
sion des  transcendantes,  qui  interviennent  dans  ces  questions 
(p.  266  et  suiv.),  que  ces  problèmes,  disons*nous,  reviennent 
dans  nos  courbes  actuelles  à  la  division  du  cercle  et  à  la  réso- 
lution d^une  équation  de  degré  ^,  si  la  courbe  de  contact  est 
assujettie  à  ne  pas  passer  par  q  des  v  points  doubles,  ce  qui,  de 
fait,  peut  se  démontrer  directement  au  moyen  des  équations  (23) 
et  (24). 

En  effet,  dans  tous  ces  problèmes,  on  donne  k  =  nm  —  juty  points 
d'intersection  [dont  2(v  —  q)  sont  situés  aux  points  doubles], 
tandis  que  parmi  les  autres  ^t.  doivent  coïncider  par  groupes  de 
q  points  chacun.  Si  nous  désignons  les  paramètres  (donnés)  qui 
répondent  aux  premiers  par  /| ,  /2,  . . . ,  /a,  ceux  des  points  cherchés 
par^i,  ^2)  •  •  -9  ^^y  l^s  équations  (25),  dont  au  surplus  q  seulement 
entrent  ici  en  considération,  se  transforment  en 


(27) 


r  =  q  a  hi)7tyj — I     ft 

11   b^i)^\ 


aC'^  —  >r  _  i«* 


/    r  =  l 
r  = 


r  =  1  L  '=1  J 


Ces  q  équations  suffisent  complètement  pour  exprimer  les  fonc- 
tions symétriques  des  V  psii*  des  grandeurs  connues  et  établir  ainsi 
relativement  à  X  une  équation  du  ^»«™«  degré.  On  remarque  immé- 
diatement que  rinfluence  d'un  point  de  rebroussement  consiste  à 
faire  disparaître  une  des  v  périodes  2i7r  (puisque  celle-ci  devien- 
drait alors  infiniment  grande).  Si,  comme  cela  peut  arriver  pour 
les  courbes  du  quatrième  ordre,  tous  les  points  doubles  se  trans- 
forment en  points  de  rebroussement,  Temploi  des  équations  de  la 
division  du  cercle  cesse  d'avoir  lieu.  Les  problèmes  dont  il  s'agit 
n'ont  plus  alors  qu'une  solution. 

Quant  à  la  manière  dont  on  devra  effectuer  la  détermination 
des  courbes  de  contact  et  des  systèmes  de  ces  courbes*dans  des  cas 
particuliers,  il  est  à  peine  nécessaire,  après  les  explications  gêné- 
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raies  données  plus  haut,  de  la  formuler  à  nouveau.  En  particulier, 

pour  m^n — a  et  9  =  v  =  -  (/i  —  i)(/i  —  2),  le  problème  qui  con- 

sis  te  à  faire  passer  par  mn  —  vr  points  de  la  courbe  d'ordre  n 
une  courbe  d  ^ ordre  m  ayant  avec  la  première  en  v  points  un  contact 
d'* ordre  r  —  i  est  toujours  résoluble,  et  l'on  trouve  que  le  nombre 
total  des  solutions,  au  cas  où  il  n'existe  pas  de  points  de  rebrous- 
sèment,  est  égal  à  r^.  Toutefois,  comme  dans  les  courbes  du  genre 
le  plus  général  et  d'après  nos  théorèmes  fondamentaux  sur  les  sys- 
tèmes de  points  d'intersection,  les  cas  où  m  est  inférieur  ou  égal  à 
71  —  3  méritent  une  attention  particulière.  Ainsi,  par  exemple,  pour 

m  =  n  —  3, -/i(/i — 3)  points  d'intersection  d'une  courbe  Cn-z 

qui  ne  passe  pas  par  les  points  doubles  sont  déterminés  par  les 

-n[n  —  3)  autres;  on  ne  peut  donc  plus  que  poser  la  condition 

de  tracer  une  courbe  C»n-z  telle  quelle  soit  tangente  à  la  courbe 

C„  partout  où  elle  la  rencontre,  c'est-à-dire  en-n[n  —  3)  points, 

MB 

Le  problème  dont-  il  s'agit  conduit  à  l'établissement  d'une  rela- 
tion entre  v  des  grandeurs  v^^\  relation  qui  doit  nécessairement 
exister  lorsque  celles-ci  peuvent  être  supposées  égales  à  des  sommes 
comprenant  chacune  v  —  i  intégrales  de  troisième  espèce  de  la 
forme  précédente.  Nous  nous  proposons  de  traiter  ce  même  pro- 
blème lorsque  n=:  4»  ^^^  où  il  fournit  la  détermination  des  tan- 
gentes doubles  d  *une  courbe  du  quatrième  ordre  à  trois  points 
doubles  (*).  Observons  d'abord  que  les  grandeurs  c^'^  qui  figurent 
dans  (23)  peuvent  aisément  s'exprimer  au  moyen  des  grandeurs 
flfO  et  i^'\  ce  qui  est  utile  pour  la  suite.  Si  l'on  sépare,  en  effet, 

*  .  .       .  I 

le  point  double  (a^'^,  J^'^)  des  -  n[n  —  3)  autres  points  doubles,  ces 

autres  points  (comptant  chacun  deux  fois)  forment  l'ensemble 
complet  des  intersections  de  C„  avec  une  courbe  C/i_j  qui  est  pré- 
cisément déterminée  par  eux.  Si  Ton  établit  maintenant  relative- 
ment aux  points  de  rencontre  de  G/,.»  les  équations  (23),  il  ne 
doit  subsister  qu'une  seule  équation,  savoir  celle  qui  se  réfère  au 

(*)  Voir  le  problème  correspondant  pour  /i  =  4  ^t  /»  s  a,  p.  279. 
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point  double  a^'^  b^'^  par  lequel  C/,.3  ne  passe  pas,  et  dans  celte 
équation  il  faudra  attribuer  aux  n{n  —  3)  grandeurs  X les  /i(/i  — 3j 
valeurs  a,  6,  dontTindice  est  difiérent  de  1;  si  donc  on  pose,  pour 
abréger, 

(x  —  b<'^)  (x  -  /A«î).  .  .(x  —  *(-))  =iKx), 
un  a  Téquation 


(28) 


rci')i"-'z= î-i i-i-= =. 


Le  problème  mentionné  en  dernier  lieu  nous  donne,  d'après 
(  23),  entre  les  v  —  i  grandeurs  X,  les  v  équations 

(^(0:- A.)(/,CO- >,)... (g^O^^.^,)  __  !,«-„   .  0,v^ 

Entre  les  nombres  /i^'^  il  doit  donc  exister  encore  une  relation, 
ainsi  qu'il  a  été  énoncé;  pour  trouver  cette  dernière,  nous  parti- 
rons d'abord  du  s)^stème  d'équations  plus  général 


(3o) 


cl  nous  chercherons  la  relation  qui  existe  nécessairement  entre  les 
quantités  v^'^  (*).  Cette  dernière  s'obtient  directement  par  élirai- 
nation  des  V  —  i  fonctions  symétriques  des  X/  enire  les  v  équalions 
(3o)  sous  la  forme 


(3.) 


»— 1 


«(«)-'  — 


v-1 


a(«r-'-. 


—  ^(1)6(1)'-", 


—  rO) 


—  Ç(») 


aC^)""*  - 


i;(v)  i,(^)''~\   û(vr"'  —  çrv)  6(vr-* 


—  Ç(v) 


=  0. 


En  ordonnant  ce  déterminant  suivant  les  1^^''  et  en  remplaçant 
ces  dernières  grandeurs  par  les  valeurs  données  dans  (3o),  on 


(')  On  pourrait  naturellement  les  déduire  aussi  de  l'étude  générale  de  reilenuon 
du  problème  de  Tin  version,  comme  cela  est  indiqué  plus  haut  et  développé  dansCuMca 
«t  GoaoA!!,  op.  cit.,  p.  a^o. 
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obtient  par  rapport  aux  é*  une  équation  ne  renfermant  que  linéai- 
rement chacune  de  ces  quantités. 

Pour  n  =  4î  c'est-à-dire  v  =  3,  nous  obtenons  donc  en  particu- 
lier une  équation  de  la  forme  (  '  ) 


dans  laquelle  les  coeflicients  A,  B,  G  sont  à  déterminer.  Or  on  a 
d'abord 


A  = 


=::[rt(0— /|(«)][a(l)_a(»)][fl(«)—  fl(8)], 


et  de  même 
D'un  autre  côté,  il  résulte  de  l'équation  (28)  que 


(33) 


B,= 


et  par  conséquent  il  vient 
(34)  €  =  — A. 

On  trouve,  d'autre  part,  pour  B|,  en  faisant  usage  de  (a8), 

(  [/>(»     -  ^(2^][M»J—  /^^3^]  )     l-^ 


—  ^/'3']. 


La  valeur  qui  figure  ici  dans  le  second  membre  s'obtient  aussi  au 
signe  près  pourB23,  c'est-à-dire  pour 

si  l'on  y  exprime  c^^^  et  c^'^,  d'après  (28),  par  a  et  b.  Il  en  résulte, 
puisque  le  fait  analogue  a  lieu  pour  B2  et  B3, 


(35) 


B,3=  — Bi,     Bji —  —  B„     Bi2=  — B3; 


(  *  )  Foir,  pour  l'étude  géoérale  du  problème,  Clbbscu,  loc,  cit. 

Clbbsch.  —  Géométrie,  III.  '20 
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et  réqualion  (32),  en  vertu  de  (34)  et  (35),  se  transforme  en 
;36)  A(i  -  <?s)  -t-V  B,[c^^'^  —  eS— '■]  =  o, 

i 

si  Ton  fait  S  =  v^*'-f- v^^^-i- v^'^  Cette  condition  est  nécessaire- 
ment remplie  si  les  équations  (3o)  doii^ent  exister  simultanément. 

Supposons  maintenant,  comme  dans  (29),  v^'^= /i^'^ry^^i; 
toutes  les  grandeurs  e^  deviennent  égales  à  iti  1,  et  réqualion(36) 
se  transforme  simplement  en  ©*=!  ou 

(•^7)  /,(i)-|_/,(«)  +  /^(8)=o     (mod.  2). 

Les  quatre  tangentes  doubles  de  notre  courbe  C4  se  détermi- 
nent donc  au  moyen  des  équations  (29)  pour  n  =  4i  v  =  3,  si  Ton 
pose  respectivement 

/t(^)=o,     /i(*)iiro,     //(»)=o; 
/i(')=o,     ^(«^=r,     //(»)=  1; 

>%(»=I,       //l«)r=l,       /*(»>=:zO; 

(ioninie  dans  le  cas  de  /{  =  4  et  /;  =  i ,  la  distribution  des  tangentes 
doubles  sur  les  différents  systèmes  de  coniques  de  contact  pré- 
sente ici  de  rintérêl.  Ces  dernières  se  déterminent  au  nioven  des 
trois  équations 

dans  lesquelles  X4  peut  être  choisi  arbitrairement.  //  existe  donc 
sept  systèmes,  composés  chacun  d'un  nombre  simplement  infini  de 
coniques  qui  touchent  Cji  en  quatre  points,  et  Ton  a  (comme  tou- 
jours) cette  proposition  que  les  points  de  contact  de  deux  coni- 
ques du  même  système  sont  situés  sur  une  conique.  Si  nous  dé- 
signons par  {g^*\  g^^\  g^^-)  le  système  déterminé  par  les  trois 
nombres  g,  les  sept  systèmes  dont  il  vient  d'être  parlé  sont 

.0,0,1;,    (0,1,0),    (1,0,0),    (0,1,1],    (1,0,1),    (1,1,0),    (1,1,1); 

car  le  s\stème  (0,0,0)  se  compose  de  Tensemble  des  droites  du 
plan  comptées  chacune  deux  fois.  On  reconnaît  par  là  que  chaque 
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groupe  de  trots  de  ces  systèmes  renferme  deux  couples  de  tan- 
gentes doubles,  savoir  : 

(o,  I  ,i)  les  couples  [(0,0,0),  (o,î,i)]  et[i,T,o),  {1,0,  f)], 
(1,0,1)  »  »  [(0,0,0),  (1.0,1)]  »  [(1,1,0),  (0,1,1]], 
(1,1,0)    »        »        [(0,0,0),  (1,1,0;]    .    [(1,0,1),  (0,1,1)]. 

Les  quatre  sj  sternes  restants  ne  renferment  pas  de  tangentes 
doubles  proprement  dites.  Parmi  eux  on  doit  encore  signaler  le 
système  (1,1,1),  parce  qu'il  renferme  trois  couples  de  tangentes 
improprement  dites,  savoir  :  les  trois  couples  des  tangentes  que 
l'on  peut  mener  des  trois  points  doubles  à  C4.  On  s'en  assure  faci- 
lement si  Ton  considère  que  les  tangentes  issues  du  point  double 
a^",  i  *^  par  exemple,  se  déterminent  au  moyen  des  équations 
■(À=2,3) 


et  qu'on  doit  avoir  encore  ici 

//«)H-A^'î=o     (mod.  2)  ^*). 

Ces  résultats  subissent  des  modifications  lorsque  quelques-uns  des 
points  doubles  dégénèrent  en  poinLs  de  rebroussement;  la  marche 
à  suivre  alors  est  aisée  à  apercevoir  d'après  ce  qui  précède.  S'il  se 
présente  un  point  de  rebroussement,  on  a  encore  deux  tangentes 
doubles,  et  il  existe  trois  systèmes  de  coniques  de  contact  dont 
l'un  renferme  l'ensemble  des  deux  tangentes  doubles.  Au  cas  de 
deux  rebroussement  s,  il  v  a  encore  une  tangente  double  et  un  svs- 
tème  de  coniques  de  contact;  mais  les  points  de  contact  de  ers 
dernières  et  ceux  de  la  tangente  double  ne  sont  pas  situés  sur  une 
même  conique.  Enfin,  au  cas  de  trois  rebroussements ,  on  a  encore 
une  tangente  double,  mais  plus  de  système  de  coniques  de  con- 
tact. La  courbe  est  devenue  de  troisième  classe  ;  son  étude  détaillée 
est  donc  tout  à  fait  analogue  à  celle  de  la  courbe  du  troisième 
ordre  à  point  double  (t.  Il,  p.  336  et  suiv.). 


(*)  Les  six  autres  syslém.^s  renrermeiit  aussi  dos  couples  de  tan;;entos  d(»ii1ilns 
imprnprtMiiviit  dites  groupées  autrement,  car  t^ans  cha(]ue  système  il  doit  se  ren- 
contrer  six   couples  de  coniqiics  déc(  imposables;  ro/V  la   note  de  la  pa(je  28Ô. 

20. 
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L'établissement  des  équations  relatives  aux  singularités  de  la 
courbe  primitive  s'effectue  d'une  manière  particulièrement  simple 
lorsque  /?  =  3,  et  nous  nous  arrêterons  en  conséquence  un  peu 
sur  ce  cas  (  *  )  ;  nous  compléterons  ainsi  nos  recherches  précédentes 
sur  les  courbes  du  troisième  ordre  à  point  double.  Soient  données 
à  la  place  de  (3),  les  équations 


0  JJj  =.  rt. 


(38)  px^zzzai,     ûx,=  <7,», 

Nous  avons  d'abord  à  établir  la  forme  ««{îxyn  dont  l'évanouisse- 
ment exprime  que  les  points  x,  X,  fjL  sont  en  ligne  droile.  Or  nous 
avons,  d'après  ce  qui  précède, 


a,l3),75,.(-a)().^)(px)  = 


ai      «;»     al' 
al     n?     «? 

"jfc        "j*.  "il 


Le  déterminant  qui  figure  ici  au  second  membre  ne  varie  pas  si 
l'on  permute  a  avec  x,  a'  avec  X,  a"  avec  tx  ;  il  doit  donc  renfermer, 
conjointement  avec  le  facteur  effectif  (ifX)(X|[jt)(/ix),  le  facteur  sym- 
bolique [aa!)[a! a!')[a" a).  Le  facteur  restant  doit  être  linéaire  el 
symétrique  aussi  bien  en  x,  X,  ^  qu'en  a,  a',  a"  \  il  a,  par  suite,  la 
valeur 

Si  donc  ^l  désigne  de  nouveau  le  combinant  introduit  dans  (i5), 
et  duquel  dépendent  les  trois  points  d'inflexion,  on  peut  poser  (^  i 

(39)  axPx7ii=  C.  A,A).A^, 

C  désignant  un  facteur  numérique. 

(')  Foir  RoscNow,  loc,  cit.,  ainsi  que  la  note  de  la  page  334»  l*  ^^• 
('  )  Le  calcul  du  déterminant  (11)  n'a  pas  une  marche  aussi  simple  si  n  est  supérieur 
&  3.  II  faut  alors  traiter  ce  déterminant  à  l'aide  des  développements  en  série  qui  ont 
Heu  pour  les  furmcs  binaires  à  plusieurs  séries  de  variables  [itoir  Clbbscd,  Théorie 
der  binàrcn  Forment  p.  i5  et  suiv.);  il  ne  peut  alors  entrer  dans  le  développement 
de  la  forme  «i'~*/3x~* '/J!"*  que  des  puissances  paires  de  (xA),  (A^a),  (/«x^,  car  cette 
forme  ne  varie  pas  si  l'on  permute  entre  elle  deiis  des  grandeurs  x,  il,  /a.  En  ayant 
égard  à  cette  observation,  on  trouve,  par  exemple,  pour  h  =  4, 

p^q  désignant  des  facteurs  numériques,  A^  étant  défini  par  (i5)  et  D'  étant  égal  à 
(/ifl')(a'«")(«»«)[(a'a")»flî-f- («"«)««;* -*-(««'/«;;»]. 
Il  peut  arriver  en  particulier  que  la  forme  D^   soit  identiquement  nulle;  alors 
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Conséquemment  l'équation  A,  Axû.^=.  o  exprime  que  les  points 
Xjl,  fJL  sont  en  ligne  droite;  AJ  Ax=  o  donne  les  deux  points  de 
contact  X  des  tangentes  issues  de  X  ou  le  point  tangentiel  du  point 
X,  e«  A'  =  o  donne  les  trois  points  d'inflexion. 

Si,  en  particulier,  îc  est  un  point  d'inflexion,  c'est-à-dire  une 
racine  de  A^  =  o,  la  première  polaire  de  x  relativement  à  A  se  com- 


l'éqaation  plus  simple  A*  aJ  A^  exprime  que  x,  ).^  ft  sont  en  ligne  droite,  d'où  Ton 
déduit  aisément  que  les  points  de  contact  des  quatre  tangentes  sont  donnés  par  la 
forme  hessienne  de  A,  c'est-à-dire  par  l'équation 

Has(aa')»a*a;*  =  o, 

et  les  valeurs  paramétriques  relatives  aux  trois  points  doubles  par  l'équation 

ys(AA')'(A'A')>(A''A-,»A*A;*A;;«=o. 

Le  sens  géométrique  de  ce  cas  s'obtient  par  le  raisonnement  suivant  :  on  peut  tou- 
jours envisager  trois  formes  binaires  biquadraliques  comme  les  secondes  polaires 
d'une  forme  primitive  du  sixième  ordre;  car,  eu  égard  à  la  représentation  typique 
des  formes  d'ordre  pair  par  des  covariants  quadratiques  (imir  le  Mémoire  de 
M.  Li!iDEMA^!(,  cité  t.  1,  p.  3o3),  ce  fait  résulte  de  ce  qu'un  réseau  de  coniques  est  en 
général  réseau  de  polaires  d'une  courbe  du  troisième  ordre.  Soit  donc/=a*  cette 
forme  primitive;  on  peut  poser 


et  il  vient 


I  et  /  étant  les  formes  ainsi  désignées  dans  Gle^scd,  loc.  cit,^  p.  283  et  suiv.  Mais  si 
l'on  a  /  ^  0  et  1^  o,  on  peut  poser  (ibid.f  p.  4'|6)/=:  x  *  +  «',  et  il  vient  aussi  alors 

y'^=  o;  ce  cas  ne  donne  pas  de  courbe  du  quatrième  ordre  proprement  dite.  Si  l'on 
a,  au  contraire,  /=  o,  par  suite  de  ce  que  i  s'évanouit  identiquement,  alors  les  six 
points  de  base  de /(comme  il  arrive  pour  le  covariant  T  d'une  forme  binaire  biqua- 
dratique)  se  décomposent  en  trois  couples,  dont  deux  quelconques  sont  situés  harmoni- 
quement  l'un  par  rapport  à  l'autre  {ibid.y  p.  4)7  ),  et  l'on  peut  poser  /=.  x,  x,  (xj  — x  {); 

mais  on  a  alors  -^j,'^  A  = r  x,  x,  (  x  t  —  xî  )  =^ f.  Donc  alors  aussi  / »  de- 

o  ■'  108       ^   *        *  108  * 

vient  proportionnel  à  A,  c'est-à-dire  que  les  six  points  d'inflexion  se  trouvent  réunis 

par  couples  dans  les  points  doubles.  Sont,  en  conséquence,  caructérisées  par  la  con» 

dition  D^  =  o  les  courbes  C4  qui  ont  simultanément  en  chaque  point  double  deux  points 

^inflexion  [à  moins  qu'il  n'y  ait  aucune  courbe  C^   proprement  dite    voit  p.  269}]. 

Un  exemple  de  ce  cas  nous  est  donné  parla  lemniscate  ordinaire,  courbe  dans  laquelle 

deux  points  doubles  sont  situés  aux  points  circulaires  imaginaires. 
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pose  du  point  X lui-même  et  du  point  y,  quatrième  harmonique  de  x, 
par  rapport  aux  deux  autres  racines  de  A  (vêtant  alors  un  point  ra- 
cine du  covariant  Q  de  A).  L'équation  A,  A\A^=  o  exprime  donc 
alors  que  Xet  ]u  sont  situés  harmoniquement  par  rapport  à  x  et  v; 
or  cette  condition  est  remplie  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit  si  î 
et  [Â  sont  les  deux  autres  points  d'inflexion  de  A,  et  l'on  obtient 
en  conséquence  cette  proposition  connue,  que  les  trois  points  d' in- 
Jlexion  sont  en  ligne  droite, 

La  détermination  du  point  double  s*opère  au  moyen  de  l'équa- 
tion (i4)  ci-dessus,  c'est-à-dire  par  élimination  de  X  entre  les  deux 

équations 

A,AxA,  =  o,     A,AxA,==o. 

Les  deux  paramètres  du  point  double  sont  donc  les  points  de 
base  de  la  forme  hessienne  xl  de  A,  c'est-à-dire  les  racines  de 
V  équation 

t,«  =  2(aa')AiA;a,a:=(aa')*a,a;  =  o. 

Il  suit  en  même  temps  de  là  que  l'évanouissement  du  déterminant 
de  T,  c'est-à-dire  de  l'invariant  R=  (tt')^  de  A  fournit  la  condi- 
tion de  la  présence  d'un  point  de  rebroussetnent. 

Mais  il  est  également  aisé  d'attribuer  un  sens  à  la  polaire  t.Tîl  de 
T^.  L'équation  T,n=o  résulte,  en  effet,  de  l'élimination  de  fi 
entre  les  deux  équations 

a;Aj,=  o,     aîa^=o. 

On  obtient  d'abord  le  résultat  (AA')  A?  Al'  =  o.  Or  on  a 

(AA')A«Al«=i(AA')(A«A;«-A;A;^) 

=  i(4A')«(A.4!+A-.A:)(xX) 
=:(AA')»A«Al(-/X)  =  T«7^.(x>). 

L'équation  t,Tî^=  o  exprime  donc  que  les  points  x,  X  ont  un  point 
tangentiel  commun  [*)^  c'est-à-dire  qu'ils  forment  un  couple  de 


(*)  Là  se  retrouve  le  théorème  sur  Tinvolution  formée  par  les  lignes  qui  joigoeot 
HU  point  double  deux  points  ayant  leur  point  tangentiel  commun,  théorème  que 
nous  avons  énoncé,  t.  II,  p.  337,  en  le  rattachant  à  la  forme  canonique  de  A 
(savoir,  A  =  jl* -+-/*•  ). 
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pôles  conjugués  sur  la  courbe  primitive  si  Ton  considère  cette 
dernière  comme  la  hessienne  d'une  autre  courbe  du  troisième 
ordre  (ce  qui  n'est  plus  possible  que  d'une  seule  manière  en  cas  de 
point  double). 

On  doit  encore  remarquer  particulièrement  sur  la  courbe  les 
points  de  contact  X  des  trois  tangentes  issues  des  points  d'in- 
flexion '/,.  On  les  trouve  en  éliminant  x  entre  les  équations 

A»=0,      A«A,*zz=o. 

Mais  on  peut  remplacer  ces  dernières  par  de  plus  simples.  Comme, 
en  effet,  l'une  des  deux  tangentes  issues  du  point  d'inflexion  se 
confond  avec  la  tangente  d'inflexion,  le  point  d'inflexion  x  forme 
avec  le  point  de  contact  correspondant  X  lui-même  un  couple  de 
pôles  conjugués,  en  sorte  que  t,Tx=  g,  et  l'élimination  de  x  entre 
cette  équation  et  A«Ax  =  o  donne 

Q  =  7x'=(AT)A;n=o. 

Les  points  de  base  du  coi/ariant  Q  rfe  A  sont  donc  les  points  de 
contact  des  tangentes  issues  des  points  d'inflexion  [*). 

La  signification  des  polaires  de  la  forme  Q  s'obtient  enfin  de  la 
manière  suivante.  Soient  x,  X,  ft  trois  points  d'une  droite;  traçons 
en  pi  une  tangente  qui  rencontrera  encore  la  courbe  en  [jfy  point 
tangentiel  de  u  ;  de  y!  menons  la  seconde  tangente  dont  le  point  de 
contact  sera  fx",  en  sorte  que  [â  et  [x"  forment  un  couple  de  pôles 
conjugués.  Alors  on  a  les  équations 

A,  Ax  Aj^  z=  o,     T^T^.  =  o  ; 

et  par  élimination  de  [i  il  vient 

A,Axv(At)  =  o. 
Or  on  a 

=:  (AT}[3A*Tj,--i--iAx(Aji.T,— T^.A,)] 
=  3(At)A«Tj, 2(At)«A«.(xu"). 


(*)  Observons  que  trois  formes  binaires  du  troisième  ordre  n'ont  point  d'autres 
combinants  que  les  formes  A,  t,  Q  et  R.  {^oir  Gordax,  Math.  Ânnalen,  t.  V,  p.  117 
et  suiv.]. 
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Mais  comme,  d'après  Téquation  (lo),  t.  I,  p.  272,  le  second  com- 
posé de  A  avec  t  est  identiquement  nul,  il  vient  y^y,^.=  (  At)- A|Tj,., 
d'où,  aussi  par  formation  polaire, 

L'équation  qxq\q^»'=  o  exprime  par  conséquent  que  la  ligne  joi- 
gnant  y.  et\  rencontre  la  courbe  primitive  en  un  troisième  point 
qui  forme  avec  [t!'  un  couple  de  pôles  conjugué  (  *  ). 

A  l'aide  des  relations  qui  viennent  d'être  développées,  on  peut 
traiter  le  problème  de  la  continuation  du  tracé  des  tangentes  (t.  IL 
p.  339)  et  d'autres  questions  de  la  même  espèce;  toutefois  nous 
ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ce  sujet.  Faisons  seulemeol 
observer  encore  que  les  propositions  précédentes  relatives  aux  points 
d'inlerseclion  d'une  droite  avec  une  courbe  du  troisième  ordre  peu- 
vent être  appliquées  immédiatement  aux  systèmes  de  trois  points 
mobiles  qui  sont,  sur  une  courbe  C^  de  genre  ^  =  o,  les  intersec- 
tions d'un  nombre  doublement  infini  de  courbes  C/i_2  passant  par 

-  72  (/i  —  3  )  points  doubles  et  par  n  —  3  points  simples  fixes  de  C^. 

En  effet  de  trois  de  ces  points  (comme  dans  une  courbe  C3),  lun 
est  déterminé  par  les  deux  autres,  et  l'on  peut  conséquemment, 
en  faisant  usage  d'un  semblable  réseau  de  courbes  C/i_3,  transformer 
unidéterminativement  la  courbe  dont  il  s*agit  en  une  courbe  du 
troisième  ordre  à  point  double  ;  sur  cette  dernière  les  systèmes 
doublement  infinis  de  trois  points  qui  correspondent  aux  précé- 
dents seront  déterminés  par  les  lignes  droites  du  plan. 

XIII.  —  Les  courbes  du  genre  /?  =  1. 

Nous  passons  maintenant  aux  courbes  du  w»*™»  ordre  à  -  /i  (  n  —  3  ) 

points  doubles,  pour  lesquelles  /?  =  i.  Nous  examinerons  d'abord 
(comme  au  cas  de  ^  =  o)  les  questions  purement  algébriques  non 


(  *  )  11  résulte  eocore  de  là  que  x,  Jl,  fk'  sont  trois  points  en  chiicun  desquels  une 
conique  peut  avoir  un  contact  simple  avec  la  courbe  primitive,  car  les  points  tangen- 
tiels  de  x,  A,  fi"  sont  encore  en  ligne  droite  (t.  II,  p*.  266;  vo/r  aussi  Stel^ilr,  Journal 
de  Crelle,  t.  66,  et  l'Ouvrage  de  ScoaÔter  :  Steiner's  Forselungen  uber  tjrnthetischc 
Géométrie,  t.  II). 
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assujetties  aux  règles  générales  qui  ont  été  développées  ci-dessus  (  *  ), 
savoir  la  transformation  en  une  courbe  normale  et  la  détermina- 
lion  du  nombre  et  du  sens  des  modules.  Nous  y  joindrons  encore 
quelques  remarques  sur  Tintroduction  des  fonctions  et  des  inté- 
grales elliptiques  dans  ce  sujet;  toutefois,  dans  ces  observations, 
nous  pourrons  nous  borner  à  un  court  résumé,  parce  qu'elles  ne 
nous  offrent  que  des  applications  de  nos  théories  s^énérales  et  que 
nous  avons  déjà  insisté  sur  les  faits  correspondants  dans  les  courbes 
du  troisième  ordre. 

Comme  courbe  normale  on  trouve  ici  la  courbe  générale  du 
troisième  ordre,  et  cela  de  la  manière  suivante  (^).  On  considérera 

les-7i(w  —  3)  points  doubles^et  cuspidaux  conjointement  avec 

^n  —  3  autres  points  fixes  choisis  arbitrairement  sur  la  courbe 

comme  les     -(/i4-2)(/ï  —  i)  —  al  points  de  base  d'un  réseau  du 

[n  —  i)**^"**  ordre.  Les  courbes  de  ce  dernier  rencontrent  encore 
C„  en 

n[n  —  i)  —  n[n  —  3)  —  (2/1  —  3)  =  3 

points  mobiles;  si  donc  on  les  emploie  comme  courbes  de  trans- 
formation, on  obtient  de  fait  une  courbe  du  troisième  ordre.  Une 
réduction  subséquente  de  Tordre  est  impossible,  parce  qu'il 
n'existe  aucune  courbe  du  genre  p  =  1  qui  soit  d'un  ordre  inférieur 
au  troisième. 

Aux  courbes  du  réseau  qui  passent  par  un  point  quelconque  x 
de  Cn  répondent  unidéterminativement  dans  la  transformation  les 
rayons  du  faisceau  passant  par  le  point  correspondant  j'  de  C3  ; 
donc,  en  particulier,  aux  quatre  courbes  tangentes  du  premier 
faisceau  répondent  les  quatre  tangentes  du  faisceau  de  rayons  dont 
il  vient  d'être  parlé,  et  de  là  résulte  que  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  tangentes  des  quatre  courbes  en  question  en  un  des 

• 

(*)  En  effet,  une  courbe  adjointe  G^_g  est,  en  général,  précisément  déterminée  par 

-n{n  —  3)  points  doubles;  inaiâ  elle  ne  rencontre  plus /  ailleurs,  en  sorte  que  les 

recherches  faites  plus  haut  sur  les  courbes  adjointes  C„_,  deviennent  illusoires. 

(')  Voir  Clebsch,  Ueber  diejenigen  Curven  deren  Coordmaten  sich  ah  elliptische 
Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen  {^Journal  de  C relie,  t.  64,  et  Clebsch 
et  GoBDAN,  op.  cit.^  p.  69). 
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points  de  base  du  faisceau  [x  par  exemple)  est  égal  au  rapport 
anharmonique  (indépendant  de  j^)  des  quatre  tangentes  menées  de 
y  kC^  [voir  t.  II,  p.  SaS,  et  t.  III,  p.  69).  Ce  rapport  anharmo- 
nique donne  donc  le  module  unique  de  notre  courbe  elliptique;  on 
reconnaît  que  cette  dernière  ne  possède  qu^un  seul  module  parla 
circonstance  que  C3  a  également,  par  rapport  aux  transformations 
linéaires,  un  invariant  absolu  unique  (savoir  précisément  le  rap- 
port anharmonique  précité).  Or,  comme  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  tangentes  issues  dej^  est  indépendant  de  la  position  du 
pointj^  sur  Cg,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Dans  un  faisceau  de  courbes  adjointes  du  (/i  —  i)«Vme  ordre, 
dont  in  —  3  points  de  base  sont  situés  en  des  points  simples  de  la 
courbe  primitive  C„  [d^ ordre  n  et  de  genre  i),il  existe,  en  géné- 
ral, quatre  courbes  touchant  C,/  en  un  point  qui  ne  coïncide  avec 
aucun  des  2/1  —  3  points  de  base,  et  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  tangentes  de  ces  courbes  en  l'un  des  points  de  base  est 
indépendant  de  la  situation  de  ces  derniers  sur  C„.  Le  même  rap- 
port anharmonique  donne  en  même  temps  le  module  de  la  courbe. 

Au  lieu  des  courbes  d'ordre  n — ;,  nous  aurions  pu  également 
employer,  pour  la  transformation,  un  réseau  d'adjointes  du 
jième  ordre  rencontrant  C;,  en  trois  points  mobiles,  et  un  réseau  de 
cette  espèce  peut  être  obtenu,  pourvu  que  s  soit  supérieur  à/i— 3. 
Il  suffît,  en  effet,  de  prendre  encore  arbitrairement  [71(5 — /î  +  3)— 3] 
points  fixes  sur  C„  ;  alors,  en  effet,  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection mobiles  est  égal  à 

ns  —  //  ( /i  —  3  )  —  n[s  —  /î  -+-  3 )  -4-3  =  3. 

Il  résulte  de  là  que  le  théorème  énoncé  en  dernier  lieu  pour  les 
courbes  d'ordre  n —  i  est  également  ^^rai  pour  les  faisceaux  de 
courbes  adjointes  du  5'^'»*  ordre,  dont  n[s  —  7I-I-3)  —  2  points 
de  base  sont  situés  en  des  points  simples  de  C,i,  pourK^u  que  s  soU 
supérieur  à  n  —  i  [^)^  et  il  en  est  encore  ainsi,  en  particulier, 
pour  une  courbe  primitiv^e  du  troisième  ordre.  En  effet,  le  nombre 


(')  Voir  aussi  Catley,  Proceedings  of  the  London  mathematical  Society,  iG  oc- 
tobre i865. 
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des  courbes  tangentes  du  faisceau  dépend  uniquement  du  nombre 
des  points  d'intersection  mobiles  et  du  genre  de  la  courbe  primi- 
tive (t.  II,  p.  171);  il  est  donc,  au  fond,  indépendant  de  s. 

On  peut  représenter  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe 
générale  de  genre  i  comme  fonctions  générales  d'un  paramètre, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  pour  les  courbes  du  troisième  ordre 

(t.  II,  p.  388,41^6^^^1^*)'^^^^""^'"^^^^'*^^^"^^^'^^^^^'^'^'^'^'^' 
Cette  représentation  est  donnée  comme  d'elle-même  dès  l'instant 

qu'on  connaît  la  transformation  de  la  courbe  C,{  en  la  courbe  Cj 
et  l'inversion  de  celle-ci;  mais  elle  peut  être  aussi  établie  directe- 
ment de  la  manière  suivante (*).  Considérons  un  faisceau  y-|-À^|;  =  o 
de  courbes  adjointes  du  (n  —  iy*"«  ordre  passant  toutes  par  a/i  —  'i 
points  quelconques  de  C„  et  rencontrant  par  suite  G«  en  deux 
points  mobiles.  L'équation  de  ces  derniers  en  coordonnées-lignes 
Ui  s'obtient,  par  élimination  des  j:„  entre  les  équations 

11  se  séparera  du  résultant  un  facteur  du  degré  n[n  —  i)  —  2  par 
rapport  aux  m/  et  ne  renfermant  pas  X;  l'équation  précilé3,  repré- 
sentée par  l'annulation  du  facteur  qui  reste,  sera  donc  de  la  forme 

les  fv/A  étant  des  fonctions  du  /i'*"'  degré  en  1.  Comme  le  second 
membre  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  linéaires,  le  déter- 
minant des  Wik  s'évanouit,  c'est-à-dire  que  Ton  a 


W  = 


cv„ 

«'it 

"'13 

"'îl 

«11 

«'iS 

"•»! 

«'îî 

"SJ 

=  o. 


Désignons  les  coordonnées  des  deux  points  d'intersection  mo- 
biles par  Xi  y  X2,  Xi  et  Hi,  £2»  $3  respectivement;  soient,  de  plus, 
A>  ^2i  '3  les  coordonnées  de  la  ligne  qui  joint  x  et  ^.  On  peut  alors 
poser 

(2)  W,-,=  -l,UQ. 


(')  Pour  ce  qui  suit,  ainsi  que  pour  les  applications  données  plus  loin  de  )a 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  consulter  toujours  Clebsch,  loc.  cit.  {Journal  de 
Crelle,  t.  64). 
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en  désignant  par  W/a  les  délerminants  mineurs  du  déterminant \V; 
naturellement  les  grandeurs  /|,  /a,  Q  dépendent  ici  de  ï,  et  nous 
allons  déterminer  incessamment  la  nature  de  celte  dépendance. 
Pour  les  coordonnées  x/,  ^z  elles-mêmes,  on  trouve,  en  vertu  des 
considérations  précédentes,  les  relations  (  '  ) 

/  j^i  ?i  =  «'il  J-t Çi  =  «'îi  —  Iz  V Q.     ^j Si  =  «'31  -+-  'î V  Q. 

(  3  )     <  .ri  ï,  =  w'ii  4-  /j  \/Q,      J:t Si  =  "'m  ^i  Si  =  "'31  —  ^  VQ. 

On  déduit  immédiatement  de  là  les  rapports  des  quantités  x  et  ^. 
En  introduisant  les  grandeurs  arbitraires  yi,  729  73  P^^  lesquelles 
nous  multiplierons  respectivement  ces  équations,  que  nous  ajoute- 
rons ensuite,  nous  obtiendrons  pour 

les  rapports  des  Xi  sous  la  forme 

i  p-^i  =  «'il  7i  -*-  "'lîVt  •+■  «'1373  -+-  (71^3  —  73^1)  v^Qf 
(4)  l  P-^i=«'ii7i-+-«'ii7i-+-^*'i373-»- (73^  — 7i^3)v^' 

Si  on  laisse  ici  le  signe  de  y/Q  indéterminé,  ces  équations  don- 
nent les  X  aussi  bien  que  les  {,  et  il  suffît  d'assigner  à  la  racine, 
dans  un  cas  le  signe  positif,  dans  Tautre  le  signe  négatif  (^). 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  déterminer  le  degré  de  la 
fonction  Q  par  rapport  au  paramètre  X.  L'équation  Q  =  o  déter- 
mine évidemment  celles  des  courbes  du  faisceau  çp-f-Xij/=:o  qui 
touchent  la  courbe  primitive;  d'un  autre  côté,  nous  savons  quil 


(  ')  Comparez  les  équations  (9),  t.  1,  p.  i3i;  il  faut  y  remplacer  a  par  x,  ^  par  ^ 
/>'  =  —  /i  par  Q,  Ç  par  /. 

(')  Les  expressions  (4)  comportent  une  interprétation  géométrique  très  simple.  Si 
Ton  considère,  en  effet,  les  quantités  y^  comme  les  coordonnées  d'une  droite,  les 
cucflicients  de  ^Q  sont  les  coordonnées  du  point  (variable),  où  la  droite  y  choisie 
d'une  manière  arbitraire  (mais  fixe)  est  rcucoutrce  par  la  ligne  /  (c'est-à-dire  parla 
li(;ne  qui  joint  les  deux  points  mobiles).  Les  premières  parties  des  seconds  membres 
sont  les  coordounccs  du  pôle  de  y,  relativement  à  ce  couple  do  points  lui-même, 
ou,  en  d'autres  termes,  les  coordonnées  du  point  qui  forme,  sur  la  ligne  /,  avec  le 
point  cité  et  avec  le  couple  auquel  appartient  x,  un  système  harmonique. 
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existe  quatre  courbes  de  cette  espèce  dans  le  faisceau.  La  fonction 
Q  est  donc  du  quatrième  degré  en  X;  les  grandeurs  //  seront  sui- 
vant (2)  du  degré  n  —  2  par  rapport  à  cette  même  quantité  (*). 
En  conséquence,  d'après  les  équations  (2),  la  représentation  pa- 
ramétrique de  la  courbe  du  n'^"^^  ordre  de  genre  i  est  ration- 
nelle, à  part  la  racine  carrée  d'une  expression  Q  du  quatrième 
ordre  :  cette  dernière  est  multipliée  par  des  fonctions  rationnelles 
du  (n —  2)""'  ordre;  les  autres  parties  des  expressions  Xi  sont  des 
fonctions  rationnelles  d'ordre  n;  les  grandeurs  yi  n'influencent 
pas  les  équations  (4)9  ainsi  qu'il  ressort  des  équations  (3). 

Parles  équations  (4)  se  trouve  au  surplus  donnée  de  nouveau 
comme  d'elle-même  la  transformation  d'une  courbe  Cn  en  une 
courbe  C3,  ce  qui  peut  être  mentionné  brièvement.  Si  nous  écri- 
vons, en  efiet,  Q  sous  la  forme 

et  que  nous  posions 

(*  )  Pour  A  =  Jlj  :  ^,,  nous  pouvons  par  suiie  écrire  les  équations  (4)  sous  la  forme 

px,=a{'H-arVî?.  p'.=«i"+«i'-Wî?.  P'.=«:"+<«:''-'v'y?- 

fl  vient  alors 

et  ainsi  do  suite. 
On  trouve  par  conséquent  pour  les  coordonnées  //^  de  la  tangente  du  point  x 

+  v^,i  [«(*i')«r  '  «l"-'  +  C«  -  a)  yxH»»')»?-*»!"-'  ]. 
et  ainsi  de  suite. 

Par  là  se  trouve  donnée  la  représentation  paramétrique  de  la  courbe  C^  considérée 
comme  figure  tangentielle.  Que  ces  dernières  équations  représentent  effectivement  une 
courbe  de  a/i'**"*  classe,  comme  cela  doit  être,  c'est  ce  qu'on  reconnaît  par  une  marche 
analogue  à  celle  qui  sera  incessamment  suivie  au  texte  pour  montrer  que  la  courbe 
représentée  par  (4)  est  seulement  du  /i**™*  ordre,  les  ordres  des  expressions  qui 
figurent  au  second  membre  pouvant  encore  être  réduits. 
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les  quantités  çv/a,  /<•  peuvent  se  représenter  comme  des  fonctioDS 
çvjvt,  //  enj)  I,  j^2  du  même  degré  par  rapport  à  ces  dernières  gran- 
deurs que  les  quantités  Wik,  U  en  X,  et  y  Q  devient,  à  une  conslaDte 
près,  égal  à  )Ujz*  On  trouve  donc  les  Xi  exprimés  de  la  maDière 
suivante  : 

(6)  p.r/=  7,«';.,  -h  7i"V,-f  7af^/,  +  '«(?^']//î.V3, 

en  faisant  [y[)^'=zy2l'^  —  73^2»  ^^^-  ^^^  ^i  ^^"^^  donc  représenlés 
comme  fonctions  entières  du  n*^"'*  ordre  des  jv,  et  entre  ces  der- 
nières grandeurs  existe,  d'après  (5),  l'identité 

(7)  F(^)=j;/.-r,(j,^j,)(.n-XV.)  =  o, 
dans  laquelle 

"a —  ''i  ''*  —  ^i 

ce  qui  est,  en  fait,  V équation  d'une  courbe  du  troisième  oi'dre 
dont  le  rapport  anharnioni//ue  [ou  module)  est  ê^al  à  /.'.  Les 
équations  (6)  donnent  donc  Tinvcrsion  des  formules  pji=^i[x] 
par  lesquelles  la  même  transformation  est  établie,  <1>|  =  o,  ^t=  o, 
^,  =  o  étant  trois  courbes  adjointes  à  la  courbe  donnée  C^  dans 
un  réseau  à  trois  points  d'intersection  mobiles.  On  peut,  du  reste, 
au  moyen  des  équations  (6),  calculer  réciproquement  les  j/ comme 

fonction  des  x/,  car  on  a  ).  =  —  7  fonction  rationnelle  des  x/;  par 

là  j'i,  j'j  se  trouvent  immédiatement  représenlés,  ctjj  n'entre 
dans  les  équations  (6)  que  linéairement. 

D'un  autre  côté,  si  Ton  part  de  la  courbe  (-)  et  qu'il  s'agisse 
de  la  transformer  en  une  courbe  C„  par  les  formules  (6),  les 
équations  qui  prennent  naissance  lorsqu'on  égale  à  zéro  les  seconds 
membres  des  expressions  (6)  représenteront  trois  courbes  du 
^^ieme  ordre,  et  les  courbes  du  réseau  déterminé  par  elles  rencon- 
Ireront  encore  Cj  en  n  points  mobiles;  en  d'autres  termes,  // 
existe  nécessairement  sur  Cs  (7)  2/1  points  fixes  par  lescpicls 
passent  toutes  les  courbes  du  réseau  d'ordre  n  qui  prend  ainsi 
naissance.  On  peut  aussi  déterminer  aisément  ces  2/1  points 
au  moyen  des  formules  ((>).  Considérons  la  courbe  rrprcsonice 
par  une  combinaison  Jinéaire  des  seconds  membres  de  (()),  et  for- 
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nions  en  conséquence,  au  moyen  des  trois  grandeurs  arbitraires  ^t, 
f  2,  (Sj,  Téqualion 


(8) 


llyi?k'^''ij^  -h  //iji73  ( 7^'  ?)  =  o. 


Cette  courbe  renferme  également  les  2/1  points  d'intersection 
constants  dont  il  a  été  parlé.  Mais,  dans  le  voisinage  dej  1  =  o, 
^2^0,  (8)  devient  le  faisceau  de  «  —  1  droites 

La  courbe  (8)  u  donc  au  point  71=  0,  j',=  o  un  point  multiple 
d'ordre  n  —  i  dont  une  tangente  (j',  =  o)  touche  la  courbe  (7). 
Par  conséquent,  en  ce  point  tombent  n  intersections  des  deux 
courbes  (7)  et  (8).  De  (8)  résulte  d'ailleurs 


(9) 


{227,i3,«.;.;t)«=m«jÎJÎ('/p/')'. 


jI  pouvant  maintenant  être  éliminé  à  l'aide  de  (7).  Mais  alors  il 
vient,  d'après  (2)  et  (5), 


;'û) 


'n*:rlAVA  =  (iiA  =  -^'f'^k^ 


si  l'on  désigne  par  la  notation  W^^  les  déterminants  mineurs  formés 
avec  les  quantités  {\\j^.  Le  second  membre  de  (9)  devient  par  suite 
le  déterminant 

w;,  AV..  w;,  7.  s, 
w'„  w;,  w;,  7.  ,9. 
W',.   w;,   w'„   V,  j5, 

7i       7i       y»       '»     " 

.Si  Si  ?4  "       O 


L'équation  (9)  se  décompose  donc  en  deux  autres,  savoir 

dont  la  seconde  seule  dépend  des  constantes  spéciales  |3  de  la 
courbe  (8);  la  première  fournit  en  conséquence  n  rapports  con- 
itlants^i  :j>2»  et  à  chaque  rapport  de  cette  espèce  correspond,  en 
vertu  de  (8),  une  valeur  dej-^y  également  indépendante  des  con- 
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stantes  (3,  de  sorte  qu'au  mojen  de  Véquation 

combinée  avec  (8)  on  troux^e  les  n  autres  points  d'intersection 
constants.  Car,  pour  ce  qui  concerne  la  valeur  de  >'3,  on  a  nécessai- 
rement, si  la  valeur  trouvée  au  moyen  de  (8)  doit  être  réellement 
indépendante  des  jS/, 

'"JiJi  — Jt "p — p "p 

ys^  —  yî's  yi^s  — ys^ 

_^3iyi-^""8«y»+^*^s»ya 
yi^i  — yi'i 

En  égalant  ces  quotients  deux  à  deux,  on  a  les  trois  conditions 

lesquelles  se  réduisent,  en  vertu  de  (ii),  à  la  condition  unique 

Mais  cette  dernière  relation,  multipliée  par  n^^J^^j\fn^  se  trans- 
forme, à  cause  de  (lo),  en 

^^«'l^y/Wi/.^  W'.  7A=  o; 
t     k 

et  cette  condition  est  en  fait  remplie,  parce  que  le  déterminant  W 
des  grandeurs  w]j^  s'évanouit. 

Actuellement,  l'introduction  des  fonctions  elliptiques  est  immé- 
diatement donnée  par  les  équations  (6).  Au  moyen  de  ces  der- 
nières, les  points  de  la  courbe  (7)  seront  en  effet  représentés, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  par  les  équations  (t.  Il, 
p.  358) 

p jj  zz:  sin'  am  a,     p j,  =  sin  am  «,     p/,  =  cos  am  a  .  A  aro  u. 

Si  donc  on  divise  dans  les  deux  membres  de  (6)  par  sin^amu,  on 
obtient  des  formules  de  la  forme 

(12)  (7ar/=Fl.»^(sin«am£^)4-FÎ''-«>(sin*amtf)^^î^^^ 

le  degré  des  fonctions  F/,  par  rapport  à  leur  argument,  étant  in- 
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diqué  par  l'indice  supérieur;  ce  degré  peut  d*ailleurs  être  encore 
abaissé,  ainsi  qu'il  sera  expliqué  plus  loin. 

Dans  les  équations  {i^),  on  peut  (semblablement  à  ce  qui  a 
été  fait  t.  II,  p.  390)  introduire  la  fonction  H(u)  à  la  place  de 
sinamu,  et  Ton  est  ainsi  immédiatement  conduit  de  nouveau  au 
théorème  d'Abel.  Chacune  des  expressions  qui  figurent  dans  le 
second  membre  de  (12)  s'annule  en  effet  pour  a/i  valeurs  de  l'ar- 
gument u.  Si  nous  désignons  ces  valeurs  respectivement  par 


ir 
«1» 

t 

a,. 

.  .  •  4 

*«+l» 

•  •  •  » 

*î«' 

m 

m 

m 

m 

m 

*1»     *î'      •••!     *rt»     */l-»-l»       •••»     *|/1> 


on  a,  d'après  la  proposition  dont  il  a  été  déjà  fait  usage  pour  les 
courbes  du  troisième  ordre  (*),  et  en  écrivant  de  nouveau  a  à  la 
place  de  a&^'*[u)  et  désignant  par  C/  des  constantes, 


(i3)  <r.r/=QH(«  — a'/').HlM  — a/')...H(a  — a^';). 

Mais  la  ligne  Xi=  o  coupe  C/i  en  n  points  seulement;  donc,  parmi 
les  a/i  valeurs  racines  de  l'argument  u  qui  se  présentent  dans  les 
seconds  membres,  n  sont  sans  usage  pour  nous,  en  tant  qu'appar- 
tenant simultanément  aux  trois  lignes  X\  =  0,  X2'=  o,  X3=  o.  Le 
fait  se  vérifie  directement  sur  les  équations  (4)-  Si  l'on  détermine 
en  effet  les  rencontres  d'une  droite  quelconque  (3^=:  o  avec  C«, 
cette  détermination  sera  nécessairement  réalisée  par  une  équation 
du  /!'*"•  degré  relativement  au  paramètre  i.  Si  l'on  porte  d'ailleurs 
dans  Px  =  o  les  valeurs  des  xi  tirées  de  (  4  ) ,  il  vient 

ce  qui,  en  vertu  de  (5),  est  encore  l'équation  (8)  ;  or  nous  avons 
déjà  démontré,  à  propos  de  cette  dernière,  qu'elle  possède  n  ra- 
cines complètement  indépendantes  des  ^i,  savoir  les  racines  de 
l'équation  (11).  Nous  pouvons  donc  poser 

t  »         _____      m  '         _____     »        ____     •"  -  '      t      ___      >» 

*rt+l *«+! *«+!»       */t+J */»+l  —  *.«+î>        •••1       «j/i — *j/i — ^i/iî 


(')  Cette  proposition  de  Hermite  est  au  fond,  pour  le  cas  de  ^  =  1,  identique  au 
théorème  général  sur  la  représentabilité  des  fonctions  algébriques  par  des  quotients 
de  fonctions  6.  {f^oir  Ribhanm,  op,  cit.,  §  27;  Clebsch  et  Gobdar,  op,  eit,,  p.  3^4  ; 
ROCH,  Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  99;  Wbbbb,  ib.,  t.  70,  p.  3 16). 
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et  SI  nous  faisons  en  sorte  que  le  facteur 

"  («  —  ««+1  )  •  H  («  -  «;,+,) .  . .  H(i/  —  a;„) 

qui  se  présente  dans  chacune  des  trois  équations  (i3)  s'absorbe 
dans  le  facteur  de  proportionnalité,  il  vient 

(i4)  (7jr,-=C/H(i/-«'/').H(«-a;'')...H(«-.a;;'). 

Actuellement,  pour  les  mn  arguments  ««,  «2,  . .  • ,  oimn  des  points 
d'intersection  de  notre  courbe  C»  avec  une  courbe  du  m'*"*  ordre, 
on  a,  d'après  le  théorème  connu  de  Hermite  (t.  II,  p.  890  et  suiv.) 
et  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  de  nouveau  dans  les  détails. 

(l5)  a, -f-a,H-.  .  .a,„^ZEw2r, 

9-  étant  égal  à  —  a^^^  —  a\^_^^ ...  —  a^^  ;  or  ce  n'est  là  autre  chose 
que  le  théorème  d'Abel,  car  le  paramètre  u  est  précisément  égal 
à  V unique  intégrale  finie  qui  appartient  à  C^  (t.  II,  p.  SSj), 


JC^  dz 

—  pour  z 


=:  smam//. 


Nous  n'insisterons  pas  une  fois  de  plus  sur  les  applications  du 
théorème  d'Abel  pour  la  détermination  des  courbes  de  contact 
dans  ce  eas  particulier  de  />  =  t  .  Rappelons  seulement  qu'ici  aussi 
il  faut  faire  usage  du  problème  de  V inv^ersion  étendu  (p.  266), 
dès  que  l*on  considère  des  courbes  ne  passant  pçis  par  tous  les 
points  de  la  courbe  primitive  C„  (*  ). 

Comme  pour  les  courbes  du  genre  zéro  (p.  294)»  on  peut  ici  se 
poser  la  question  inverse  de  savoir  si  par  des  équations  de  la  forme 
(4)  ou  (i4)  se  trouve  toujours  représentée  une  courbe  du  genre  i, 
et  comment,  s'il  en  est  ainsi,  se  déterminent  les  singularités  de  celle 


(*)  foiV  pour  les  détails  le  Mémoire  déjà  cité  de  Clebsch.  On  y  trouve,  traité  avec 
8oiD|  roxcmplc  d'une  courbe  de  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles,  y  compris 
en  particulier  la  détermination  de  ses  tangentes  doubles.  Ces  courbes  ont  été  étudiées 
au  point  de  vue  purement  algébrique  (dans  un  ordre  d'idées  d'ailleurs  tout  différent, 
par  Casey,  Chasles,  Quetelrt,  Cayley,  Habt.  (f'o/r  sur  ce  point  Salmox,  Higher  plane 
curies).  On  a  surtout  fait  des  recherches  sur  les  propriétés  métriques  des  courbes 
du  quatrième  ordre,  dont  deux  points  doubles  se  trouvent  aux  points  circulaires. 
Quant  à  l'équation  algébrique  dont  dépend  la  détermination  des  courbes  de  contact 
non  adjointes  et  de  l'ordre  n  —  3,  voir  C.  Jobdan,  Traité  des  Substitutions,  p.  33i. 
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courbe  (*).  Que  la  première  question  doive  recevoir,  en  général, 
une  réponse  aflirmative,  c'est  ce  qui  a  à  peine  besoin  d'explica- 
tion (^);  pour  ce  qui  concerne  la  seconde,  nous  allons  déterminer 
les  points  doubles  au  moyen  de  la  représentation  paramétrique 
de  C„y  ce  qui  au  surplus  résoudra  complètement  la  première.  On 
pourrait  d'abord,  en  prenant  pour  point  de  départ  les  équations  (6) 
combinées  avec  (7),  procéder  comme  il  a  été  enseigné  dans  la 
théorie  générale  des  transformations  unidéterminatives  d'une  courbe 
algébrique,  c'est-à-dire  au  moyen  de  la  courbe  M  =  o  (voir  p.  5); 
toutefois,  nous  nous  proposons  d'effectuer  cette  détermination  en 
faisant  uniquement  usage  des  variables  binaires  introduites  dans 
les  équations  (4)- 

Dans  la  recherche  dont  il  s'agit,  ces  dernières  équations  ne 
peuvent  d'ailleurs  être  employées  telles  qu'elles  sont.  Nous  avons 
vu,  en  effet,  que  les  expressions  qui  figurent  dans  leurs  seconds 
membres  s*évanouissent  simultanément  lorsque  la  condition 
^Ytw\'j^yi'/ff==  o  est  remplie,  et  la  cause  en  est  nécessairement  que 
les  expressions  en  question  renferment  toutes  les  trois  le  facteur 
yX2wj-;^y,yA,  le  carré  de  ce  dernier  se  présentant  comme  facteur 
de  l'équation  (9),  déduite  de  (8)  par  élévation  au  carré.  Actuelle- 
ment, pour  mettre  les  seconds  membres  de  (4),  au  moyen  d'une 
substitution  irrationnelle,  sous  une  forme  aussi  simple  que  pos- 
sible, le  mieux  est  d'avoir  recours  à  la  représentation  par  fonctions 
elliptiques,  c'est-à-dire  aux  équations  (12)  et  (i4)'  Introduisons 
dans  ces  dernières,  à  la  place  de  u,  un  nouveau  paramètre  (') 

fi6;  «'  =  1/ ï 

et  à  la  place  des  a  les  valeurs  constantes 

Q'J)  „(l)  _, 


(')  Des  questions  analogues  se  présentent  à  l'égard  d'une  autre  représentation  para- 
métrique d'une  courbe  de  genre /i  =  i,  laquelle  est  basée  sur  la  représentation 
d'une  fonction  algébrique  par  des  intégrales  de  deuxième  espèce  et  a  été  étudiée  par 
Hebmite  {Journal  de  C relie,  t.  82);  i^oir  aussi  la  note  de  la  paje  a32. 

(*)  Des  exceptions  pourraient  se  présenter  par  exemple  dans  le  cas  das  courbes 
décomposftbles. 

(')  Semblablemout  ce  qui  a  été  fait  pour  une  courbe  C,,  t.  II,  p.  891. 

ai. 
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en  sorte  qu'on  puisse  écrire  les  équations  (i4)  sous  la  forme 

(,7)  px,=  QH(.-p'/').H{.-p'/')...H(.-,9„") 

avec 

pf/)4.(3io^...  +  p(/)=o,     (/  =  i,a,3). 

Maintenant,  en  vertu  de  cette  dernière  relation,  on  peut,  en 
prenant  la  proposition  réciproque  du  théorème  plusieurs  fois  cilé 
de  Hermite,  donner  aux  équations  [ly),  si  n  est  pair,  la  forme 

(.8)  P^/=C,[F!ï)(p)  +  ^V(,_f.)(,-AV).FpV)], 

dans  laquelle  p  est  égal  à  sin^am^,  et  les  indices  supérieurs  desFi 
indiquent  Tordre  de  ces  fonctions,  et  si  n  est  impair,  la  forme  (') 

(19)  px,=  cIf!-'"")  (i.)f^  +  ^(.-^)(.-AV)-FS'^^.a)l. 

ou  si  nous  multiplions  par  y/fx  dans  les  seconds  membres 

(.9)-       px,=  q[f!-'-')  m  -i-  v/p.(,-^)(,_/V).Fi.^)(f.l]. 

Les  fonctions  elliptiques  ont  été  introduites  dans  les  équations 
(4)  au  moyen  de  la  substitution 

•20)  r • ^V=:sm'amtt. 

).  —  «,  Û3  — «i 

D'un  autre  côté,  la  variable  ^i  qui  se  rencontre  dans  (18)  et  (19) 
a  la  signification  suivante  : 


(21)  vu  =  smam(  u 1  = i — -i—] 

^      '  '•  \         nj  I  —  Â'u' 

)/  étant  défini  par  (20],  et  e  par 

(  22  )  v/s  =  sin  am  —  • 


(*)  La  modification  du  théorème  pour  ce  cas  peut  être  déduite  de  ce  qui  précède, 
en  prenant  par  exemple  ^^'  =  o  ;  alors  dans  le  premier  membre  doit  se  séparer  un 
facteur  \fi  =  sinamc,  et  il  reste  les  expressions  indiquées.  Le  résultat  oblenu  dsni 
(19)*  concorde  avec  celui  obtenu  pour  les  courbes  de  troisième  ordre,  t.  Il,  p.  4*^y 

car  on  a  pour  ces  courbes  -  (/i  -h  i)  =  a,  -  (n  —  3)  =  o. 
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Nous  avons,  en  conséquence,  passé  des  équations  (4)  aux  équa- 
tions réduites  (18)  ef  (19)  au  moyen  d'une  substitution  irration- 
nelle (ai)  qui  a  rendu  possible  la  suppression  des  facteurs  super- 
flus. Imaginons  enfin  qu'au  lieu  de  fx  on  ait  introduit  un  nouveau 

a  -H  jSz 

paramètre  r,  tel  que  fx= 3-,  et  nous  pourrons  énoncer  les  ré- 

sultats  obtenus  sous  la  forme  suivante  : 

Les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  d^  ordre  a  m  et  de 
genre  i  peuvent  toujours  se  représenter  sous  la  forme 


p^,=//'«'(3)±yr-«'(z)^R(»)(3), 

et  celles  d'un  point  d'une  courbe  d^ ordre  am  -h  i  sous  la  forme 

Nous  pouvons,  pour  une  courbe  d'ordre  /i,  réunir  les  deux  repré- 
sentations dans  la  formule  unique 

(a3)  .ox,=//*'(z)v/M±fi*'(*)v/N, 

en  convenant  de  prendre  /r  ^  -  /i,  /i  <  - /i  et  h-^k  =  —  a,  et  en 

supposant  en  outre  que  M  soit  de  l'ordre  n  —  aA",  N  de  Tordre 
n  —  2 A-  (en  sorte  que  le  produit  MN  soit  toujours  du  quatrième 
ordre).  En  fait,  les  équations  (a3)  représentent  toujours  une  courbe 
C/i,  car,  pour  les  points  d'intersection  avec  une  droite  Px=  o,  on 
trouve  l'équation  du  /»**■•  degré  en  z 

Les  points  doubles  de  la  courbe  (a3)  se  déterminent  par  la  cir- 
constance que  l'on  obtient,  pour  deux  valeurs  différentes  z,  z!,  des 
valeurs  des  xi  proportionnelles  les  unes  aux  autres.  Alors  ont  lieu 
les  équations  suivantes 

(24)  y:VM-hri-v^=^(/;-v^-+-?w'^X 

les  accents  se  référant  dans  le  second  membre  à  l'argument  z^  Les 
déterminants  ternaires  que  l'on  peut  former  avec  le  tableau 

/i     ?i    f[     Ù 
/a     ?»     /s     ù 
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par  la  suppression  d^une  Jigne  verticale,  divisés  par  z  —  -z',  seronl 
désignés  respectivement  par  F,  $,  F',  $',  en  sorte  que  ces  fonc- 
tions seront  respectivement 

en  2,  des  ordres         h  —  i ,     A-  —  i ,     //  -h  X  —  i ,     h  -{-  k  —  i 
et  en  a',  des  ordres     h  -^  k  —  i ,     //  4-  X-  —  i ,     h  —  i ,     k  —  1 . 

De  (  24  )  résuUe  alors 

v/Âî  :  vN  :  ^v^if  :  <t v'n"'  =  F  :  ♦  :  F'  :  4>\ 

ou 

^         F«N-*«M=11(3,3'):=0, 

^^  .  (    F'»N'  — ♦'*]Vr  =  a(z',z)=:u. 

Ces  deux  équations  sont  pour  le  premier  argument  du  degré  « — 2, 
pour  le  second  du  degré  un — 6,  el  ne  diffèrent  que  par  l'échange 
de  z  avec  z\  Si  donc  on  élimine  z'  entre  elles,  le  résultat  est  divi- 
sible par  Q.[z^  z)  et,  par  conséquent,  après  séparation  de  ce  fac- 
lour,  l'expression  restante  est  du  degré 

(/î  —  2)*  -h  (2//  —  6)* —  3/1  —  8=  (w  —  3)  (5/1  —  16). 

Mais  l'équation  ainsi  obtenue  possède  encore  un  facteur  sui'abon- 
dant,  car  les  équations  (^S)  ne  donnent  par  réciprocité  les  con- 
ditions des  équations  (9.4)  que  si  F,  4>,  F',  ^  ne  s'évanouisscni 
pas  simultanément.  Or  cette  dernière  circonstance  peut,  en  réa- 
lité, 6e  présenter.  En  effet,  parmi  les  équations 

(26)  F=:o,     ♦  — o,     F'=o,     ♦'^o, 

la  troisième  et  la  quatrième  sont  toujours  une  conséquence  des 
deux  premières.  Car,  puisqu'en  vertu  de  l'origine  de  ces  expres- 
sions on  a  toujours  identiquement 

on  aura  toujours,  pour  F  =  o,  ^  =  o,  les  trois  équations 

F'/;-f.*>;.=  o, 

desquelles  résulte  toujours  F'=  o,  4>'=  o  en  général  (c'est-à-dire 
si  l'on  n'a  pas,  par  exemple,  simultanément  y,' =  o,  cl»,  =  ^  ^^ 
(/j?3  — fz9'2  =  o)«  f^r,  d'après  ce  qui  précède,  les  ordres  de  F  el  ^ 
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sont  égaux  à  /i  —  i  et  A:  —  i  en  z,  et  k  h-^k  —  i  en  z'.  Le  nombre 
des  couples  de  racines  z,  ^  communs  aux  équations  F=:o, 
0  =  o  est  donc  égal  à 

(/,  +  /._-,)(/,  4.  ^._ 2)  =  (/i  —  3) (/i  —  4). 

Mais  chacune  des  expressions  (a5)  s'évanouit  au  second  ordre  en 
-vertu  de  (26);  si  donc  nous  considérons  ces  équations  comme  les 
équations  de  deux  courbes  par  rapp(**t  aux  coordonnées  3,  z',  les 
points  du  plan  qui  correspondent  aux  [n — 3)(/i  —  4)  couples  de 
valeurs  c,  z'  dont  il  a  été  parlé  sont  des  points  doubles  des  deux 
courbes,  et  par  conséquent  4{^  —  ^){^  —  4)  intersections  de  ces 
courbes  s\  trouvent  réunies.  De  Téquation  déduite  de  (sS)  par 
élimination  de  z'y  on  pourra  donc  séparer  un  facteur  du  degré 
4(n  —  3 ) ( /i  —  4)  ;  le  reste  est  alors  du  degré 

(  /<  —  3  ;  (  5  «  —  16)  —  4    //  —  3  )  (  /i  —  ^    =zii(^n  —  3  ) . 

Ce  fait  est  d'accord  avec  Texislence  de  -n(/z  —  3)  points  doubles, 

puisqu'à  chaque  point  double  correspondent  deux  arguments  et 
par  conséquent  deux  racines  de  Téquation  en  question.  Cette  der- 
nière possède  en  même  temps  la  propriété  qu'une  racine  z'  tirée  de 
(25)  est  toujours  une  fonction  rationnelle  d'une  racine  déterminée 
3,  et  que  z  est  la  même  fonction  rationnelle  de-z'.  On  résout  donc 
l'équation  du  n{n  —  3y*™«  degré  dont  il  s'agit  à  l'aide  d'une  équa- 
tion du  degré -/i(/2 —  3)etde-/2(/i  —  3)  équations  du  second 
degré. 

XIV.  — -  Les  courbes  du  genre  /j  —  2. 

JNous  nous  proposons  pour  finir  d'étudier  encore  en  détail  les 
courbes  du  nf^^*^  ordre  du  genre  p  =  'i.  Nos  recherches  générales 
précédentes  ont  déjà  fait  ressortir  que  ces  courbes  appartiennent 
toujours  à  la  classe  des  courbes  hjperelliptiques  [voir  p.  72,  note), 
c'est-à-dire  que  l'on  peut  toujours  assigner  un  faisceau  de  courbes 
adjointes  C;;_3  qui  les  coupe  en  deux  points  mobiles  seulement 
(déterminant  ainsi  sur  C,,  un  système  g\^'')  ;  d'où  cette  conséquence 
que  toute  courbe  du  genre  p  =  2  peut  être  ramenée  à  une  courbe 
du  quatrième  ordre  ayant  un  point  double,  et  cela  toujours  sous 
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la  forme  (p.  76) 

(i)  J?î?t(^i»'«'>)  — ^♦(•^i,-ri)  =  o. 

Le  fait  qu^il  existe  réellement  un  semblable  faisceau  de  courbes 
Gn-z  est  évident  5  car,  puisque  p  —  1  =  1  et/?2  —  2  =  2,  il  y  a  juste 
un  seul  système  simplement  infini  de  deux  points  pouvant  être 
déterminé  par  des  adjointes  C/i.j. 

On  pourra  faire  usage  de  ces  faisceaux  de  courbes  C„_3  pour 
effectuer  la  représentation  paramétrique  de  notre  courbe  C/i  comme 
des  faisceaux  de  courbes  On-t  dans  les  courbes  du  genre  ^  =  i.  Ce 
procédé  est  d'ailleurs  également  applicable  dans  les  courbes  hy- 
perellip tiques  de  genre  plus  élevé;  nous  allons,  pour  cette  raison, 
effectuer  immédiatement  la  représentation  paramétrique  pour  des 
courbes  hyperelliptiques  quelconques.  Une  courbe  de  cette  espèce 
a  été  définie  par  la  circonstance  quMl  existe  sur  elle  un  .système 
g^j  *;  il  y  a  donc,  en  toute  hypothèse,  un  faisceau 

de  courbes  G/,_j  déterminant  g^^*  par  leurs  intersections.  En  éli- 
minant les  Xi  entre  (i),  (2)  et  entre  F  équation  iix=  o,  et  en  négli- 
geant les  facteurs  indépendants  de  X  (^),  on  obtient  le  produit  des 
équations  des  deux  points  d'intersection  mobiles  sous  la  forme 

(3)  lIw,X:UiU,,=zO, 

les  Wik  étant  des  fonctions  du  n^^^°  ordre  en  X  dont  le  déterininanr 
est  nul.  On  a  donc  aussi,  comme  dans  le  cas  de  p=i,  pour  les 
coordonnées  des  points  d'intersection  mobiles  considérées  comme 
fonctions  de  /,  les  expressions  (p.  3 16) 

les  y,-  étant  encore  des  grandeurs  arbitraires,  et  Q,  /|,  /a,  U  ^^^ 


(*)  Il  y  a,  en  effet,  encore  ip —  4  points  de  base  du  faisceau  (1)  qui  sont  placéi 
en  des  points  fixes  simples  de  C^.  Pour  y  s=  a,  étant  admis  que  l'on  fera  usage  d'un 
faisceau  de  courbes  C,-,,  des  considérations  analogues  à  celles  du  texte  ont  été 
données  dans  Clebsch  et  Gobdan,  op,  cit.,  p.  77.  {f^oir,  sur  ce  sujet,  quelques  correc- 
tions de  Clebsch,  Math,  jénnalen,  1. 1,  p.  170.)  Pour  les  courbes  hyperelliptiques  quel* 
conques,  consulter  aussi  la  note  de  Cremona,  citée  p.  70.  ** 
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fonctions  rationnelles  de  X,  de  telle  nature  que  l'on  ait 
(5)  ///*Q  =  -Wa. 

Mais,  dans  le  cas  actuel,  le  degré  de  la  fonction  Q  en  X  n'est  pas  le 
même  que  dans  le  cas  de  p  =,i.  Ce  degré  est,  en  effet,  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  courbes  tangentes  comprises  dans  le 
faisceau  (a),  c'est-à-dire  (t.  II,  p.  171)  égal  à  (*) 

2  (  2  H-  />  —  I  )  =  2/>  -h  2. 

En  vertu  de  (5),  les  quantités  //sont  alors  du  degré  n — p —  1 
on  X,  caries  quantités  W/a  sont  du  degré  2/1. 
Si  donc  on  pose 

6)    ^  Q=--(>.  —  ^i)(>  — «î)...(>  — ^yj/H-î)» 

et  ensuite 

i     .>'i  =  (>-  — «i)(û8  — ^t)»    rî=(>'  — «i){«i  — ''i)f 

en  faisant,  pour  abréger, 

B)  ^^         '!i:ZJll,'ll^llUh       (r::=,,2....,2/>-,). 

«j  —  /#,     rt^3—  «î 

on  peut  représenter  les  fonctions  Wiky  h  comme  fonctions  homo- 
gènes w^f^  d'ordre  n  et  /)•  d'ordre  n — p  —  i  en  y^^  j^a,  et  l'on 
obtient  ainsi,  poiu'  les  a:,  les  expressions  rationnelles  par  rapport 
aux  j, 

10  ] 

De  (7)  et  (8)  se  déduisent  d'ailleurs  les  relations 


(*)  On  le  vérifie  encore  directement  par  la  recherche  du  déterminant  fonctionnel 
^^  /i  Xiy  Xt  4^^  détermine  les  points  de  contact  sur  /=  0. 
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de  sorte  qu'en  vertu  de  (6) 

(12)  Q  =  /w'.rirt(ri— rî)(ri— ^'îri)!/!  — ^•î^t)...(7i  — A:*^-ij!\ 

Par  conséquent,    entre  les  quantités  y  elles-mêmes^  existe,  en 
vertu  rfe  (  J7  ) ,  l'équation 

I     =(ri  — 72)(ri— ^•J-ij2)..-(rt— ^ip-tjj). 

Notre  courbe  C„  est  donc,  en  fait,  ramenée  par  la  substitution  (1 1  ♦ 
à  la  foime   normale   précédemment   indiquée  et   caractérisée 

(p-75)- 

Si  Ton  imagine  qu'inversement  Téquation  (i3)  soit  donnée,  H 

que  la  courbe  Cp^2  ainsi  représentée  soit  transformée  au  ihoveii 

des  formules  (10)  en  une  courbe  C«,  f[x)  =  o,  les  trois  courbes 

du  /i»^"*«  ordre  représentées  par  l'évanouissement  des  expressions 

qui  figurent  au  second  membre  de  (10)  devront  avoir  toutes  leur> 

intersections  avec  la  courbe  (i3)  commune,  excepté  n,  c'est  à-dire 

que,  [3<,  (3j,  jSa    étant  des  paramètres  homogènes,  les  courbes  du 

réseau 

ne  pourront  rencontrer  la  courbe  d'ordre  p  +  '->-  donnée  dans  (i) 
qu'en  n  points  mobiles.  Le  fait  se  vérifie  comme  au  cas  de  /;  =  i- 
En  eflct,  dans  le  voisinage  du  point  [ji  =  o,  j',=  o),  on  peut  rem- 
placer la  courbq  (i4)  parle  système  de  «  —  i  droites 

(Pv^')jirj(.>i  —  '^îri) •  "b'i  —  ^p  iJî)  =  ». 

dont  p  sont  indépendantes  des  |3|  et  en  même  temps  tangentes  de 
Cp^2  en  son  point  multiple  d'ordre  p.  Par  suite,  on  ce  dernier, 
toutes  les  courbes  du  réseau  (i4)  ont  un  point  multiple  d'ordre 
n  —  1;  donc 

[n  —  i)p  ~h  p=  np 

intersections  de  chacune  des  courbes  G«  ci-dessus  avec  €^,4.2  s  > 
trouvent  réunies.  On  démontre,  d'ailleurs,  aisément  (à  peu  prè> 
comme  p.  3 19)  que  n  autres  points  fixes  du  réseau  en  question 
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sont  donnés  sur  C^+2  pai*  Téquation 

Le  nombre  des  points  d^intersection  mobiles  de  cette  dernière 
courbe  et  des  courbes  du  réseau  est  effectivement  égal  à 

n  (/?  -^-  2)  —  np  —  «m  /i. 

A  l'aide  d^une  substitution  irrationnelle,  on  pourra  encore 
abaisser  les  ordres  des  seconds  membres  des  équations  (10)  de 
telle  manière  qu'il  ne  s'y  rencontre  plus  de  points  racines  com- 
muns. Mais  nous  n'entreprendrons  pas  ici  cette  recherche. 

Nos  explications  précédentes  sur  le  théorème  d'Abel,  s\ir  le 
problème  de  Jacobi  et  sur  l'extension  du  problème  de  l'inversion  (  *  ) 
conservent  ici  toute  leur  valeur,  ainsi  qu'il  suffit  de  le  rappeler  en 
un  mot.  Faisons  seulement  observer  que  pour  la  forme  normale 
{i3)  des  courbes  hyperelliptiques  toute  courbe  adjointe  C„_3  (ici 
Gp_<)  se  décompose  en  ^  —  i  droites  passant  par  le  point  multiple 
d'ordre  p. 

En  finissant,  nous  voulons  appeler  l'attention  sur./e  problème 
de  la  trisection  au  cas  de  p  =  1  qui  a  été  traité  en  détail  d'une 
manière  purement  algébrique,  et  qui  a  ainsi  conduit  à  des  ques- 
tions intéressantes  de  la  théorie  des  formes  binaires.  Soit 


\   i  I 


l'équation  de  la  courbe  primitive  C4  ;  y  et^  sont  ici  respectivement 
drs  fonctions  homogènes  l'une  du  deuxième,  l'autre  du  quatrième 
ordre  en  x,  j*  Nous  désignerons  par  s  elt  les  deux  intégrales  nor- 
males de  première  espèce  ;  nous  indiquerons  les  limites  supérieures 
par  l'addition  d'indices  supérieurs,  et  nous  choisirons  leur  limite 
inférieure  constante,  en  sorte  que,  o",  t  étant  des  grandeurs  don- 


(*)  Pour  ce  qui  concerne  les  intégrales  tiyperelliptiques,  voir  ce  qui  a  été  dit 
p.  x5i,  ei,  pour  le  théorème  d'Abel,  le  Mémoire  d'AoEL  cité  p.  200.  Sur  la  solution 
du  problème  de  l'inversion,  consulter  aussi  les  travaux  cités  p.  i3G,  de  Weierstrass, 
Neuman?!  et  Phth;  et.  pour  le  cas  particulier  de  /?  =  3,  le  Mémoire  de  Roseshai.n  cité 
p.  i85.  L'extension  du  problème  de  l'inversion  a  été  traitée  précédemment  pour /?  =  'i 
(p.  a6S  et  suiv.);  voir  aussi  le  travail  de  Brill  mentionné  au  même  lieu. 
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nées,  le  problème  d'inversion  de  Jacobi  se  présente  dans  les  équa- 
tions suivantes       , 

Soit  maintenant  (^  une  fonction  homogène  encore  indéterminée 
du  troisième  ordre  en  x,  ^  ;  l'équation 

(  1 8  )  zf  —  v=z  o 

représente  une  courbe  du  troisième  ordre  qui  a  de  même  en  x  =  o, 
j)^  =  o  un  point  double  dont  les  branches  touchent  les  branches 
de  la  courbe  (17).  Donc  six  des  douze  points  d'intersection  des 
deux  courbes  tombent  au  point  double  ;  on  obtient  les  autres  au 
moyen  de  l'équation  du  sixième  degré 

(il))  f.«— ,p.p=o,     ou     (>*  —  /=  o     (/=y.-f) 

qui  se  déduit  de  (17)  et  (18).  Mais  nous  nous  proposons  en  parti- 
culier de  chercher  des  fonctions  ç»,  telles  que  les  courbes  corres- 
pondantes (18)  aient  un  contact  du  second  ordre  avec  C4  en  deux 
points  différents.  Pour  ces  fonctions  l'équation  (19)  doit  avoir 
deux  fois  trois  racines  égales;  on  aura'donc  identiquement 

(20)  I'*— /=!/% 

u  désignant  une  forme  quadratique  ;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
il  faut  que  la  forme  donnée  du  sixième  or^dre  f{  =  <ff^)  puisse  être 
réduite  à  la  forme  J*=  v^ — "'  (M*  ^  chaque  manière  de  repré- 
senter la  fonction  f  sous  cette  forme  correspond  une  des  courbes 
de  contact  cherchées,  ou  plutôt  deux,  qui  sont  données  par  les 
équations 

Zf  —  <•  =  o     et     sy-hr  =  o. 

Sous  forme  transcendante  le  même  problème  est  représenté  par 
les  équations 


(*)  Ce  problème  de  transformation  a  d'abord  été  traité  par  Gatlkt  {Quarterly  Jour* 
nal,  t.  IX).  On  le  trou?e  résolu  d'une  manière  complète  et  en  connexion  afee 
le  problème  de  la  trisection,  dans  Glebscb,  Abhandlungen  der  K,  GeselUehafi  itr 
fVissenschaften  zu  Gôttingtn,  t.  XIV,  1869;  'voir  aussi  les  notes  de  Baiosoii  sur  cei 
objet,  Annali  di  Matemacica,  série  3,  t.  VIL 
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OÙ  c  et  7  désignent  des  constantes  qui  sont  indépendantes  des 
constantes  de  la  fonction  u.  Mais  Téquation  (i8)  est  évidemment 
satisfaite  aussi  de  la  manière  demandée  par  une  courbe  du  troi- 
sième ordre  improprement  dite  qui  se  compose  d'une  droite  comp- 
tant trois  fois  menée  par  le  point  double.  En  admettant  qu'une 
ligne  de  cette  espèce  coupe  la  courbe  donnée  en  deux  points 
auxquels  correspondent  les  intégrales  a^*^  a^^\  t^*^,  t^^\  on  a 
aussi  alors 

ou,  enGn,  P,  Q  désignant  des  systèmes  de  modules  de  périodicité 
liési  entre  eux, 

(-)  ! 

ce  sont  là  les  équations  du  problème  de  la  trisection  spéciale 
(p.  232).  Pour  P  =  o,  Q  =  o,  on  a  de  nouveau  la  solution  impro- 
prement dite  indiquée  il  y  a  un  instant,  et  qui  est  en  même  temps 
indéterminée.  Il  reste  encore  3* — i  =  80  solutions  proprement 
dites  qui  correspondent  aux  différentes  manières  d 'amener  '*la 
fonction  f  à  la  forme  v^ —  u*. 

Mais  parmi  ces  quatre-vingts  solutions  deux  sont  toujours  liées 
Tune  à  Tautre,  de  telle  façon  que,  si  Tune  conduit  à  m,  l'autre 
donne  —  v.  Considérons,  en  effet,  deux  solutions  pour  lesquelles 
les  périodes  P,  Q  sont  égales  et  de  signe  contraire,  et  désignons 
les  intégrales  qui  répondent  à  l'une  d'elles  par  les  indices  1,2, 
celles  qui  répondent  à  l'autre  par  les  indices  3,  4;  on  a,  d'après  (21), 

5(1)4.  ,(t)_^  j(8)_^  ,(4)4.  ^(l)_,_  ^(t)_  3[<y(l)4-  ff(«)]  ==  e, 

rCD-h  r(«^4-  /(»)4-  rf*)-+-  Tf*)  -h  t(*)=  3[tO>+  t(«)]  =  7. 

Les  points  de  contact  des  deux  courbes  de  contact  employées  sont 
donc  situés^  conjointement  avec  les  points  d'intersection  d'une 
droite  menée  par  le  point  double,  sur  une  courbe  du  troisième 
ordre  du  système  (18).  Mais  cette  dernière  est  coupée  en  quatre 
points  parla  droite  menée  d'une  manière  quelconque  parle  point 
double;  elle  se  compose  donc  de  cette  droite  et  d'une  conique; 
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celle-ci  doit  enfin  couper  C4  en  quatre  points  au  point  double,  y 
avoir  conséquemment  elle-même  un  point  double,  c^est-à-dire  se 
décomposer  en  deux  droites.  Donc  les  points  de  contact  de  Tune 
des  courbes  de  contact  sont  situés  conjointement  avec  ceux  de 
Tautre  sur  deux  droites  passant  par  le  point  double,  et  cela  dételle 
sorte  que  chacune  des  droites  renferme  un  point  de  contact  de 
chacune  des  deux  courbes  du  troisième  ordre,  car,  s*il  en  était 
autrement,  il  faudrait  qu'il  existât  aussi  des  équations  de  la  forme 

Uéquation  ^"^ — f=  o  doit  donc  fournir  les  mêmes  racines  pour 
les  deux  courbes,  c'est-à-dire  que  les  deux  fonctions  correspon- 
dantes {^  ne  peuvent  différer  que  par  le  signe  (*).  Deux  solutions 
de  cette  espèce  conduisent  ainsi  à  la  même  transformation  de  /, 
et  Ton  a  seulement  quarante  solutions  différentes  au  fond.  Ces  der- 
nières sont  groupées,  d'ailleurs,  les  unes  par  rapport  aux  autres 
d'une  façon  très  remarquable,  ainsi  qu'il  résulte,  d'une  part,  de 
la  théorie  des  formes  binaires,  d'autre  part,  de  celle  des  équations 
de  division  pour  le  cas  de  />  =  a  (  ^  ).  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'appro- 
fondir ces  recherches.  Nous  nous  contenterons  d'appeler  rattenlion 
sui:  la  connexion  intime  de  ces  questions  purement  algébriques  et 
de  celles  qui  proviennent  des  problèmes  de  l'inversion  et  de  la  di- 
vision des  intégrales  abéliennes,  connexion  que  nous  avons  plu- 
sieurs fois  mise  en  lumière  et  expliquée  au  cas  de  p  =  i,  en  consi- 
dérant les  systèmes  de  points  sur  une  courbe  du  troisième  ordre 
[voir  spécialement  t.  II,  p.  4^7  et  suiv.). 


(*)  Cela  résulte  au  surplus  de  la  manière  complètement  symétrique  dont  se  com- 
porte la  courbe  primitive  vis-à-vis  de  la  ligne  s  =  o. 

(')  F'oir  Camille  Jordan,  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences. 
avril  1869. 
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CHAPITRE  II. 


LES  CONNEXES. 


I.  —  Formes  algébriques  ternaires  à  plusieurs  séries  de  variables. 

Systèmes  équivalents. 

Dans  DOS  éludes  antérieures,  nous  avons  considéré  le  plus  sou- 
vent comme  figure  fondamentale  une  courbe  particulière  envisagée, 
soit  au  point  de  vue  tangentiel,  soit  au  point  de  vue  ponctuel  :  ou, 
pour  parler  le  langage  de  l'Algèbre,  nous  avons  pris  comme Jbrme 
fondamentale  une  forme  ternaire  dont  Tévanouissement  représen- 
tait précisément  la  courbe  dont  il  s'agit,  et  Tétude  des  invariants, 
des  covariants  et  des  formes  mixtes  de  cette  forme  fondamentale 
s'est  présentée  à  nous  comme  se  confondant  au  fond  avec  l'étude 
des  propriétés  projectives  de  la  susdite  courbe  et  des  figures  qui 
en  sont  déduites.  Cependant  l'Algèbre  doit  se  proposer  la  tâche 
d'étudier  aussi  les  formes  fondamentales  qui  comprennent  plusieurs 
séries  de  variables,  coordonnées-points  x/,^/,  . . . ,  ou  coordonnées- 
lignes  M/,  s^i,  . . . ,  ainsi  que  le  cas  s'est  déjà  présenté  dans  les  po- 
laires d'une  courbe;  problème  qui,  à  cause  de  sa  généralité,  sem- 
blerait d'abord  étranger  à  la  Géométrie.  Mais  il  y  a  ici  un  fait  très 
important,  c'est  que  l'élude  de  ces  formations  tout  à  fait  géné- 
rales peut  toujours  être  ramenée  à  l'étude  d'un  système  simultané 
déformes  dont  chacune  renferme  seulement  une  série  de  coor^ 
données-points,  ou  une  série  de  coordonnées-lignes,  ou  bien  une 
série  de  coordonnées-points  et  une  série  de  coordonnées-lignes 
{^"voir  aussi  1. 1,  p.  335  ).  Conjointement  avec  la  courbe  (  considérée 
comme  figure  ponctuelle  ou  tangentielle)  se  présente  donc  algé- 
briquement au  même  titre  la  figure  représentée  par  l'annulation 
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d'une  forme  mixte  quelconque  (*  ),  figure  que  l'on  désigne  sous  le 
nom  de  connexe^  et  dont  l'étude  attentive  est  également  réclamée 
par  la  Géométrie,  l'Algèbre  et  la  Géométrie  étant  destinées  à  se  faire 
avancer  l'une  l'autre  par  une  action  réciproque  et  constante.  Tou- 
tefois, avant  d'approfondir  les  connexes,  il  sera  bon  d'expliquer 
en  quelques  mots  les  théories  algébriques  indiquées  et  de  les 
éclaircir  par  des  exemples,  sans  que  nous  puissions,  d'ailleurs^ 
viser  à  être  complet. 

Deux  systèmes  de  formes  algébriques  seront  appelés  e^uiVa/e/i/5 
lorsque  tous  les  invariants  fonctionnels  de  l'un  sont  compris  parmi 
ceux  de  l'autre,  et,  réciproquement,  lorsque,  par  conséquent,  Ten- 
semble  des  invariants  fonctionnels  que  Ton  peut  former  est  iden- 
tique pour  les  deux  systèmes  ;  or  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  toutes  les  formes  de  l'un  des 
systèmes  soient  des  covariants  simultanés  des  formes  de  l'autre 
système,  et  réciproquement.  On  pourra  donc,  pour  un  système 
donné,  trouver  des  systèmes  équivalents  de  plusieurs  manières  très 
diverses  ;  toutefois  on  choisira  de  préférence  pour  l'étude  certains 
systèmes  plus  particulièrement  appropriés  à  l'objet  qu'on  a  en  vue. 
Un  système  de  cette  espèce,  très  important  pour  notre  but,  est  celui 
qu'on  appelle  le  système  réduit  équivalent  des  formes  proposées, 
et  qui  est  caractérisé  par  la  circonstance  que  chacune  des  formes 
qui  en  font  partie  renferme  une  seule  série  de  coordonnées  de  la 
même  espèce,  alors  même  que  dans  la  forme  primitive  se  trouve- 
raient plusieurs  séries  de  cette. sorte.  Faisons  observer  immédiate- 
ment ici  que  toute  forme  déduite  d'une  forme  donnée  II  parle 

procédé  invariant 

dn  an  an 

ÔXi  <7Xj  OJC^ 

c'est-à-dire  par  formation  polaire,  doit  être  considérée  comme  un 
covariant  de  la  forme  II,  ainsi  que  nous  l'avons  toujours  fait  pour 
les  polaires  d'une  courbe.  Conséquemment,  le  système  équivalent 
d'une  forme  à  deux  séries  de  variables  (x/,  j/),  par  exemple,  qui 
est  la  polaire  d'un  certain  ordre  d'une  forme  à  une  seule  série  de 
coordonnées-points,  se  compose  simplement  de  cette  dernière  forme 

(*}  Jusqu'ici,  an  contraire,  nous  n'avons  considéré  les  formes  mixtes  qu'en  tsnt 
que  figurant  parmi  les  invariants  fonctionnels  d'une  forme  à  une  série  de  variables. 
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elle-même.  La  question  proposée  ne  commence  donc  à  présenter 
de  rintérét  que  pour  les  formes  représentables  symboliquement 
par  le  type  (  *  ) 

sans  cependant  provenir  de  la  forme  a!^  V^  par  formation  polaire. 
Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  m  =  n  =  i  ;  alors  Téquation 
axhy-=-  o  représente  la  transformation  dualistique  la  plus  générale, 
car  (pour  ai]^=  ciiï>k)  à  tout  point  j'  répond  une  droite  ayant  pour 
coordonnées 

Dans  le  cas  seulement  de  aik=aftij  cette  transformation  se  con- 
fond avec  la  réciprocité  polaire  qui  a  pour  base  la  conique 
SZa/AX/XA=o,  c'est-à-dire  ax^x=o;  donc,  dans  ce  seul  cas, 
a^by  est  la  polaire  de  la  forme  a^rix  (^)« 

Nous  voulons,  dans  ce  qui  suit,  nous  borner  à  l'exemple  que 
nous  venons  d'indiquer,  c'est-à-dire  au  cas  où  deux  séries  de  coor- 
données-points se  rencontrent  dans  une  forme  fondamentale  (i). 
Nous  pourrons  expliquer  suffisamment,  à  ce  propos,  le  fond  des 
recherches  dont  il  s'agit  (^).  Nous  disons,  dans  ce  cas,  que,  pour 
m  supérieur  à  n,  le  système  des  formes 


(2)     9^=a^b%,     ^,=  aT'b%''[abu].      ...,     <f,=  [abuYa 


X 


est  équivalent  à  la  forme  f=^o^l>"  dans  le  sens  indiqué.  La 
forme  f  est  donc  alors  remplacée  par  une  série  de  formes  qui 
offrent  un  caractère  plus  simple  en  ce  qu'une  seule  parmi  elles  est 
du  même  degré  total  que  f,  mais  ne  renferme  qu'une  série  de 


(')  Cette  notation  symbolique  a  déjà  été  employée  occasionnellemeot,  t.  II,  p.  i54 
et  suir. 

(')  Nous  ne  reviendrons  plus  dans  la  suite  sur  les  formes  bilinéaires.  Faisons 
seulement  observer  ici  que  celles-ci  ont  été  étudiées  sous  les  points  de  vue  les  plus 
divers.  Pour  la  théorie  algébrique,  voir  surtout  les  Mémoires  de  Kronecker,  dans  les 
Comptes  rendus  mensuels  de  VAcadémiede  Berlin,  année  187'!. 

(')  Le  problème  relatif  aux  formes  renfermant  un  nombre  quelconque  de  Tariables 
et  un  nombre  quelconque  de  séries  de  variables  a  été  traité  en  général  par  Clebsch, 
dans  le  Mémoire  cité,  t.  I,  p.  335,  et  qui  forme  la  base  des  développements  du  texte. 
On  trouve  aussi  un  exposé  sommaire  de  ce  Mémoire  dans  les  Math.  Annalen,  t.  V» 
p.  427. 

Glbbsch.  —  Géométrie,  III.  22 
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coordonnées-points,  tandis  que  les  autres  sont  d'un  degré  total 
moins  élevé;  l'expression  degré  total  désignant  ]a  somme  des  de- 
grés par  rapport  aux  x  et  par  rapport  aux  u,  c'est-à-dire  ici  les 
nombres  respectifs 

m-\-  n  —  I ,     m  -^  n  —  2,      .  . . ,     m. 

Nous  avons  maintenant  à  montrer  que  les  fonctions  9/  sont  des 
invariants  fonctionnels  de  y,  et  qu'inversement/*  est  un  covariant 
simultané  des  fonctions  (f|.  Mais  le  premier  point  est  déjà  évident 
par  la  loi  symbolique  de  formation  des  cp/;  rappelons  au  surplus 
que  les  cp/  dérivent  de/* par  l'application  réitérée  d'un  procédé  in- 
variant (t.  I,  p.  335).  En  effet,  on  déduit  simplement  90  de  y*  en 
posant  X  =y,  et  cfi,  92,  ...  dérivent  semblablemçnt  des  fonctions 
suivantes  : 

mnff\  z=  mna^-^  b^r^  (abu) 

\dx^djr^       dx^ày^j^       \àx^dyx       àxiôfi)"' 
Jll ^V. 

(;n~-i)(/i-i)y;=(/i/-i)(/i-iX-*^rM«^")' 

\dxiâjrt       àx^djrj   *' 
et  ainsi  de  suite.  On  a,  par  conséquent, 

Il  nous  reste  maintenant  uniquement  à  démontrer  que  y* est 
également  un  invariant  fonctionnel  des  91.  C'est  à  quoi  l'on  par- 
vient en  représentant  y  comme  une  somme  de  formes  dérivées  des 
formes  (fi  par  un  procédé  invariant.  Posons,  en  effet,  d'abord 
dans  ces  dernières, 

ou,  en  d'autres  termes,  déduisons-en  les  formes 
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Désignons  ensuite  par  D  le  procédé  polaire  invariant 

^        du  dn  du  , 

^,        dn'^         dn'  du' 


Alors  toutes  les  formes  D^^i  sont  évidemment  des  invariants  fonc- 
tionnels des  formes  f/,  et  nous  disons  que  laJormef=  a^b^peut 
toujours  se  représenter  suwant  le  type 

les  «1  désignant  des  facteurs  purement  numériques  et  à  détermi- 
nation unique. 

Pour  la  détermination  des  coefficients  a,*,  on  n'obtient^  en  effet, 
par  identification  des  deux  membres  de  (4)»  qne  des  équations 
linéaires  et  précisément  en  nombre  voulu.  Soit,  par  exemple, 

/W  =  3,       /t  =  2, 

d'où 

et  ensuite,  pour  abréger, 

il  vient 

(5)  j    D^,=  /+     f-^7/\ 

L'équation  (4)  se  transforme  donc  en 

/=  (2ao-4-  aj-i-  a,)/-i-  (l2ao-+-  «i  —  2««)/  -+-  (6ao—  ^a^H-  a,)/', 

et  Ton  a  conséquemment,  pour  les  a/,  les  équations 

i2ao-l-     «1  —  2a2ino, 
6ao — 2«|-+-     aj=io, 

d'où,  en  résolvant, 

^      '  20  5  2 

22. 
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en  sorte  que 

Semblablement,  dans  le  cas  général,  les  termes  du  second  membre 
sont  des  fonctions  linéaires  des  /z  -h  i  formes 

d'où,  en  vertu  de  (4)» 

les  (3/  étant  des  combinaisons  linéaires  des  a/  à  Tégard  desquelles 
doivent  avoir  lieu  les  équations 

Il  nous  reste  encore  seulement  à  montrer  que  ces  dernières  équa- 
tions donnent  toujours  un  système  de  valeur  déterminé  des  a/. 
Or  Téquation  identique  (4)  donnée  pour/ doit  être  satisfaite  iden- 
tiquement si  Ton  pose 

et  cela  indépendamment  de  X,  c'est-à-dire  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  X  doivent  être  égaux  dans  les  deux  membres. 
Mais,  par  cette  substitution,  ^i  se  transforme  en 

et  généralement  (p/  en 

Si  donc  nous  faisons,  dans  Péquation  qui  a  cette  origine,  X  =  o, 
nous  obtenons  une  équation  dans  laquelle  Uq  entre  seul,  et  ce 
nombre  se  trouve  complètement  déterminé  par  là.  Dans  le  coef- 
ficient de  X  au  second  membre,  il  n'entre,  conjointement  avec 
des  termes  provenant  de  D^^po»  que  des  termes  provenant  de 
D''~~^(f/i;  donc,  dans  ce  coefficient,  figurent  seulement  «o  ^^  ^n 
ce  qui  détermine  «i,  et  ainsi  de  suite.  Enfin,  dans  le  coefficient 
de  Xv,  av  entre  seul  avec  les  nombres  déjà  connus  maintenant  ««i 
«,,  ....  av.i.  On  peut  donc  calculer  successivement,   en  réalité, 
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tous  les  Uiy  et  l'existence  de  V équation  (4)  ^^  troui^e  ainsi  dé^ 
montrée  (*). 

Effectuons  ce  calcul  pour  notre  exemple,  c'est-à-dire  pour  la 
forme  a^by.  En  employant  les  abréviations 

OÙ  les  indices  marquent  combien  de  facteurs  symboliques  a^,  b^ 
sont  à  remplacer  par  des  facteurs  a^,  bzi  nous  obtenons^  par  la 
substitution  ^  =  a:  +  Xz, 

f^al[h^^\b^Y  =/oo-+-2/ojX  +/o,À«. 

/'  =  ««  6x(^;r-+- X«^)  (*x-*- X^;,)  =/ooH- (/o,  4-/,o)> -^/ii^\ 
f''=a^bl[a^-^\a^Y  =/oo-+-2/io>  -*-/îo>'. 

Il  vient  ensuite,  dans  le  premier  membre  de  (4)? 
et  dans  le  second  membre,  en  vertu  de  (5), 

D'-i/o = 20/00  -f-  >(i6/oi  "♦-  24/10)  ■+-  '^M^/ot  -h  12/11  -h  e/jo  )> 

ly^.zzz  M3/oi-     3/10)-+-      XM/oi-+-      /ll-2/,o), 

De  là  se  déduisent  les  équations 

1  =  20ao, 

2/01=  (l6aoH-  3a,)/oi-+-  (a4«o—  3ai)/,o, 
/oî  =  (2ao4- «1 -H  a,)/o,-i- (l2ao  H- ai  —  2a,)/ii -h  (6ao  —  a«j  +  a,)/2o, 

d'où,  pour  les  a/, 

I  =  20*0,      2  =  l6ao-f- 3ai,      I  =  2ao-i- «i-h  aj, 

qui  servent  de  nouveau  à  trouver  les  valeurs  (6). 

On  apercevra  facilement,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dît,  com- 
ment il  faudra  procéder  au  cas  où  plusieurs  séries  de  coordonnées- 


(*)  La  détermination  effective  des  nombres  a  se  fait,  en  général»  en  partant  des 
développements  correspondants  relatifs  aux  formes  binaires,  tels  qu'ils  ont  été  établis 
par  GoBDA!«,  Math,  jinnalen,  t.  III,  et  Clebsch,  Théorie  der  hinàren  Pormen,  §  8.  Voir 
aussi  Clebsch,  îoc.  cit,,  et  Gorda»,  Math,  AnnoXen,  t.  V,  p.  loo. 
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points  ou  bien  de  coordonnées-lignes  se  présentent  en  même 
temps  dans  la  forme  primitive/*.  C'est  ce  que  nous  allons  expliquer 
sur  un  seul  exemple  :  Nous  chercherons  le  système  réduit  équiva- 
lent de  la  forme 

(7)  /=''Î*>.S 

qui  renferme  deux  séries  de  coordonnées-points  et  une  série  de 
coordonnées-lignes.  Nous  procéderons  d'abord  comme  pour  la 
forme  (i),  en  n'ayant  égard  qu'aux  x  et  auxj^;  alors^  à  la  place  des 
formes  (s),  si  l'on  écrit  (^  au  lieu  de  u  comme  dans  l'endroit  cité, 
se  présentent  les  suivantes  : 

Parmi  ces  formes,  la  première  appartient  déjà  au  système  réduit 
dey*.  La  dernière  renferme  deux  séries  de  coordonnées-lignes  (u 
et  (')y  et,  par  conséquent,  est  à  traiter  de  la  même  manière  que  la 
forme  (i),  à  part  l'interversion  dualistique.  La  forme  (f^  est  donc 
équivalente  au  système  des  formes  suivantes  : 

si  l'on  désigne  par  Qjc  le  procédé  invariant 

un  —  (  ^'"    —  J1IL\  r 
^^^    '  /  d«n  d^n  \         /  ^'n  d^u  \ 

\du^ôt'i       duiôp^)   *       \duidvf       dufÔPiJ'  *' 
Or  on  a 

Le  système  réduit  équivalent  de  la  forme  cf 2  se  compose  donc  des 
formations 

Il  nous  reste  maintenant  à  traiter  encore  la  forme  f  1 .  Nous  la  con- 
sidérerons d*abord  comme  dépendant  seulement  de  u  et  Vy  et  nous 
lui  appliquerons,  par  suite,  le  procédé  Q^  défini  par  (9),  en  nous 
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coD tentant  d'écrire,  dans  le  second  membre  de  (9),  jv  au  lieu  de 
Xi.  Alors  (fi  devient  d'abord  équivalent  à 

(il)       f^^^z=:  [abu)axbxUÎ     et     -a^.yi=  (fl^ft.— a,fc^)a^^^ir.. 

Cette  dernière  forme  renferme  encore  deu&  séries  de  coordonnées- 
points  et  une  série  de  coordonnées-lignes;  son  système  réduit 
équivalent  est  donc  encore  à  établir  comme  pour  la  forme  (7). 
Par  conséquent,  si  nous  n'avons  pas  égard  aux  u,  nous  obtenons 
les  formes 

si  0|,  désigne  le  procédé  réciproque  de  Q^ri  ou  autrement  dit,  si 
Q!^  est  défini  par  (9),  à  la  condition  d'écrire  x  au  lieu  de  u,  y  au 
lieu  de  i^  et  1^  au  lieu  de  x.  On  a  donc 

Les  formes  fn,  fia  se  comportent  alors  par  rapport  à  A^fi 
comme  les  formes  (8)  par  rapport  à  (7).  Mais  la  forme  f  12  ren- 
ferme encore  deux  séries  de  coordonnées-lignes  ;  elle  est  donc  équi- 
valente aux  formes 

(i3)  if\i=^[abu)u^[a^b^-^a^bjc]     et     a^^.,,, 

avec 

(14}  ^yf\2=  i^yà^—  bya^][a^b^  -+-  a.^x)- 

Or,  cette  forme  renferme  encore  deux  séries  de  coordonnées- 
points  ;  elle  est  donc  équivalente  aux  formes 

Le  système  réduit  équivalent  de  la  forme  (7)  serait,  par  suite, 
donné  d'abord  par  les  neuf  formes  cpo,  Çio?  Çn?  9,2»  Î*i2>  ?7a>  9aor 
?2M  cp22  qui  sont  respectivement  définies  dans  les  équations  (8), 
(11),  (12),  (i3),  (i5),  (10).  Mais  parmi  ces  formes  il  y  en  a 
encore  deux  de  superflues,  comme  dérivant  des  autres  par  un  pro- 
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cédé  invariant.  La  raison  en  est  que  la  forme  cpt  =^{abç)axbxu\ 
satisfait  identiquement  à  Téquation  différentielle  (*) 

^     '  ^        OJ^iOi'i       ox^oof       duTjdi', 

comme  on  le  vérifie  aisément,  et  que  le  système  réduit  équwalent 
d'une  forme  de  cette  espèce  comprend  toujours,  en  général,  un 
nombre  déformations  moindre  que  celui  d*  une  forme  ne  satisfai- 
sant pas  à  r équation  différentielle  (i6). 

La  démonstration  générale  de  ce  dernier  énoncé  est  facile.  Nous 
ne  Teffectuerons  toutefois  que  pour  l'exemple  actuel.  Si  nous 
posons,  pour  abréger, 

f^=z  [aùv)ascbjct'î  =  rluiv^, 
il  vient 

Donc  la  circonstance  que  fi  satisfait  à  Féquation  (i6)  peut  être 
exprimée  par  le  fait  que  toutes  les  formations  invariantes  possé- 
dant le  facteur  symbolique  /\,  que  Ton  peut  .déduire  de  (pi,  s'éva- 
nouissent identiquement.  Pour  le  système  réduit  équivalent  de  fiy 
nous  aurions  d'abord,  dans  ce  mode  de  notation,  les  formes 

?\t  =  ^{  ^'^^)  '**'••>     fit  =  (  "^ra  —  «/,r,)  r,. 

Mais,  comme  les  termes  qui  renferment  le  facteur  symbolique  /*, 
doivent  disparaître,  il  vient 


y,,=  2w,r„r,M.=  - 


\  djci  du  i       dx^  âuf       dr,  du^  ) 

**        ^  *  2  \dxidui       âxjdui       dx^dtt^j 

Indépendamment  de  l'identité  ^oi'i  =  o,  on  a,  en  outre. 


(')  Le  fait  que  le  procédé  9  est  réellement  inrariant  se  reconnaît  immédiatement 
sur  la  représentation  symbolique  du  résultat  qui  en  est  déduit.  {Voir  aussi  t.  Il* 
p.  a85.) 
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Mais  par  là  les  formes  cf^^,  ç^a»  ?n  *^"^  caractérisées  comme  inva- 
riants fonctionnels  des  formes  respectives  f^o^  ^m  et  doivent,  en 
conséquence,  être  omises  dans  le  système  équivalent  à  (f|.  Ce  der- 
nier se  compose  donc  des  deux  formes 

[17)  y,o=r«//îf/,,     fn={Trx)rlu^. 

On  a  de  même,  en  général,  cette  proposition  que  le  système 
réduit  équwalent  d'une  forme  9  à  deux  séries  de  coordonnées 
similaires  [cogrédientes)  et  à  une  série  de  coordonnées  dissimi- 
laires aux  premières  [contragrédientes)  satisfaisant  i  l'équation 
(16),  cest'à-dire  à  d<p=  o,  je  forme  en  réduisant  d' abord  seule- 
ment par  rapport  aux  deux  séries  similaires  et  en  égalant  entre 
elles ^  dans  le  système  obtenu,  les  séries  similaires  [des  variables 
contragrrdientes)  qui  se  présentent.  En  effet,  Çh  se  déduit  direc- 
tement de  la  forme  -'iî^cpi  si  Ton  fait  x=y  dans  cette  dernière. 

Le  système  réduit  équivf aient  de  la  forme  (7)  f=  a^b'yu'l  se 
compose  donc  finalement  des  six  formes 

celles  qui  sont  marquées  d^un  astérisque  satisfaisant  à  l'équation 
différentielle  (16). 

Mais,  dans  la  réduction  qui  repose  sur  l'introduction  du  système 
réduit,  on  peut  faire  encore  un  pas  de  plus.  Il  est,  en  effet,  pos- 
sible de  ramener  chacune  des  formes  du  système  réduit  à  un  cer- 
tain nombre  d'autres  formes  dont  chacune  satisfait  à  Téquation 

a»  d*  ô^  ,.. 


dx*  du  Y       dx^  du^       ôx^  ôu^ 


(' )  Le  fait  que  toute  forme  mixte  8  peut  être  développée  en  une  série  de  la  forme 

8  =  [8;]  -+-  a,  «,  [8.]  -H  at.« *  [8.]  i-  . . ., 

les  [8j]  satisfaisant  tous  à  l'équation  diflerentielle  en  question,  a  été  démontré  d*abord 
par  GoRDAN,  Ueber  Combinanten  {Math,  jénnalen,  t.  V,  p.  102  et  suiv.).  Le  déyelop- 
pement  en  série  est  surtout  utile  lorsqu'il  s'agit  de  séparer  d'une  expression  donnée 
un  facteur  u^  ;  elle  donne  pour  cela  une  méthode  çénéralc,  car  il  suffît  alors  de  cal- 
culer lek  formes  [8)^],  [8x+|] 
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Il  résulte  de  là  que,  dans  la  théorie  des  formes  algébriques  ternaires 
(en  tant  qu'il  s'agit  de  l'établissement  des  systèmes  complets),  on 
peut  se  borner  à  la  recherche  de  celles  qui,  dans  chaque  classe 
de  variables,  renferment  une  seule  série  et  satisfont  en  outre  à 
l'équation  (i6).  Nous  appellerons  un  système  de  cette  der- 
nière espèce  un  système  réduit  proprement  dit;  tel  est  déjà,  par 
exemple,  le  système  donné  pour  la  forme  (i)  par  les  formes  o 
qui  interviennent  dans  (a),  ce  dont  on  s'assure  aisément.  Les 
formes  (i8),  au  contraire,  ne  forment  pas  un  système  réduit  pro- 
prement dit. 

Ici  se  présente  la  question  de  savoir  dans  quelle  mesure  les 
coefficients  de  la  forme  primitive  f  étant  supposés  indépendants 
entre  eux,  ceux  du  système  réduit  proprement  dit  sont  aussi  indé- 
pendants les  uns  des  autres,  abstraction  faite  naturellement  des 
relations  linéaires  données  par  (i6);  et  de  fait  on  démontre  que 
ces  coefficients  sont  bien  indépendants  les  uns  des  autres.  Par 
conséquent,  dans  les  formes  ternaires,  la  théorie  d'une  forme/ 
contenant  un  nombre  quelconque  de  séries  de  coordonnées-points 
et  de  coordonnées-lignes  peut  être  remplacée  non  seulement  indi- 
viduellement, mais  encore  généralement  par  celle  d'un  système 
simultané,  à  nombres  classificateurs  correspondants,  formé,  du 
reste,  d'une  manière  arbitraire,  système  dont  les  formes  renferment 
toutes  au  plus  une  seule  série  x  et  une  seule  série  u,  et  satisfont 
aux  équations  (i6).  On  obtiendra,  en  particulier,  un  tel  système 
pour  chaque  cas  au  moyen  du  système  réduit  proprement  dit,  en 
suivant  la  voie  indiquée  plus  haut. 

En  résumant  la  marche  précédente  expliquée  par  le  dernier 
exemple,  on  opère  de  la  manière  suivante  la  formation  du  système 
réduit  proprement  dit  : 

I**  Si  y  renferme  une  série  dr  x  et  une  série  de  u,  on  établit  les 
formes 


et  l'on  détermine  les  nombres  a,  /3,   ...  de  telle  sorte  que  les 
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formes 


satisfassent  toutes  à  Téquation  (16).  Les  quantités  oLj  ^  sont  ici  dé- 
terminées complètement  et  sans  ambiguïté  ;  ce  que  nous  ne  déve- 
lopperons pas  ici  ["voir  Goedàn,  loc,  cit.).  Les  formes  cp  compo- 
sent le  système  réduit  proprement  dit. 

2"  Si  f  renferme  seulement  deux  séries  similaires,  telles  que  x 
ely,  on  peut  poser  symboliquement y=  a^by.  Les  formes  du  sys- 
tème réduit  proprement  dit  sont  alors 

3"  Si  y  renferme  plus  de  deux  séries,  il  y  en  a  parmi  elles  au 
moins  deux  similaires.  Relativement  à  ces  dernières,  on  remplace 
f  par  les  mêmes  formes  que  dans  a®.  On  traite  les  formes  ainsi 
obtenues  de  la  même  manière  relativement  à  deux  séries  similaires 
qui  s'y  trouvent,  et  Ton  arrive  ainsi  finalement  à  un  système  réduit 
proprement  dit.  Seulement  de  ce  dernier  disparaissent  diverses 
formes,  parce  que  les  formes  f  mentionnées  dans  2°  ont  déjà  la 
propriété  spéciale  de  satisfaire  à  Téquation  (16)  relativement  aux 
séries  x,  u,  La  continuation  des  opérations  à  exécuter  ici  conduit 
donc  au  problème  suivant  par  la  solution  duquel  tout  est  ter- 
miné :  Une  forme  f  renferme  trois  séries  Xy  j,  u,  et  satisfait 
à  l'équation  (16)  relativement  à  x  et  u\  on  demande  d'indi^ 
çuer  le  système  réduit  proprement  dit  de  f.  Dans  ce  but,  on 
formera  d'abord  encore  le  système  réduit  d'après  le  théorème 
exposé  plus  haut,  et  expliqué  sur  un  exemple  (p.  34^  et  suiv.), 
et  l'on  procédera  suivant  ce  qui  a  été  dit  dans  i^  à  l'égard 
des  formes  qui  n'appartiennent  pas  au  système  réduit  propre- 
ment dit. 

Pour  notre  exemple,  nous  avons  donc  encore,  dans  le  système 
(18),  à  ramener  les  formes  90»  7ioy  Tid 

f 

aux  formes  du  système  réduit  proprement  dit.  Commençons  par 
la    forme  Çq.    D'après   ce  qui    précède,    nous   avons   d'abord    à 
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former 

2^^0=  «X ^« "a ( «Sta ^or -+-  ^a«x)> 

Une  nouvelle  application  du  procédé  3  donnerait  d'fo^o.  Nous 
avons  d'ailleurs,  dans  les  formes 

('9)  \   [?o]i  =  ^?o-^«'«x^?Oi 

à  déterminer  les  nombres  a,  ^,  a'  de  telle  sorte  que  Tod  ait 
5[qjo]o=o  et  cî[(5>o]i  =  o;  la  condition  ^[^oja  est  déjà  remplie. 
Or  on  a 

et  l'on  a  généralement,  pour  ^  =  z'^'m",  en  tenant  compte  de  ce 
que  iux=  3, 

Mais  la  somme  qui  figure  dans  le  second  membre  est,  d'après  le 
théorème  d'Euler,  égale  à 

Il  vient  donc 

{21)  ^i'-'^'jc)  ^  '^'m  +  ^('"  -^  '^  -H  3)/4-'-^ 

Par  suite,  l'équation  5[cfo]o  =  o  se  transforme  à  cause  de  (20)  en 

o  —  <J>o(i  -*-  7a)  4-«x<ï*fo(a  +  lop). 

Cette  condition  doit  être  satisfaite  indépendamment  des  u  et  desx 
et  conséquemment  aussi  pour  Uj:=  o,  et  par  suite  on  obtient 


'       o        ' 
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et 

(^^)  [?o]o=?o—  -"'^fo'^-^'^l^^fo' 

Pour  la  délermination  de  [?o]u  ^^  trouve  semblablement,  au 
moyen  de  (sti),  la  relation 

d*où 

el 

(23)  [fo]i  =  <^?o— g"*»^*?©- 

Le  système  réduit  proprement  dit  de  la  forme  cpo  se  compose 
donc  des  trois  formes  (22)^  (^3)  et  d^fo* 

On  trouve  de  même,  pour  le  système  réduit  proprement  dit  de 
(pio,  les  formations 

[7io]o=  710  —  g  ««^?io  +  Tg  "î^*?io.      [?io]i  =  ^>io  —  g  «x^*?io» 
où 


m 

a 


Ici  se  présentent  donc  encore  de  nouveau  les  formes  (f\2  et  (sf^ 
que  nous  avons  dû  précédemment  exclure  du  système  réduit  im- 
proprement dit.  Le  système  réduit  proprement  dit  de  911  se  com- 
pose enfin  des  formes 

Le  système  réduit  proprement  dit  de  la  forme  f=z  à^b^ul  est 
donc  finalement  donné  par  les  onze  formations  suivantes  : 

(0  [?o]o  ==  yo—  -«x^?o-t-  —  M^^y'fo; 
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(3)  [?o]«  =^*?o*     avecyo=«i*îwJ; 

(4)  fio       =:(abu]*uii 

(5)  «Pu      ={abu)(aj.b^—bjca^)u^; 

(6)  r»     =(/yx*«— ^x^«)*; 

(7)   [?io]g=?io— gM«^fio+-g«i^*?io; 

(8)  [?io]i=^?io  — g«x^*î>io; 

(9)  [7io]i=  «^'710,     710  étant  égal  à  [abu)a^b^l; 

(")  [?ii]i  =  '^?iii     7ii  étant  égal  à  ( a;p ^.—  tx««)<»x^x«.- 

Chacune  de  ces  formes  est  d*un  degré  total  égal  ou  inférieur  à 
celui  de  la  forme/*,  et  chacune  d'elles  satisfait  à  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles  (16).  Mais  réciproquement,  d'après  l'observation 
faite  plus  haut  sur  le  caractère  arbitraire  des  coefficients  de  ces 
formes,  la  théorie  d'un  système  simultané  de  onze  formes  mixtes 
dont  les  nombres  d 'ordre  et  de  classe  coïncident  avec  ceux  des 
onze  formes  inscrites  ici,  et  satisfont  toutes  à  l'équation  (16),  mais 
sont,  d'ailleurs,  indépendantes  les  unes  des  autres,  se  confond 
a%fec  la  théorie  d' une  forme  f  =:.  ^i^/"?  dont  deux  cent-seize  coef- 
ficients sont  indépendants  les  uns  des  autres. 

Les  développements  actuels  font  suffisamment  apercevoir  dans 
quelle  mesure  l'Algèbre  eidge  une  étude  plus  directe  des  formes 
mixtes  et  conséquemment  aussi  des  êtres  géométriques  appelés 
connexes  qui  sont  représentés  par  leur  évanouissement  (p.  336). 
Le  but  des  explications  suivantes  est  de  faire  connaître,  dans 
quelques-unes  de  leurs  relations  et  de  leurs  propriétés  essentielles, 
ces  dernières  figures  dont  l'étude  comprend  pour  ainsi  dire  en 
elle  toute  la  géométrie  analytique  du  plan  (c'est-à-dire  l'algèbre 
des  formes  ternaires);  nous  devons  naturellement  reculer  devant 
une  théorie  plus  complète.  Faisons  observer  immédiatement  que 
nous  considérerons  d'abord  des  connexes  tout  à  fait  généraux 
y^  a^i/"=  o,  sans  avoir  égard  à  la  question  de  savoir  s'ils  peu- 
vent être  ramenés  à  des  connexes  normaux,  c'est-à-dire  à  des 
connexes  pour  lesquels  Téquation  (16)   est  satisfaite.   Nous  ne 
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possédons  pas  le  moyen  d'obtenir  une  interprétation  géométrique 
directement  utilisable  de  Téquation  précitée. 

II.  —  Connexes.  —  Comcidences.  —  Couples  de  courbes. 

La  figure  dont  Tétude  va  nous  occuper  actuellement  est  donnée 
par  une  équation  algébrique  renfermant  d'une  façon  homogène 
et  les  coordonnées  d'un  point  mobile  [x)  et  celles  d'une  droite 
mobile  (u),  c'est-à-*dire  par  une  équation  de  la  forme 

(i)  /(x,ii)  =  a-<=o, 

dans  laquelle  les  x,*  entrent  à  la  m^^"*  dimension ,  et  les  Ug  à  la 
n»*"*.  Nous  appellerons  cette  figure  connexe  du  m'^'"*  ordre  et  de 
la  /i'^'»«  classe,  ou  plus  brièvement  connexe  (m,  n), 

A  une  telle  figure  n'appartient  pas  une  forme  géométrique  pro- 
prement dite,  ety  au  contraire,  on  peut  trouver,  pour  chaque  ligne 
u  du  plan  une  infinité  de  points  Xy  et  pour  chaque  point  x  une 
infinité  de  lignes  u  qui  satisfont  à  l'équation  du  connexe.  A  toute 
droite  u  correspondent,  en  général,  en  vertu  de  (i),  un  nombre 
infini  de  points  x  qui  forment  une  courbe  Cm  du  m**"** ordre;  à 
tout  point  X  une  infinité  de  droites  u  qui  enveloppent  une  courbe 
Krt  de  la  «**"•  classe  (  *  ).  Ainsi,  pour  m  =  i ,  w  =  i ,  par  exemple, 
à  èout  point  x  répond  un  autre  point  y  comme  sommet  du  fais- 
ceau de  rayons  (courbe  de  première  classe)  formé  par  les  lignes 
correspondantes  u,  et  à  toute  droite  u  répond  une  droite  m  (courbe 
du  premier  ordre).  Dans  ce  cas,  en  efiet,  l'équation 

donne  seulement  une  représentation  particulière  de  la  coUinéation 
générale,  car  on  trouve,  pour  les  coordonnées  du  point  j)^  qui  ré- 
pond à  X, 

et,  pour  les  coordonnées  de  la  droite  v  qui  répond  à  li, 

(Xi'/=  P/,  II,  -h  Pi^Ui  H-  P/,«3. 


(')  Des  équatîoDs  entre  une  série  de  coordonnées-points  et  une  série  de  coordonnées- 
lignes  ont  été  brièvement  mentionnées  dans  PlCckkr,  jinalytisch^Geometrische 
Rntwicklungen,  t.  Il,  Essen,  i83i,  p.  2a5. 
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Comme  ici  le  point  et  la  droite  se  présentent  toujours  ensemble, 
il  est  avantageux,  pour  la  conception  plus  simple  de  ces  relations, 
de  ne  considérer  ni  le  point  en  lui-même  ni  la  droite  comme  élé- 
ment fondamental  du  plan;  nous  désignerons,  au  contraire,  par 
élément  {^x,u)y  toute  combinaison  d'un  point  x  du  plan  ax^ec  une 
droite  u  de  ce  même  plan.  On  obtient  donc  Fensemble  des  élé- 
ments (x,  u)  en  combinant  chacun  des  points  en  nombre  double- 
ment infini  x  avec  chacune  des  droites  en  nombre  doublement 
infini  u.  L'ensemble  des  éléments  forme,  d'après  cela,  un  sys- 
tème quadruplement  infini  [remplit  une  multiplicité)  de  quatre 
dimensions;  et  ce  système  repose  sur  le  plan.  L'équation  d'un 
connexe  s'en  détache  comme  étant  le  système  triplement  infini  des 
éléments  qui  satisfont  à  cette  même  équation.  On  peut  aussi  expri- 
mer ce  qui  précède  sous  la  forme  suivante:  Les  points  qui  for- 
ment  ai^ec  une  droite  donnée  les  éléments  d'un  connexe  (m, /i) 
sont  situés  sur  une  courbe  Cm  du  m'^'"'  ordre;  les  droites  qui  for- 
ment avec  un  point  donné  les  éléments  du  connexe  em^eloppent 
une  courbe  K;,  de  la  /i'*'»«  classe.  Toutes  les  courbes  K,j  qui  pren- 
nent ainsi  naissance  forment  un  système  doublement  infini  dont 
les  paramètres  sont  les  rapports  des  x/;  de  même  les  courbes  C» 
forment  un  système  de  courbes  doublement  infini  qui  a  les  rapports 
des  Ui  pour  paramètres. 

Dans  des  cas  particuliers  seulement,  il  peut  arriver  que  tout 
point  du  plan  forme  avec  une  droite  déterminée,  ou  que  toute 
droite  forme  avec  un  point  déterminé  du  plan  un  élément  du  con- 
nexe. Ainsi,  par  exemple,  dans  le  connexe 

le  point  X|  =  o,  Xi  =  o  forme  avec  chacune  des  droites  u  un  élé- 
ment. Des  points  ou  des  droites  de  cette  espèce  seront  appelés 
points  fondamentaux  ou  droites  fondamentales.  Dans  des  con- 
nexes particuliers,  il  peut  y  en  avoir  en  nombre  quelconque;  leur 
nombre  peut  même  être  infiniment  grand.  Cette  dernière  circon- 
stance se  présente,  par  exemple,  dans  des  connexes  irréductibles 
lorsque  l'équation  f=:  o  ne  renferme  pas  les  x,  ou  ne  renferme 
pas  les  u.  Si  elle  ne  renferme  pas  les  u,  on  a  sous  les  yeux  réqua- 
tion  d'une  courbe  en  coordonnées-points  ;  elle  doit  être  considérée 
comme  un  connexe  en  ce  sens  que  tout  point  de  la  courbe  peut 
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former  avec  toute  droite  quelconque  du  plan  un  élément  du  con- 
nexe, et  que  d'autres  points  (non  situés  sur  la  courbe)  ne  peuvent 
se  réunir  avec  aucune  droite  pour  composler  des  éléments  de  con- 
nexe. Le  fait  dualistiquement  correspondant  se  présente  lorsque 
y=  o  ne  renferme  pas  les  x,  et  représente,  par  suite,  i équation 
d'une  courbe  en  coordonnées-lignes.  Un  autre  exemple  de  cette 
espèce  nous  est  offert  par  le  connexe  réductible 

Ici  tout  point  de  9  =  o  forme  avec  toute  droite  quelconque  un  élé- 
ment du  connexe;  au  contraire,  chacun  des  autres  points  du  plan 
ne  forme  un  élément  de  connexe  qu'avec  les  tangentes  de  ^  =  o. 

L'ensemble  des  éléments  qui  existent  dans  un  plan  forme,  ainsi 
qu'il  a  déjà  été  énoncé,  une  multiplicité  de  quatre  dimensions.  On 
a  donc  à  distinguer  quatre  degrés  de  figures  géométriques  suivant 
qu'une,  deux,  trois  ou  quatre  équations  sont  données  entre  les 
coordonnées  x,  u  de  l'élément,  et  chacune  d'elles  doit  être  homo- 
gène aussi  bien  par  rapport  aux  x  que  par  rapport  aux  u  pour  être 
susceptible  d'une  interprétation  géométrique  (c'est-à-dire  pour 
représenter  en  lui-même  un  connexe).  Quatre  équations  déter- 
minent déjà  un  nombre  fini  d'éléments;  on  n'a  donc  plus  alors 
une  figure  continue,  mais  un  groupe  d'éléments  distincts  entre 
eux.  11  nous  reste  à  considérer  les  trois  autres  degrés. 

Le  premier  degré  est  donné  par  le  connexe  individuel  lui-même. 

L* ensemble  des  éléments  en  nombre  doublement  infini  qui  sont 
communs  à  deux  connexes  sera  appelé  une  coïncidence.  Pour  le 
cas  où  cet  ensemble  commun  aux  deux  connexes  est  réductible, 
chacune  de  ses  parties  irréductibles  sera  séparément  qualifiée 
coïncidence,  de  même  que  l'on  comprend  sous  le  nom  de  courbe 
gauche  toute  partie  irréductible  de  l'intersection  de  deux  surfaces 
algébriques.  D'après  cela,  la  coïncidence  est  donnée  analytique- 
menty  ou  bien  par  deux  équations  entre  les  x  et  les  u,  ou  bien  par 
des  équations  en  nombre  supérieur  à  deux,  mais  admettant  un 
système  doublement  injini  de  solutions  communes.  Dans  le  champ 
d'une  coïncidence,  à  chaque  droite  répond,  en  général,  un  nombre 
fini  (a)  de  points  pouvant  former  avec  elle  un  élément;  de  même, 
à  chaque  point  répond  un  nombre  fini  (v)  de  droites.  On  peut 
alors  appeler  /x  l'ordre,  v  la  classe  de  la  coïncidence,  et  désigner 

Clebscu.   —  Géométrie,  \\\.  S>.3 
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cette  dernière  elle-même  par  coïncidence  (jix,  v).  On  trouve  les 
droites  qui  répondent  à  un  point  en  cherchant  les  tangentes  com- 
munes de  toutes  les  courbes  K  qui  correspondent  au  point  dans 
les  connexes  particuliers  qui  déterminent  la  coïncidence.  On 
trouve  de  même  les  points  qui  répondent  à  une  droite  en  cherchant 
dans  tous  les  connexes  sus-énoncés  les  courbes  C  qui  lui  corres- 
pondent et  en  déterminant  les  points  d^intersection  communs  à  ces 
dernières.  Ainsi,  en  particulier,  deux  connexes  (w,  n)  et[irljn') 
étant  donnés,  la  coïncidence  [en  général  irréductible)  qui  leur  est 
commune  est  de  l'ordre  (jl  =  mn/  et  de  la  classe  v  =  nn\ 

La  coïncidence  se  confond,  d'après  cela,  avec  la  notion  la  plus  gé- 
nérale de  Taffinité  dualistique  (en  général,  d'ailleurs,  non  linéaire), 
c'est-à-dire  de  l'affinité  dans  laquelle,  deux  systèmes  plans  E,  E' 
étant  superposés,  à  tout  point  de  £  répond  un  certain  nombre  de 
droites  de  E',  à  toute  droite  de  E'  un  certain  nombre  de  points  de 
E.  L'inverse  n'est  cependant  pas  vrai  en  général;  aux  points  d'une 
droite  de  E  répondent,  au  contraire,  sur  E'  les  tangentes  d'une 
courbe,  et  réciproquement  à  un  point  de  E',  c'est-à-dire  aux 
droites  du  faisceau  de  rayons  qui  passe  par  ce  point,  répondent 
des  points  de  E  qui  décrivent  une  courbe.  Ainsi,  par  exemple,  deux 

connexes (i,  i) 

a  f.  «a  z=:  o     et     a'j;  ii^t  --^  o 

donnent  une  affinité,  en  vertu  de  laquelle  à  tout  point  x  répond 
la  ligne  joignant  les  deux  points  qui  correspondent  k  x  eX  qui  ont 
pour  coordonnées  «x*/  et  aj.0L\.  Si  l'on  désigne  par  vi  les  coor- 
données de  cette  ligne  de  jonction,  l'affinité  en  question  est  repré- 
sentée par  les  équations 

l'affinité  est  donc  quadratique;  en  d'autres  termes,  les  points  x 
de  E  qui  correspondent  aux  lignes  v  de  E'  passant  par  un  point 
fixe  j"  sont  situés  sur  une  conique.  Dans  le  cas  seulement  où  cer- 
taines conditions  entre  les  deux  connexes  (i,  i)  sont  réalisées,  il 
pourra  arriver  que  de  leur  coïncidence  commune  dérive  la  trans- 
formation linéaire  réciproque  au  sens  usuel;  cette  dernière  se 
trouve  ici  produite  de  la  façon  la  plus  générale  par  un  choix  con- 
venable des  connexes. 

L' ensemble  des  éléments  [en  nombre  simplement  infini)  qui  sont 
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communs  à  trois  connexes,  ou  encore  une  partie  représentable  ra- 
tionnellement d'un  tel  ensemble ,  forme  un  couple  de  courbes.  En 
vertu  des  équations  de  ces  connexes,  les  u  peuvent,  en  général, 
s'exprimer  rationnellement  par  les  x,  comme  les  x  le  peuvent 
aussi  par  les  ix,  et,  en  éliminant  les  Xy  on  obtient  une  équation 
entre  les  u,  de  même  que  par  élimination  des  u  on  obtient  une 
équation  entre  les  x. 

On  a  donc  en  présence  une  courbe  en  coordonnées-points  et 
une  courbe  en  coordonnées-lignes,  et  les  points  de  Tune  sont  rap- 
portés unidéterminativemenl  aux  tangentes  de  l'autre.  L'ordre  et 
la  classe  de  ces  courbes,  que  nous  désignerons  respectivement  sous 
le  nom  à^ ordre  et  de  classe  du  couple  de  courbes,  sont,  en  géné- 
ral, faciles  à  déterminer  d'après  le  théorème  connu  sur  le  degré 
du  résultant  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  donnée. 
Étant  donnés  trois  connexes  (/w,  n),  (m',  7i)  et  (m",  «"),  la  classe 
du  couple  de  courbes  sera  égale  à 

(  2  )  a  m' m"  -t-  n'  m''  m  -+-  //"  m  m' , 

et  l'ordre  du  couple  de  courbes  égal  à 

(  3  )  m  lin"  -\  -  m'u^n  -r  m"n  n\ 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  considérer  la  correspondance  unidé- 
terminative  de  deux  courbes  sous  l'aspect  suivant  lequel  elle  se 
présente  ici,  car  la  forme  non  résolue  des  équations,  telle  qu'elle 
s'offre  théoriquement  dans  l'étude  actuelle,  est  précisément  celle 
à  laquelle  on  est  immédiatement  conduit  dans  la  plupart  des  re- 
cherches où  l'on  a  affaire  à  des  relations  unidéterminatives. 

Nous  nous  proposons  enfin  de  déterminer  le  nombre  des  élé- 
ments qui  sont  communs  à  quatre  connexes.  Soient  //i,  m',  m",  wi" 
les  ordres  respectifs  de  ces  derniers,  et  72,  w',  iJ\  n'"  leurs  classes. 
Nous  considérerons  d'abord  le  couple  de  courbes  qui  est  déterminé 
parles  trois  connexes  (/n,  «),  (m',  /r'),  (m",  w"),  et  dont  l'ordre  |tx  et 
la  classe  v  sont  respectivement  donnés  parles  nombres  (3)  et  (2).  A 
tout  point  X  de  la  courbe  C*^  de  ce  couple  répond,  par  l'intermédiaire 
du  connexe  (m'",  n'")^  une  courbe  K,^w  de  la  classe  n!"  ayant  vn'"  tan- 
gentes communes  avec  la  courbe  Kv  du  même  couple,  et  à  chacune 
de  ces  dernières  répond,  par  l'intermédiaire  des  trois  premiers  con- 
nexes, un  point  j^  de  G^;  si,  en  particulier,  ce  point  coïncide  avec 

23. 
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x<f  nous  avons  un  élément  commun  aux  quatre  connexes.  Les  /i"'v 
points  y  de  Cj^  qui  correspondent  au  point  x  peuvent,  en  toule 
hj'pothèse,  être  traversés,  conjointement  avec  d'autres  points/ixe.ç 
de  Cn,  par  une  courbe  ^[oc,y)  =  o,  puisqu'ils  dérivent  du  système 
complet  des  tangentes  communes  aux  deux  courbes  par  transfor- 
mation unidéterminative;  nous  pouvons  donc,  pour  la  délermina- 
tion  du  nombre  des  éléments  communs,  faire  usage  du  principe  de 
correspondance  étendu  [voir  t.  JI,  p.  i53,  et  t.  III,  p.  aS).  Or, 
évidemment,  à  tout  point ^  de  C^  correspondent  réciproquement 
et  de  la  manière  décrite  ci-dessus  m"/x  points  x,  et  réqualion 
^(j:,^)  =  o  n'est  pas,  en  général,  satisfaite  pour  x  =jKy  car  autre- 
ment chaque  élément  du  couple  de  courbes  appartiendrait  aux 
quatre  connexes.  On  trouve  donc  le  nombre  des  éléments  com- 
muns aux  quatre  connexes  (m,  /i),  (m',  w'),  (///,  n"),  (w'",  «  '  j. 
pour  une  position  quelconque  de  ces  connexes  les  uns  par  rapport 
aux  autres,  égal  à  m'"/Jt -h/i'^'v,  ou,  si  nous  remplaçons  |i,  v  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (3),  (2),  à 

^^'  -h  mm"n'n'" -h m  ni" n" n  -1-  /72//i"'/i V, 


résultat  symétrique  (comme  cela  doit  être)  par  rapport  à  tous  les 
nombres  m,  //. 

Il  résulte,  en  particulier,  de  là,  pour  le  cas  de 

m  —  m'  =  m"=  m"' =:  i  = /t  =  /i'=  /!"=  z/*^, 

que  quatre  connexes  du  premier  ordre  et  de  la  première  classe 
ont  six  éléments  communs.  Les  points  de  ces  éléments  sont  né- 
cessairement communs  aux  quatre  courbes  du  troisième  ordre  qui 
se  présentent  dans  les  quatre  couples  de  courbes  formés  avec  trois 
quelconques  des  connexes  donnés.  Par  conséquent,  les  équations 
des  quatre  connexes  étant 

(5)  a^tu  =  o,     b^u^=o^     c,tf^=o,     djcUi=o, 

on  obtient,  par  élimination  successive  des  u  entre  trois  de  ces 
équations,  les  quatre  courbes  du  troisième  ordre 
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Les  points  des  six  éléments  communs  aux  connexes  (5)  sont  les 
intersections  communes  de  ces  quatre  courbes,  et  comme  par  ces 
six  points  ne  passe  qu'un  nombre  triplement  infini  de  courbes  du 
troisième  ordre,  on  peut  représenter  d'une  façon  semblable  cha- 
cune des  courbes  de  cette  espèce  qui  renferme  les  six  points.  Les 
six  droites  correspondantes  sont  de  même  les  tangentes  communes 
des  quatre  courbes  de  troisième  classe 

(  bcd ]  u^  Uy  W4  =  o ,      (  cda  )  u^  « 4  w ,  =:  o,      (  tiab  ]  u^  «»  «?  =  o» 

Il  est  également  aisé  d'établir  la  correspondance  qui  détermine 
ici  sur  la  courbe  {(x{ùy)nxbxCx'=  o  les  six  points  des  éléments 
communs  aux  connexes  (5).  Les  points  et  les  droites  du  couple 
de  courbes  commun  aux  trois  premiers  connexes  sont  liés  ici  entre 
eux  par  les  équations  (  '  ) 

en  supposant  que  l'on  ait  [oLi^y)aybyCy'=z  o.  Les  trois  coniques 
qui  sont  représentées  par  u^  =•  o,  «2=  o>  ^3=0  ont  en  commun, 
comme  on  sait,  trois  points  situés  sur  la  courbe  icL^y)aybyCy-=-  o; 
par  ces  trois  points  passent  conséquemment  aussi  toutes  les  coni- 
ques du  réseau  (aPy)a^,3j=:  o.  A  un  point  x  de  C3  est  associé,  par 
l'intermédiaire  du  quatrième  connexe,  le  point  dxUi=o\  aux 
trois  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  ce  dernier  à  la  courbe 
(abc)u^ii^u^r=z  o  correspondent  donc,  en  vertu  de  (6),  trois  points 
de  C3,  lesquels  sont  traversés  sur  cette  courbe  par  la  conique 
[(z^:!,o)aybj.(fx-^  o.  Nous  avons  donc  une  correspondance  à  trois 
points  fixes,  et  les  six  points  de  coïncidence  de  celle-ci  sont  dé- 
terminés par  la  courbe  [a^d)axbjc(lx=  o  qui  passe,  en  outre,  une 
fois  par  chacun  des  trois  points  fixes.  Cela  concorde  avec  l'indi- 
cation précédente  sur  les  quatre  courbes  du  troisième  ordre. 

L'élude   approfondie   des  propriétés  d'un    connexe   a"'u"=o 


(*)  On  Térifie  facilement  que  cette  relation  entre  deux  courbes  est  la  même  que 
celle  qui  existe  entre  une  courbe  du  troisième  ordre  C,  et  une  courbe  de  la  troisième 
classe  K,,  lorsque  toutes  deux  sont  engendrées  simultanément  par  le  même  mécanisme 
de  Grassmann  (t.  II,  p.'a72\ 
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conduit  acluellement  à  l'examen  des  invariants  fonctionnels, 
c'est-à-dire  des  invariants,  covariants,  contrevariants  et  formes 
mixtes  qui  appartiennent  à  la  forme  fondamentale  fl^""'»  ^^  P^^^ 
toujours,  d'après  les  explications  précédentes  (p.  345),  remplacer 
les  formes  mixtes  qui  interviennent  alors  par  ce  qu'on  appelle  des 
formes  normales,  c'est-à-dire  par  des  formes  <p  satisfaisant  à  l'équa- 
tion différentielle  \  -; — 7—=  o.  Tous  ces  invariants  fonctionnels 

pourront  encore  être  représentés  symboliquement,  et  l'on  aura  à 
distinguer  des  facteurs  symboliques  des  types  suivants  (en  posant 

La  variété  des  formations  possibles  devient  ainsi  considérable; 
toutefois,  jusqu'à  présent,  on  n'a  effectué  qu'un  petit  nombre  de 
recherches  générales.  Mentionnons  seulement  ici  un  principe  com- 
plètement analogue  au  principe  de  translation  (t.  I,  p.  344)  em- 
ployé dans  la  théorie  des  courbes,  en  ce  qu'il  permet  d'utiliser 
immédiatement  pour  les  formations  ternaires  qui  tiennent  aux 
connexes  certaines  propositions  relatives  aux  formes  binaires  à 
deux  séries  de  variables. 

La  relation  établie  par  le  connexe  entre  les  points  et  les  droites 
du  plan  peut,  en  effet,  être  envisagée  encore  d'une  autre  manière. 
Considérons  un  point  quelconque  qui  peut  être  regardé  comme 
l'intersection  de  deux  droites  v^  iv,  et  que  nous  désignerons,  en 
conséquence,  par  (ç»,  w)  ;  soit  de  même  (j',  z)  la  droite  joignant 
les  points  y  et  z.  Leur  réunion  formera  un  élément  choisi 
arbitrairement  qui,  en  général,  n'appartient  pas  au  connexe.  Ce- 
pendant, par  V intermédiaire  du  connexe  [m^  n),  les  Frayons  du 
faisceau  {vy  w)  sont  associés  aux  points  de  la  droite  [y,  z);  et 
cette  dépendance  respective  est  à  mn  déterminations,  en  ce  sens 
qu'à  tout  point  répondent  n  rayons  (r„)  et  à  tout  rayon  m  points 
(G;„).  Si  l'on  désigne,  en  effet,  un  point  de  la  série  par  X|j  -h*<jr, 
un  rayon  du  faisceau  par  X|  i'-t-  X^  w,  on  trouve  que,  pour  les  points 
et  rayons  associés  entre  eux  par  le  connexe  a^  u"  =  o,  a  lieu  l'équa- 
tion 

laquelle  est  de  l'ordre  m  en  z,  :  Xj,  de  Tordre  «  en  X|  :  Xj.  Si  nous 


> 
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posons  maintenant  symboliquement 

(7)  ti^.=  A,,       Û.=  A,,       i^.mAi,       M'a=  0.1,21 

nous  avons  la  forme  doublement  binaire 

(8)  y  =  Ay'Xl', 

0=0  établissant  la  relation  sus-énoncée.  Si  nous  considérons  un 
élément  x,  u  appartenant  au  connexe  donné,  et  dont  le  point  x 
fait  partie  de  la  série   [j,  z),  le  rayon  u  fait  partie  du  faisceau 
(t'j  w),  et  si  nous  imposons  la  condition  que  le  groupe  F,,  répon- 
dant à  X  (et  renfermant  u)  possède  une  propriété  invariante  bi- 
naire, et  que  de  même  Gm  possède  cette  même  propriété  ou  une 
autre,    il  résulte  de  là  une   condition  invariante  pour  le  rayon 
[j,  z)  et  le  point  (i',  iv)  ;  et  rélément  (j-,  rr),  (1^,  w)  formé  avec 
tous  les  deux  appartient  à  un  connexe  co\^aviant.  La  condition 
imposée  sera  tout  d'abord  représentée  par  Tévanouissement  d'un 
invariant  de  la  forme  binaire  (f,  qui  doit  encore  conserver  la  pro- 
priété invariante,  si  l'une  des  séries  de  variables  (x)  est  soumise  à 
une  transformation  linéaire  quelconque,  et  l'autre  (^}  à  une  trans- 
formation linéaire  également  quelconque,  car  le  groupe   r,,  qui 
répond  à  tout  point  quelconcjue  x  =  JCij  -h  "/.jZ,  en  vertu  de  (8), 
doit  posséder  la  propriété  invariante  en  question,  et  il  en  est  de 
même  aussi  du  groupe  Gm  qui  répond  à  tout  rayon  quelconque 
u  =  X4I^-hX2w.   Les  invariants  de  la  forme  9  qui  entrent  ici  en 
considération  sont  donc  du  type 

(9)  I  — icii;  ab;.  .  .n;ji,'ui,;...; 

les  quantités  c  désignent  ici  des  coefficients  numériques,  les  quan- 
tités A,  B  des  symboles  équivalents  de  l'une  des  deux  espèces, 
les  quantités  «A»,  ill>  des  symboles  de  l'autre  espèce;  mais  ces  deux 
classes  de  symboles  ne  peuvent  jamais  se  présenter  ensemble,  et, 
pour  cette  raison,  il  ne  peut  entrer  dans  I  de  facteurs  (A*l»).  Or 
on  a,  en  vertu  de  (7), 

'  AB    --  Oy  h.  —  byM-z  :  [abu\ 
en  posant  m/=  (x^)i,  et  de  même  pour  X|  =  -  ,'w)/. 
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Comnw  è'j nation  du  connexe  covariant  cherché,  on  trouve  <lonc, 
d'après  (9), 

I^2cn(a/>»«).  .  .n(ap.r).  .  .=  0      (M. 

Celle  classe  de  connexes  covariants  esl  donc  ramenée  à  l'élude  de 
la  forme  doublemenl  binaire  précilée,  de  même  que  réqualion  en 
coordonnées-lignes  d'une  courbe  en  coordonnées-points  se  ramène  à 
l'étude  du  discriminant  d'une  forme  binaire  à  une  série  de  variables. 
De  même  qu'il  a  été  question  de  connexes  covariants,  de  même 
aussi  on  peut  parler  de  coïncidences  et  de  couples  de  courbes 
covariants.  Ainsi  on  obtient,  par  rapport  à  un  connexe  donné 
f^a^u2=0f  une  coïncidence  covarianle  si,  pour  former  des 
éléments,  on  joint  chaque  droite  du  plan  non  à  tous  les  points  de 
la  courbe  Cm  correspondante,  mais  seulement  à  ses  points  d'in- 
flexion et  aux  points  de  contact  de  ses  tangentes  doubles;  la  pre- 
mière coïncidence  est  alors,  par  exemple,  déterminée  dans  le  con- 
nexe/*=  o  par  le  connexe 

On  peut  de  même  réunir  chaque  point  du  plan  aux  tangentes  de 
rebroussement  de  la  courbe  correspondante  K„  ou  aux  tangentes 
de  ses  points  d'inflexion,  de  manière  à  former  les  éléments  d'une 
coïncidence  covarianle.  Un  couple  de  courbes  covariant  sera 
formé  par  les  points  doubles  et  cuspidaux  qui  se  rencontrent  dans 
le  système  des  courbes  C^  et  par  les  droites  correspondantes, 
ainsi  que  par  les  tangentes  doubles  et  les  tangentes  d'inflexion 
qui  figurent  dans  le  système  des  courbes  K«  et  par  les  points  cor- 
respondants. 

Il  faudrait  ensuite  étudier  aussi  les  systèmes  de  connexes,  ainsi 
que  les  invariants  fonctionnels  simultanés  de  ces  systèmes,  ce  qui 
donnerait  naissance,  relativement  à  ces  derniers,  à  une  sorte  de 
théorie  des  caractéristiques  (-).  Nous  avons  surtout  à  fixer  noire 


(')  Le  connexe  conjugué,  considéré  dans  la  section  suivante,  en  fournit  od 
exemple. 

(')  Les  recherches  de  cette  nature  seraient  analogues  à  celles  effectuées  par  Hiin 
sur  les  systèmes  d'affinités  dualisliques  (corrélations),  c'est-à-dire  sur  les  systémos de 
formes  bilinéaires  à  deux  séries  de  coordonnées-points,  dans  le  sens  de  la  théorie 
des  caractéristiques.  (Voir  Proceedingt  of  the  London  Mfathemaiical  Socùtj',  t.  V, 
p.  40,  1874;  et  Annali  di  Matem.,  série  2*,  t.  VI,  p.  a6o). 
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attention  sur  les  connexes  pourvus  d'éléments  singuliers  différents 
de  ceux  d'un  connexe  quelconque  du  système,  le  nom  à'élément 
singulier  désignant  un  élément  pour  lequeiy=  a"*u"  s'annule  à  un 
degré  plus  élevé  que  le  premier.  Il  est,  d'ailleurs,  à  remarquer 
qu'il  peut  se  rencontrer  non  seulement  des  éléments  singuliers  in- 
dividuels, mais  encore  des  ensembles  simplement  ou  doublement 
infinis  de  ces  derniers  et  comptant  plusieurs  fois,  c'est-à-dire  des 
couples  singuliers  de  courbes  et  des  coïncidences  singulières 
(semblablement  à  ce  qui  se  produit  pour  les  surfaces  courbes  où  il 
peut  se  présenter  non  seulement  des  points  nodaux  particuliers, 
mais  aussi  des  courbes  doubles  et  multiples).  Les  questions  de 
cette  nature  n'ont  pas  encore  été  abordées. 

III.  —  Le  connexe  conjugné.  —  Transformation  unidéterminative 

d'nn  connexe. 

On  peut  former,  par  rapport  à  y,  suivant  la  méthode  décrite,  un 
connexe  covariant  particulièrement  remarquable  que  nous  appelle- 
rons connexe  conjugué^  et  qui  peut  être  défini  géométriquement 
ainsi  qu'il  suit. 

Partons  d'un  élément  quelconque j^,  v  du  plan;  ainsi  qu'il  a  été 
expliqué  plus  haut,  à  tout  point  x  àe  v  correspondent,  en  vertu 
de  f=z  G,  n  rayons  passant  par  j^  et,  à  tout  rayon  u  passant  par 
y^  m  points  de  t'  (p.  358).  Les  n  rayons  sont  les  tangentes  de  ^  à  la 
courbe  K„  qui  répond  à  x;  les  ni  points  sont  les  points  de  ren- 
contre de  p»  avec  la  courbe  C;,,,  qui  répond  à  i/.  Actuellement,  si  la 
courbe  K„,  qui  répond  à  x,  passe  par  j^,  deux  des  n  rayons  se  con- 
fondent avec  la  tangente  de  K„  au  pointj^,  et  c'est  la  seule  manière 
dont  un  rayon  double  de  cette  espèce  puisse  prendre  naissance, 
puisque  K,,  ne  possède,  en  général,  ni  tangentes  doubles,  ni  tan- 
gentes d'inflexion.  Ce  rayon  forme  avec  x  un  élément  du  connexe 
donné  y  =  o,  et  peut,  en  particulier,  être  désigné  par  u.  De  môme, 
si  la  courbe  C^  qui  correspond  à  u  touche  la  droite  v^  deux  des 
m  points  d'intersection  situés  sur  v  se  confondent.  Ce  point  compté 
double  forme  avec  u  un  élément  de  f=-  o  et  sera,  en  particulier, 
désigné  par  x.  Tout  élément  [y,  v^)  qui  présente  cette  relation  vis- 
à-vis  d'un  élément  (x,  u)  de^est  un  élément  d'un  connexe  cova- 
riant que  nous  appellerons  conjugué  de  f.    Un  élément  [y^  ^')  de 
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ce  dernier  est  donc  défini  par  cette  circonstance  que,  par  rapport 
au  connexe  donné,  au  point  y  répond  une  droite  u  comptant 
double^  et  à  la  droite  v  répond  également  un  point  x  comptant 
double.  Nous  pouvons  encore  exprimer  la  même  chose  de  la  ma- 
nière suivante  :  si  (jc,  u)  est  un  élément  de  J'=  o,  c'est-à-dire  si 
X  est  situé  sur  la  courbe  G;,,  répondant  à  Uy  et  que  u  touche  la 
courbe  K^  répondant  à  x;  si,  de  plus,  j^  est  le  point  de  contact  de 
u  avec  cette  courbe  K„,  et  ^  la  tangente  de  la  première  courbe  C« 
en  X,  [y y  v)  est  un  élément  du  connexe  conjugué.  Et  Ton  obtient 
le  connexe  conjugué  entier  en  faisant  parcourir  à  Télément  (x,  u) 
tout  le  connexe  donné.  On  obtient  donc  aussi  l'équation  F(j',  v)=o 
du  connexe  conjugué  en  éliminant  les  grandeurs  p,  c,  Xi,  ui  entre 
les  équations 

Nous  exposerons  plus  tard  comment  on  peut  ramener  cette 
élimination  à  un  problème  binaire  en  la  rattachant  aux  mé- 
thodes symboliques  données  plus  haut.  Mentionnons  ici,  en 
premier  lieu,  que  la  relation  qui  existe  entre  les  éléments  du 
connexe  donné  et  ceux  du  connexe  conjugué  est  complètement 
analogue  à  la  relation  qui  a  lieu  entre  une  courbe  considérée 
comme  figure  ponctuelle  et  la  même  courbe  considérée  comme 
figure  tangentielle.  Conformément  à  cette  idée,  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Le  connexe  conjugué  du  connexe  conjugué  nest  autre  que  le 
connexe  primitif. 

Cette  relation  de  réciprocité  se  démontre  de  la  manière  suivante. 
Si  nous  écrivons  encore,  dans  F,  ^— ?  ——  au  lieu  de  i'/,  r/,  la  fonc- 

O.ff     on,' 

tion  des  x,  u  ainsi  formée  devra,  en  conséquence  de  Torigine  de 
F,  posséder  le  facteur/*,  et  Ton  aura,  par  suite,  Tidentité 

M  désignant  une  fonction  homogène  entière  des  Xy  u.  Soit  main- 
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tenant,  pour  abréger, 

df  df 

en  sorte  que  les  quantités  p,  q  ne  diflèrent  des  quantités  j^,  v  que 
par  des  facteurs  indéterminés  ;  le  connexe  conjugué  de  F  est  donné 
par  les  équations 

d¥  _  dM/ 

âpi        Opi 

et,  pour  la  formation  des  dérivées  de  My,  il  suffit  d'imaginer  que 
tout  soit  exprimé  par  p^  q  au  lieu  de Têtre  para:,  u.  Puisquey  ==  o, 
on  peut,  au  lieu  des  premières  équations  (3),  écrire  aussi 

ù'  Zi  =.  M  - —  »     T  i*'i  ^z  M  ■ — -  • 
Oqi  Opi 

Or  il  résulte  des  équations 

mf=l  qi  Xi,     nf=l  pi  tti 
que 

mdf-=z^ qidxi  -f-  2 .r^ dqi^     ndf^^  ^pi dui  -\-  2  f// dp^ . 

Comme,  d'autre  part,  d'après  la  définition  des /?,  q^ 

df^-.  IqfdXi-h  Ipidufy 

il  résulte  de  là 

(  w  -f-  /l  —  \)df  zisz  l,Xidqi-»r  ^lidpi, 

et,  par  conséquent, 

,  ,àf  .  .   df 

^  '  àqi  '         ^  '   Ôpi 

Donc,  dans  (3),  les  z^  w  deviennent  proportionnels  aux  x,  », 
c'est-à-dire  que  l'on  revient  au  connexe  donné,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Nous  allons  maintenant  déterminer  l'ordre  m'  et  la  classe  n'  du 
connexe  conjugué.  A  cette  fin,  nous  devons  répondre  à  la  ques- 
tion de  savoir  combien  de  points  une  droite  (•/j=o)  du  plan, 
en  supposant  u  donné  d'une   manière  quelconque,  a  de  points 
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communs  avec  la  courbe  0^/,  qui  correspond  à  ^'  dans  le  connexe 
conjugué;  la  classe  n'  se  détermine  alors  par  le  raisonnement  dua- 
listique  correspondant.  La  question  posée  peut  se  formuler  algé- 
briquement de  la  façon  suivante  :  Déterminer  le  nombre  des  sys- 
tèmes de  valeurs  j^/  qui  satisfont  simultanément  aux  équations 

(4)  /(.r,  ii)  =  o,     p»v=^»     ''^'''^di^i'     7x=^^ 

les  quantités  Vi  étant  données  arbitrairement.  Nous  pouvons  évi- 
demment ici  remplacer  réquationy=  o  par  Va:=  o.  Si,  de  plus, 
nous  entendons  par  j)',  z  deux  points  sur  le  rayon  i^,  en  sorte  que 

(5)  .r/=xr/H->5/, 

/if 

nous  avons,  au  lieu  des  trois  équations  pVi=^  -r— ?  les  deuxcondi- 
lions  indépendantes  de  p 

Finalement  les  équations  cji=  y—'  en  y  adjoignant  la  relation 
yy=:  o,  nous  donnent  l'équation  unique 

,    ,  d/  df  df 

Dans  (6)  et  («j),  nous  avons  trois  équations  qui,  après  la  substi- 
tution (5),  sont  respectivement  du  degré  m — i,  m  —  i,  m  en 
X,  1  et,  d'autre  part,  du  degré  /i,  /i,  n  —  i  par  rapport  aux  m/. 
L'élimination  des  m/  entre  ces  équations  donne  un  résultat  dont  le 
degré  en  îc,  X  est  Tordre  du  connexe  conjugué,  car  elle  détermine 
sur  v^  en  vertu  de  (5),  les  points  x  qui  satisfont  aux  équations 
(6),  (7),  et  par  conséquent  aussi  à  (4).  V ordre  du  connexe  con- 
jugué sera  donc  égal  à 

(Q\  \  m'  =  //(/î  — .  ij(m  — i) -^//(/i  — i)(w  —  I)^./l'/w 

i    ]  i 

(        z=z  n[nm  -i-  9.[n  —  i)[m  —  i)], 

et  d'une  manière  analogue  sa  classe  sera  égale  à 

(9)  /i'  =  /w[/i/w -H  2(/i  —  l)(//î  —  l)]. 
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Ainsi  nous  avons,  par  exemple, 

pour  /72  =  I ,  /l  rrr  I  ;  ni   ==:  I ,  /?'  m:  I  ; 

»  w  r=  2,  /i  =  I  ;  m!  —  1^  n  =z  ^\ 

»  /»  =:  I  ,  /î  =r.  2  ;  m'  =  4  >  /î'  =  2  ; 

))  /W  =  2,  /lzr:2;  AW'=I2,  /l'=I2. 

L'ordre  et  la  classe  du  connexe  conjugué  sont  donc  plus  élevés 
que  pour  le  connexe  originaire  donné  tant  que  celui-ci  est  d'une 
nature  générale,  exceplé  dans  le  cas  de  m  =  /i  =  i.  Cependant,  si 
l'on  forme  encore  le  connexe  conjugué  du  connexe  conjugué,  on 
doit  obtenir  de  nouveau  l'ordre  et  la  classe  originaires.  Le  connexe 
conjugué  ne  peut  donc  être  dépourvu  de  certaines  propriétés  qui 
ont  précisément  cet  effet,  et,  en  cherchant  ces  propriétés,  on 
arrive  à  la  notion  des  singularités  nécessaires  [ou  ordinaires) 
d'un  connexe.  Nous  comprenons  sous  cette  appellation  les 
singularités  qui  se  trouvent  dans  tout  connexe  ou  dans  son  con- 
jugué. 

Si  nous  qualifions  un  connexe  de  général  alors  même  qu'il  pos- 
sède des  coefficients  qui  ne  sont  pas  complètement  arbitraires, 
mais  dont  néanmoins  le  caractère  arbitraire  n'est  restreint  que  par 
la  présence  de  cette  espèce  de  singularités,  la  même  chose  se  pré- 
sentera pour  le  connexe  conjugué.  Les  connexes  doués  de  singu- 
larités de  cette  nature  forment  donc  un  système  fermé  auquel  ap- 
partiennent également  leurs  conjugués.  Cette  notion  s'est  d'abord 
formée  sur  les  courbes  algébriques  du  plan  ;  chaque  courbe  en 
coordonnées-points  se  correspond  à  elle-même  considérée  comme 
figure  tangentielle  de  la  même  manière  que  le  connexe  conjugué 
correspond  au  connexe  originaire.  Les  singularités  nécessaires 
sont  ici  celles  qui  se  présentent  dans  les  formules  de  EHiicker  : 
points  doubles  et  points  de  rebroussement  d'une  part,  tangentes 
doubles  et  tangentes  d'inflexion  d'autre  part.  Si  l'on  part  d'une 
courbe  qui,  pour  des  coefficients  d'ailleurs  quelconques,  possède 
des  points  doubles  et  des  points  de  rebroussement  de  situation 
arbitraire,  le  nombre  des  tangentes  doubles  ou  des  tangentes  d'in- 
flexion pourra  être  modifié,  mais  ces  dernières  ne  se  réuniront  pas 
en  singularités  élevées.  La  courbe,  considérée  au  point  de  vue  de 
l'ordre,  peut,  d'après  cela,  renfermer  des  singularités  nécessaires 
de  toutes  les  espèces  sans  que  la  même  courbe,  considérée  au  point 
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de  vue  de  la  classe,  renferme  d'autres  singularités  que  des  singu- 
larités également  nécessaires. 

On  peut  caractériser  de  la  même  manière  la  notion  des  singu- 
larités nécessaires  dans  toutes  les  figures  algébriques;  mais  dans 
les  variétés  de  plus  d'une  dimension  interviennent,  en  même 
temps  que  des  points  singuliers  séparés,  etc.,  des  variétés  entières 
de  points  singuliers,  etc. 

Ainsi,  dans  les  surfaces  algébriques  de  l'espace  (variétés  à  deux 
dimensions),  on  a  à  considérer  comme  singularités  nécessaires,  eu 
même  temps  que  des  points  doubles  ou  triples,  des  courbes 
doubles;  ainsi  encore,  dans  les  connexes  (variétés  triplement 
étendues),  on  a  à  distinguer  des  figures  doubles,  triples  et  qua- 
druples qui  constituent  les  singularités  nécessaires.  Et,  pour  pré- 
ciser, les  figures  doubles  se  produisent  jusqu'à  la  seconde  variété, 
c'est-à-dire  jusqu'à  la  coïncidence,  les  figures  triples  jusqu'au 
couple  de  courbes,  tandis  que  les  éléments  quadruples  ne  se  pré- 
sentent que  séparément,  comme  singularités  nécessaires.  Un  élé- 
ment singulier  doit  être  défini  comme  un  élément  auquel  corres- 
pond non  pas  un  élément  unique,  mais  plusieurs  éléments  du 
connexe  conjugué  (de  même  qu''à  un  point  double  d'une  courbe 
répondent  deux  tangentes  de  cette  dernière).  Il  peut  y  avoir  deux 
ou  plusieurs  de  ces  éléments;  ceux-ci  peuvent  être  tous  différents 
ou  égaux  en  tout  ou  en  partie,  et,  corrélativement,  les  éléments 
singuliers  se  présentent  sous  des  aspects  divers.  L'élude  exacte  de 
ces  circonstances  dans  les  connexes  se  simplifiera  beaucoup  lors- 
qu'on aura  préalablement  une  idée  sommaire  des  faits  analogues 
dans  les  variétés  de  deux  dimensions,  c'est-à-dire  dans  les  surfaces 
algébriques;  pour  cette  raison,  nous  n'insisterons  pas  davantage 
sur  le  sujet  (*  ). 

Faisons  seulement  remarquer  encore  qu  il  peut  exister  des  con- 
nexes qui  sont  conjugués  à  eux-mêmes.  Il  existe,  en  effet,  générale- 
ment pour  y=  o  une  coïncidence /*=  o,  <p  =  o  qui  appartient  en 
même  temps  au  connexe  donné  et  au  connexe  conjugué.  Il  suffit 


(*)  M.  Cyparissos  Stephanos  a  étudié  quelques  propriétés  du  connexe  conjugue 
[Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  i*  Série,  t.  IV,  1880).  Dans  un 
manuscrit  laissé  par  Cledsch  se  trouvent  quelques  indications  incomplètes  sur  la 
détermination  des  singularités  nécessaires;  Tauteur  (M.  Lindemann)  espère  pouvoir 
y  revenir  à  une  autre  occasion. 
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en  fait,  à  cause  de  (i),  de  poser 


/{x,f)  =  o     ou    /[ 


du    djt' 


C'est  là  Téquation  y  =  o  qui,  conjointement  avec y=  o,  détermine 
la  coïncidence  en  question.  Mais  il  peut  se  faire  que  cf,  pour  des 
connexes  particuliersy=  o,  renferme  lui-même  le  facteury';  alors 
tout  élément  (/,  ^)  conjugué  à  un  élément  (or,  u)  de  f=o  est 
aussi  un  élément  de  jf=  o,  et  ce  connexe  est  conjugué  à  lui- 
même  (*). 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'exposer  la  formation  du 
connexe  conjugué  à  l'aide  des  procédés  symboliques  et  de  la  suivre 
sur  quelques  exemples.  D'après  les  développements  ci-dessus 
(p.  359  et  362),  nous  avons  d'abord,  dans  ce  but,  à  établir  di- 
rectement la  condition  pour  qu'une  équation  doublement  binaire 

(lo)  ç  =  Ai"X{'  =  o 

ait  une  racine,  double  >C|  :  Xj  et  en  même  temps  une  racine  double 
^1 1  ^'2  ;  c'est-à-dire  que  nous  avons  à  éliminer  les  grandeurs  x  et  X 
entre  les  quatre  équations 

,       ,  ârs>  d'à  d-j  09 

'       '  O'Ai  d/i  Ô/i  Oti 

lesquelles,  à  cause  de  la  double  homogénéité  de  ç,  tiennent 
seulement  la  place  de  trois.  L'équation  du  connexe  conjugué 
à  fE^a^u2=o  s'obtient  alors  de  la  manière  connue  au  moyen 
de  la  forme  binaire  trouvée,  en  remplaçant  chaque  facteur  (AB) 
de  cette  dernière  par  (rtiu),  chaque  facteur  (e^l.iJb)  par  (a(3.r). 
L'invariant  de  la  forme  binaire  c-,  dont  l'évanouissement  repré- 


{*)  Un  exemple  du  fait  nous  est  donné  par  le  connexe  linéo-linéairc 

//,  X,  4-  //, .c.  —  #/,  .r,  =  o, 
qui  fait  correspondre  à  un  point  .r  un  point  y  au  moyen  des  équations 

et  représente  par  suite  un  cas  particulier  de  la  coUinéation  perspective.  La  transfor- 
mation inverse  est  alors  identique  à  cette  dernière,  et  comme  elle  est  de  même,  en 
général,  représentée  par  le  connexe  linéo-liné.iire  conjugué  (comme  nous  le  verrons 
plus  tard),  le  connexe  conjugué  est  ici  proportionnel  au  connexe  originaire. 
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sente  la  condition  précitée,  sera  dans  ce  qui  suit  désigné  parR; 
son  degré  g,  par  rapport  aux  coefficients  de  cf,  est  aisé  à  déter- 
miner d*aprcs  ce  qui  précède.  En  effet,  dans  R  figurent  nig  séries 
de  symboles  A,  B^   . . . ,  et  /ig^  séries  de  symboles  al»,  ifl.  ...  qui 

se  réunissent  respectivement  en  -  ni  g  et  -  ng  facteurs  symboliques 

des  types  (AB)  et  («A>\)1)).  L'équation  du  connexe  conjugué  sera 

donc  du  degré  -  ing  par  rapport  aux  a,  et  du  degré  -  ng  par  rap- 

port  aux  Xy  c'est-à-dire  que  nous  aurons,  en  vertu  de  (8)  et  (9), 

g  z=z  2[mn  -h  2 [m  —  i)[/i  —  i)]. 

C'est  là  le  degré  de  V iny^ariant  de  Informe  doublement  bi- 
naire [10)^  dont  r é\^anouissement  exprime  quà  une  racine  double 
de  l'une  des  séries  de  variables  peut  correspondre  une  racine 
double  de  l'autre  série. 

Ces  faits  exigent  quelques  explications  particulières  lorsque 
l'un  des  nombres  m,  n  est  égal  à  1 .  Alors,  en  efl'et,  pour  l'une  des 
séries,  il  ne  peut  être  question  d'une  racine  double  proprement 
dite;^  mais,  dans  la  formation  de  R,  se  présente  la  circonstance 
particulière  que  les  coefficients  do  la  forme  binaire  9,  relativement 
à  la  série  qui  entre  linéairement,  sont  tous  deux  égalés  à  zéro.  Si 
donc  on  a,  par  exemple, 

les  y^  ne  dépendant  plus  que  des  x  seuls,  il  vient 

A  la  place  de  (i  1)  se  présentent,  par  suite,  les  équations 

Pi=:o,     Pi=o, 

L'élimination  de  7.|,  Xo  entre  les  deux  dernières  équations  conduit 
à  l'évanouissement  du  déterminant  fonctionnel  de  P|  et  Pa,  consé- 
quence connue  des  deux  premières  équations.  Donc,  dans  le  cas 
oii  l'un  des  nombres  m,  n  est  égal  à  l' unité ,  R.çe  réduit  au  résul- 
tant de  Vt  et  J?2< 
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Ainsi,  par  exemple,  pour  établir  le  connexe  conjugué  du  con- 
nexe (ly  i)  axU«=  o,  on  a  à  former  le  résultant  des  deux  formes 
linéaires  A«A>i  et  A^Xa»  lequel  est  égal  à 

(AB)A,jUl,t=:i(AB)(Xife). 

L^ équation  du  connexe  conjugué  devient  donc 

(la)  [abti)[oiPx)  =zo. 

Considérons  ensuite  le  connexe  (s,  i) 

/=zalu^=blttp. 

» 

Nous  avons  ici  à  former  le  résultant  des  formes  A^Jl>i,  A^nl>2»  lequel 
est,  comme  on  sait,  égal  à  ST  —  U^,  U  désignant  Tinvariant  simul- 
tané, S  et  T  les  invariants  particuliers  des  deux  formes.  Pour 
établir  ces  derniers,  nous  ferons  respectivement  usage  des  sym- 
boles ABA>ifl>  et  CDgod;  il  vient  alors 

S=:r  (AB)*A,ifei,     T  =  (CD)*e,CDî, 
U  =  (AB)*c4„ift„=  (CD)«G,(D,. 

Nous  avons,  en  conséquence, 

ST  — U«=ï=(AB)*(CD)«JWi(D,(ift,S) 

r=il(AB;*(CD)«(ift»e)(4o(D), 

Jm 

et  V équation  du  connexe  conjugué  de  a^ii.=  o  devient 

(i3)  (abuY[cduY[pyx)[<x,9x)=o. 

Nous  allons  enfin  déterminer  directement  le  connexe  conjugué 
d'un  connexe  (2,2).  Il  faut  ici  déterminer  d'abord  la  forme  R 
pour  une  forme  binaire  dans  laquelle  figurent  deux  séries  de  va- 
riables et  chacune  à  la  seconde  dimension.  Soit 

I^z=zklXi=z  >ii.iix;4-a«i,,uX|X,H-a„,„xJ)>J 
-t- («tMl^^ÎH- 2<îl,,j,5C|X,-h  «„,,5XÎ)>.» 
Clbucr.  •»  Géométrie,  III.  ^4 
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une  forme  de  celte  espèce.  Les  équations  (11) 


d'^ 


=  o, 


<)«p 


=-o. 


d<f  d^  


:=0 


^:  O 


peuvent  être,  en  général,  remplacées  par  les  suivantes  : 


(i5) 


p.xj>,~ - 


d' 


? 


mn  âxjd^i 


.o.x.îl,=        


()• 


? 


mn  d^iô'^i 


p  étant  un  facteur  indéterminé.  Dans  le  cas  actuel,    ce  système 
d^équations  est  donné  par 


{^it,\t  —  ?)'^'i\-^  Oit,ii^^i\  -^ 


1S,11 


•i''î 


^*i,  tt*î^î 


(«îl,J2-*-p)'Cî^l-J-«ll,llXl>j 


a 


ti.iiM 


x»  /* 


^11, 115*1^1 

''iMI*!^^  -+-^ll,ll«î^l  -+-  «ll.ïlîtl^J  +  («tl,J|  — Pz-^î'^J 


0, 

0. 


Si  nous  désignons  par  il  le  déterminant  de  ce  système  linéaire 
relativement  aux  grandeurs  x^Xj^  x^Xf,  Xi^tv  >^-2^s9  pai*  A/Vt,/m  1^> 
déterminants  mineurs  de  H,  nous  avons  d^abord 


^iî,ij~" 


(16)     a 


a 


11*12 


^12,11 
^11,11 


^22,1* 
'='21, 12 
^22,11 
^21,11 


^12,22 
''11,22 

^12,21^-  :' 

«11,21 


«22,22 
«21,22 
«22,21 
«21,21 


O. 


Par  suite,  les  carrés  et  les  produits  des  quatre  grandeurs  précédente-^ 
sont  entre  eux  dans  le  même  rapport  que  les  quantités  û/^t^  im,  c'est- 
à-dire  que,  u  désignant  un  facteur  indéterminé,  on  a,  par  exemple, 

p.Xj/|  .Xj/2^=-^  ^12.12~-  ^^21.  21» 
p.X|  Aj.'/.}/]  =^  ^-12,21  '-^^  ^21,12" 

Par  conséquent,  Texpression 

^12, îl  ^"  ^21,12  ^^12,12  ^21,21 

est  nécessairement  nulle,  car  elle  n'est  autre  que  la  dérixée  de  12 
par  rapport  à  />.  On  a  donc  en  même  temps 

du 

U_:0,       -v-~0-, 

00 
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c'est-à-dire  que  ]e  discriminant  de  Téquation  (16)  du  quatrième 
degré  en  p  doit  s'annuler.  La  formation  cherchéeK  est  conséquent- 
ment  égale  à  ce  discriminant  lui-même  : 

(.7)  R^,-»_6A 

/  et  j  désignant  les  deux  invariants  de  la  forme  ft. 

Pour  le  calcul  effectif  de  R  sous  forme  symbolique,  observons 
ce  qui  suit.  Dans  û,  le  coefficient  de  p^  est  égal  à  l'unité,  et  le 
terme  en  p'  manque;  on  a  donc 

a  —  p*  -+-  6Up»  -h  4Vp  ^-  W, 
et  par  suite 

(18)  /-^2(w -+-3U*;,  y_.6(uw  — ip— V»;. 

Les  expressions  U,  V,  W  sont  des  invariants  de  <p  qui  ont  un 
caractère  spécial,  le  même  que  celui  appartenant  à  l'expression  R, 
comme  il  a  été  mentionné  (p.  SSg).  Elles  sont,  en  effet,  des  inva- 
riants non  seulement  si  Ton  soumet  les  variables  x,  X  à  la  même 
transformation  linéaire,  mais  encore  si  Ton  applique  aux  deux 
séries  des  transformations  linéaires  différentes.  Et  ce  sont  les 
seules  de  cette  espèce,  car,  puisque  le  nombre  des  coefficients  de 
9  est  égal  à  9,  il  existe  six  invariants  de  cette  forme,  indépendants 
les  uns  des  autres,  relativement  à  une  transformation  linéaire  com- 
mune aux  séries  x,  i,  et  par  suite  il  existe  seulement  trois  forma^ 
t ions  qui  possèdent  la  propriété  de  l'invariance  même  par  rapport 
à  des  transformations  différentes  des  deux  séries  (  ^  ). 

La  manière  la  plus  simple  de  démontrer  que  cette  double  pro- 
priété invariante  appartient  aux  coefficients  U,  V,  W  de  l'équa- 
tion 12  =  o  consiste  à  prouver  Tinvariabilité  de  Q>  pour  le  cas  où 
une  seule  des  séries  /.,  X  est  transformée  linéairement,  l'autre  res- 
tant invariable  (en  supposant  qu'on  introduise  en  même  temps  à 


(•)  Dans  le  tome  XI  du  Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  p.  91,  on 
trouve  la  remarque  que  de  tels  invariants  el  covariants  ont  été  étudiés  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  Capëlli  dans  son  Mémoire  Sopra  la  corrispondenza  (a,  2)  ossia  la 
forma  /{x^,  y*)  ed  i  suoi  invariant i  e  covarianti  relativi  a  due  tranformazioni  linearî 
independenti  délie  'variabili  {^Journal  de  Battaglini,  Naples,  1879).  Cette  remarque 
n*est  pas  correcte,  car  les  recherches  du  texte  (empruntées  à  un  manuscrit  laissé  par 
Clcbscb  et  déjà  cité  p.  366)  ont  été  publiées  en  1876  dans  l'éditldn  allemande  du 
présent  Ouvrage. 

24* 
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la  place  de  p  une  grandeur  p'  convenablement  choisie).  Nous  fe- 
rons usage  de  la  transformation 

(19)  x,  =  ax'j-f-^x;,      x,=:yx\H-oV„ 

et  nous  poserons  les  nouvelles  équations 

11  s*agit  de  montrer  que  ces  équations  reviennent  aux  équations 
(i5).  Or  on  a 

â  ô  â  â         ^   d         ^  d 

axj  oy.i  O'A^         CrXj  axi  f/Xj 

les  équations  (20)  donnent  donc 


^ •''»'*"-    4  diyâT,    4  5;^r/ 

p.x,A,_        ---__  + 


4  ô^id'ki       4  ^^s^^i 

Multipliant  maintenant  la  première  et  la  deuxième  équation,  puis  la 
troisième  et  la  quatrième  une  fois  par  a,  P,  une  fois  par  y,  i  et 
ajoutant  chaque  fois,  on  obtient,  en  vertu  de  (19), 

et  ce  sont  là  de  nouveau  les  équations  (i5)  si  Ton  pose 

Actuellement,  comme  p  était  une  racine  de  Téquation  £1  =  o,  p' 
satisfait  à  Téquation 
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r  =  OLS  —  {3y  désignant  le  déterminant  de  la  substitution. 
Des  considérations  tout  à  fait  analogues  se  présentent  si  on  laisse 
les  %  invariables  et  qu'on  transforme  linéairement  Xi,  X2  seulement. 
Les  coeflicients  U,  V,  W  ne  varient  donc  respectivement  que  des 
facteurs  r^r'^,  r'/-'^,  r*/*'*,  si  r  désigne  le  déterminant  d'une  trans- 
formation linéaire  des  x/,  /  celui  d'une  semblable  transformation 
des  1|,  c'est-à-dire  qu'e/i  fait  U,  V,  W  sont  des  invariants  pour 
chacune  des  deux  transformations.  A  cette  catégorie  appartien- 
nent, par  exemple,  les  trois  invariants  de  la  forme  A^xî  indépen- 
dants entre  eux 

(AB)«(.H.ill,)S     (AB)(BC)(CA)(JL\ft,)(ift,G)(GA,), 
(AB)«(CD)*(xe)*('\ft,CE))*; 

et  comme,  d'autre  part,  il  n'existe  que  trois  invariants  de  cette 
espèce  indépendants,  et  que  ceux  mentionnés  ici  n'éprouvent 
d'autre  modification  par  une  transformation  linéaire  que  la  multi- 
plication parles  facteurs  r^/^,  r'/''',  r*/*'*,  il  faut  nécessairement 
que  U  se  confonde  avec  le  premier,  V  avec  le  deuxième,  sauf  un 
facteur  numérique,  tandis  que  W  doit  pouvoir  se  former  avec  le 
troisième  et  avec  le  carré  du  premier. 

On  peut  aussi,  en  fait,  calculer  sans  peine  directement  le  coefîi- 
cient  U  de  p^  dans  û.  On  trouve 

ou,  si  l'on  permute  simultanément  A  avec  B,  X  avec  ifl  et  qu'on 
forme  la  demi-somme  de  l'ancienne  et  de  la  nouvelle  expression, 

[il]  V  =  —  —  [AB]^XyS^Y. 

Pour  le  calcul  de  V,  observons  que  le  second  des  invariants  précé- 
dents sous  forme  non  symbolique  est  donné  par 


V'  =  6 


=  (AB)(BC)(CA)(XiJb){Ulie)(CA,). 


^11,11        ^11, iî       ^11, M 
^M,ll       ^tt,H       ^ÎÎ,M 

et  que  V  =  V.c,  c  désignant  un  facteur  numérique.  Mais  il  vient 
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V'=6  si  l'on  prend  aj^ti  =  ^j2,h=  ^22,22^=  Iî  et  qu'on  fasse 
s'évanouir  tous  les  autres  coefïicients  de  ç.  D'un  autre  côté,  on  ob- 
tient, par  suite  de  cette  dernière  substitution, 

d'où 

et  il  en  résulte 

I 


-"1 


n 


et 


(22)  Vz_::- —  (AB)(BC)(CA)(A.ill)(tft»C)(e.V,). 

Le  troisième  coefficient  W  se  déduit  de  11  dans  l'hypothèse  p  =  o. 
Nous  développerons  le  déterminant  qui  prend  ainsi  naissance,  afin 
d'obtenir  son  expression  symbolique,  suivant  les  déterminants  mi- 
neurs à  deux  dimensions  sous  la  forme 

011  l'on  a  toujours 

Pik^=^  —  pkit       9ik=  —  Qkt^ 

et  où,  par  exemple, 

/'it— «îî.ij  — «ii,i2^i2,ij         —  —  -(AB)*A.i*l„iftï|  111)1, 
/^i3==^iî,««ii,iî—  «ii,««it.iî=  --(AB)AiBiA>*iï5>iia»î, 


(73*—  ûîî.i2  —  ^ii,iî«^2i,ii         —  —  -  (CD)»GiC,côi(Ôj, 


Il  vient  alors,  en  premier  lieu, 

W  —  ^  (AB)'(CD)«[Xi.l,,ift„illi,etG,CDi(ô,-+-  A.îUi)îG;(D;] 

—  (AB)(CD)G;a),(D,[AjBaC,D,4a,i.V,lft,j[— AiBiC,D,JLîia>i'UÎ»j 

—  AjBiCjDjatiAjiiî)* 

—  AiB,C,Di«Vi«l,ift,*], 

Le  troisième  et  le  cinquième  terme  donnent  pour  somme 

(AB)(CD)a.,..l,,ifi,îGÎ(DiaD,A,C,(BD), 
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el  de  même  le  quatrième  et  le  sixième,  après  qu^on  a  permuté  dans 
le  premier  A  avec  B  et  a-l.  avec  iil>,  se  réduisent  à 

—  (AB)(CD).l,iJl.,ift,ÎGî(£)i(Ô,AiC,(BD); 

les  deux  termes  ainsi  obtenus  donnent,  pris  ensemble,  Texpression 

W'=:  -  (AB)(AC)(BD)(CD)..l,i^,Ul>î(î)i(ï),GÎ. 

Or  on  a  identiquement 

(AC)(BD)r=:(AB)(CD)-h(BC)(AD),  '       " 

cl  conséquemmcnt 

W=-(AB)*(CD)M.i.l,,ia,ÎG;(©,C£),— w^ 

1 

relation  où 

W"z^        (AB){CD)(BC)(AD).l,,.l,,in,ÎC;(î),(Dj 
(AD](BC)(CD)(AB).l,iA>,'«l,i'DÎ,,GîCD^ 

:.r       -l-(AB)(CD)[[AD)(BC)-(BD)(AC)].l>i.l,,ift,iift,„aî(î)* 

-^  —  -  (AB)»(CD)'.l.i<.l,,ift,iift,tC;(E)*, 

Si  nous  substituons  donc  l'expression  W  dans  W,  il  vient  fina- 
lement 

Vf  =^  7(AB)*(CD)«[.Vj,l,aft,j'Ul,,eie,(E)i(î),-*-.lJ'ift,î8î(î)î 

Permutons  ici  simultanément  A,  ,.1,  avec  B,  ift>,  puis  C,  3  avec 
D,  CD,  et  opérons  ensuite  ces  permutations  ensemble.  On  obtient 
ainsi  quatre  expressions  pour  W,  et  W  lui-même  est  égal  à  leur 
somme  divisée  par  4  • 

W=^(AB]*(CD)*[(JWiift,ie,(î),-hA,ift„eiC£>i)* 

t 

4-  ejGjCOjCôjixîiJi,;  -h  M'^^'^l) 
—  ,.1,1  cl.  Cl  85(1)1)*  Ub)*  +  ia>î(Dî) 
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Mais  on  a  identiquement 

—  1[_  (A,ift,)*(G(î))*4-  (<.li\ft„e,(]0,4- A:,ifi»iG,®,)' 

Si  Ton  porte  ce  résultat,  ainsi  que  les  transformations  semblables 
des  expressions  correspondantes,  dans  l'expression  de  W,  on  ob- 
tient 

W==-^{AB)«(CD)«[(.l,G)*(ia,Oô)»+(Jl(D)M'in.>G)*-(.l^ 

Parmi  les  trois  termes  qui  se  présentent  ici,  les  deux  premiers  sodI 
égaux  entre  eux,  le  dernier  est  égal  à  — gU^;  et  l'on  a  ainsi  enfin 

(23)  Wzzr  i(AB)'(CD)«(XG)*{'ift,(D)«  — 9U». 

On  a  à  substituer  dans  i  eij,  d'après  (18),  les  valeurs  données  dans 
les  équations  (ai),  (22),  (28)  pour  obtenir  suivant  (17)  Tinvarlant 
chcfrché  R.  L'équation  du  connexe  conjugué  au  connejcea'^ul^^o 
est  donc  donnée  par 


8(Wh-3U*)»— 2i6(UW  — U»— V»  «1=0, 


avec 


12  '  ' 

V= {abu)(bcu)(cait)'uPx)(Pyx)[yaL:r), 

m  «M 

W=:       ^[abuY(cduY(aya:y[p^x]^'-gVK 

Le  connexe  conjugué  a  été  rapporté  unidéterminativement  chô- 
ment pour  élément  par  les  équations  (  1  )  au  connexe  donnéy=  o  : 
ces  équations  donnent  donc  un  cas  particulier  d'une  transforma- 
tion unidéterminatii^e  générale  du  connexe /-=•  o,  transformation 
que  Ton  peut  exprimer  par  les  équations 

(24)  p^-=r^,(jr,  ttj,       fTVi=^i\x,u)        (1  =  1,2,3), 

les  relations  91=  o  représentant  trois  connexes  quelconques  (/?,  f), 
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les  relations  ^/=  o  trois  connexes  quelconques  (/',  ^).  L'équation 
F(j',  v)  =  o  du  nouveau  connexe  s'obtient  alors  par  élimination 
de  p,  a,  jf|-,  Ui  entre  les  équations  (24)  et  entre  ^(j:,  m)  =  o.  Au 
cas  où  les  connexes  de  transformation  o  =  o,  ^  =  o  ne  sont  pas 
dans  une  situation  spéciale  par  rapport  ày=  o,  on  détermine  aisé- 
ment l'ordre  m'  et  la  classe  //  de  F  =  o.  L'ordre  m'  est  en  effet 
évidemment  égal  au  nombre  des  points  j"  qui,  pour  des  valeurs 
choisies  d'une  façon  quelconque  des  s^i,  satisfont  simultanément 
aux  équations  (24)  et  à  y=  o,  y^=o,  les  quantités  y/  étant  des 
grandeurs  quelconques  ;  c'est-à-dire  qu'en  vertu  du  caractère  uni- 
déterminatif  de  la  transformation  (24)^  il  sera  égal  au  nombre  des 
éléments  (x,  u)  communs  aux  quatre  connexes 

/(x,  i/)  =  o,     271  y/— o,     •'j'j'i  — l'i^pi^o,     «'j^pi  — •'i-^3  =  o; 

et  nous  avons,  en  conséquence,  d'après  l'équation  (4)  (p.  356), 

'25)  m'  =2  r*nq  -h  s^mp  4-  irs[rnq  -+-  np] 

et  de  même 

(26)  «'  =  p^ ns  -h  </* tfir  -f-  zpq  ( /?w  -f-  /ir ) . 

Des  modifications  doivent  être  apportées  à  ce  qui  précède  lorsque 
les  connexes  de  transformation  f ,  t^  présentent  quelque  chose  de 
spécial  par  rapport  à  J\  Supposons,  par  exemple,  que  les  con^ 
nexes  (fi=  o  aient  en  commun  as^ec  f  un  couple  de  courbes  (d^e) 
et  les  connexes  «{'/=  o  un  couple  de  courbes  (  J,  e)\  Du  couple  de 
courbes  qui  est  commun  aux  équations 

et  dont  l'ordre  et  la  classe  sont  déterminés  par  les  équations  (2) 
(p.  355),  il  faut  encore  retrancher  le  couple  de  courbes  (î,  c).  Il 
reste  un  couple  de  l'ordre  2  7'5«-4-/rw- — $  et  de  la  classe 
^rsm-hnr^  —  î.  D'après  les  développements  donnés  (p.  356), 
l'ordre  du  connexe  F(j^,  i^)  =  o  est  donc  actuellement 

( î-j )  m' r=r  ( 2/ir5  -h  ms^  —  $)p  -\-  [1  mrs  -i-  /î/-*  —  •  ) </, 

et  sa  classe 

(  28 )  /l' m  ( 2 npq  H-  mq^  —  rf)  r -h  (2 mpq  4-  np^  —  e)s» 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  retrouve,  en  particulier,  l'ordre 
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et  la  classe  du  connexe  conjugué.  Les  connexes  -r^  qui  se  présen- 
tent dans  les  équations  (i)  à  la  place  des  cp/  déterminent,  en  eflel, 

■ 

un  couple  de  courbes  de  Tordre  im{n — i)^  et  de  la  classe 
3(/i  —  i)/w^,  qui,  d'après  le  théorème  d'Euler,  appartient  aussi  au 
connexe  f=  o.  Pour  les  équations  (i),  il  vient,  en  conséquence. 


et  de  même 


puis 


p  =:  m,      q  z=i  n  —  i ,      r  ^^  m  —  1 ,      s  z:=^  n. 


Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  ('^«7)  et  (28),  on  retrouve  bien 
les  nombres  connus  pour  l'ordre  et  la  classe  du  connexe  conjugué. 
Dans  les  autres  recherches  sur  les  transformations  unidétermi- 
nativcs  des  connexes,  on  devra  surtout  fixer  son  attention  sur  leurs 
singularités  (ainsi  qu'on  le  fait  dans  les  transformations  d'une 
courbe)  et  sur  les  relations  qui  existent  entre  les  singularités  du 
connexe  donné  et  celles  du  connexe  transformé.  On  devra  aussi 
distinguer  différentes  espèces  de  transformations  suivant  que  ces 
dernières  changent  unidcterminativemcnt  un  connexe  en  un  autre, 
ou  qu'elles  sont  unidéterminatives  seulement  pour  les  éléments 
d'une  coïncidence,  ou  enfin  seulement  pour  ceux  d'un  couple  de 
courbes,  de  même  que  dans  l'espace  on  a  à  considérer  des  trans- 
formations unidéterminatives  d'une  surface  et  d'une  courbe  parti- 
culière. Les  recherches  qui  se  rattachent  à  ce  sujet  ont  la  même 
marche  que  les  théories  semblables  dans  une  variété  quelconque 
de  quatre  dimensions.  On  pourra,  en  particulier,  aussi  bien  pour 
les  connexes  que  pour  les  coïncidences  et  les  couples  de  courbes, 
établir  un  nombre,  savoir  :  le  genre  de  ces  Jigures^  qui  reste  inva- 
riable dans  toutes  leurs  transformations  à  détermination  unique  ('). 
Il  est  toutefois  à  remarquer  que  dniis  les  coïncidences,  comme  dans 
les  surfaces  algébriques.  Use  présente  deux  nombres  constants  de 
cette  espèce,  que  dans  les  connexes,  comme  dans  les  variétés  de 
trois  dimensions,  il  s'en  présente  trois  [^)^  et  qu'au  contraire,  dans 


(')  Voir  CbEBSCn,  Comptes  rendus  de  V Àctidémie  des  Sciences,  t.  LXVII,  décembre 
1868,  et  NÔTHEB,  Math.  Annulent  t.  Il,  p.  393  et  suiv. 
(')  Voir  MÔTiiERy  Math,  Anaalen,  t.  VI 11.  p.  49-)  et  suiv. 
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le  couple  de  courbes"  (ou,  en  général,  dans  une  variété  algébrique 
à  une  seule  dimension),  il  ne  s'en  présente  qu'im,  comme  dans 
une  courbe  particulière.  L'établissement  eflectif  de  ces  diOerents 
nombres  (la  détermination  de  la  façon  dont  ils  dépendent  des  sin- 
gularités éventuelles  du  connexe,  de  la  coïncidence  ou  du  couple 
de  courbes)  et  la  démonstration  de  leur  permanence  dans  les  trans- 
formations unidéterminatives  se  feront  de  la  même  manière  que 
pour  les  variétés  algébriques  générales  dont  il  a  été  parlé.  Nous 
n'insisterons  néanmoins  pas  davantage  sur  ce  sujet.  Contentons- 
nous  de  mentîonnor  comment,  pour  les  connexes  et  les  coïnci- 
dences, on  aura  à  former  les  intégrales  triples  ou  doubles  avec 
l'étude  desquelles  on  peut  mettre  en  connexion  les  nombres  ci- 
dessus.  Les  résultats  correspondants  pour  des  variétés  quelconques 
[voir  NoTHER,  loc,  cit.)  se  modifient  en  effet  ici  d'une  façon  par- 
ticulière, parce  que  nous  avons  affaire  non  à  un  groupe  de  quatre, 
mais  à  deux  groupes  de  deux  variables  chacun. 

Soit  [xy  u)  un  élément  du  connexe  y=o.  Gomme  ce  dernier 
représente  une  figure  à  trois  dimensions,  on  y  trouve  comme  pos- 
sibles trois  directions  d'avancement  linéairement  indépendantes 
que  nous  pouvons  attribuer  aux  variables  en  passant  de  l'élément 
(j:,  u)  à  un  élément  voisin  (a;  -h-  dx,  u  -h  du).  En  distinguant  trois 
différentielles  de  cette  espèce  par  les  lettres  d,  d\  d" ,  on  obtient 
les  équations 

^/jr/i'ti-^    2/,//l//      -         O, 
^/r.  ^^  -i'/  -H  2//,,  €i'  Ui       -  O, 


—  •  En  y  ajoutant  les  équations 


nous  avons  cinq  équations  au  moyen  desquelles  les  rapports  des 
f'r^t  Jli  peuvent  être  déterminés,  et,  pour  préciser,  seront  propor- 
tionnels aux  déterminants  formés  avec  le  système  incomplet 

clxi        r/./-,        (Lr^        dui        du^       du^     !' 


d'jc^ 

d!  .T^ 

d^Xi 

d^x^ 

^1 

^t 

0 

0 

d^r. 


.r. 


d'Ui 

o 

lit 


d'u^ 
o 


O 

u. 
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Si  donc  Ô  est  une  fonction  homogène  entière'  du  degré  m  —  3  par 
rapport  aux  xt  et  du  degré  n  —  3  par  rapport  aux  a,-,  l'expression 


(>9) 


dl 


d.Ty 

rf'.rj 

d!'x^ 

.r, 

o 

«1 

djCf 

t{  x^ 

(Fx^ 

'^i 

o 

«î 

t\ 

djr^ 

d!  x^ 

€1"  X^ 

^'i 

o 

«î 

rj  . 

du  Y 

d'iiy 

dTu^ 

o 

«1 

?. 

eitif 

d' u^ 

cf'  u^ 

o 

«f 

^ 

du^ 

d'ii^ 

d"  ih 

o 

"j 

p. 

représente  un  élément  d*une  intégrale  triple  qui  est  complètement 
indépendant  des  grandeurs  a/,  (3/.  Si  Ton  détermine  les  constantes 
dans  0,  de  telle  sorte  que  cette  intégrale  ne  devienne  infinie  pour 
aucun  élément  du  connexe /=  o,  le  nombre  des  constantes  de© 
qui  restent  arbitraires  indique  le  genre  p  du  connexe.  Si  donc  le 
connexe  donné  ne  possède  aucune  coïncidence  double,  etc.,  0  n'a 
à  satisfaire  à  aucune  condition  ;  il  vient  alors 

[m  —  \)[m  —  'y.]    («  — i)(„  — -) 
p  .^ , 

1  '2. 

et  c'est  là  l'un  des  nombres  caractéristiques  pour  un  con- 
nexe (*). 

On  peut,  d'une  double  manière,  donner  à  la  différentielle  d\ 
une  forme  plus  simple.  En  effet,  on  peut  choisir  deux  des  trois 
directions  d'avancement  rf,  d! ^  d"  de  telle  sorte  que  les  u/,  puis 
les  Xiy  restent  successivement  constants.  11  vient  alors,  par 
exemple, 

(ff  «1  =Zffu^  :=:=.  d' ttj   =:r  O, 

rtf^-r,  =z  éT'  Xj  =:  d" x^  -ziz  o  ; 

et,  si  l'on  annule  successivement  les  |3/,  puis  les  et/,  on  obtient  les 
deux  formes  simples 

e.{xKd'x).{itduff'u)  __       e.(.rrfrrf'x](i/|5^w) 


(')  Lm  autres  nombres  génériques  seraient  donnés  par  les  nombres  qui  caracté- 
risent d'une  manière  analogue  une  coïncidence  à  laquelle  donne  naissance  sur/=o 
un  connexe  0  =  0. 
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ZSl 


Observons  encore  que  Ton  arrive  aussi  à  la  même  expression 
pour  dï  si  Ton  part  de  ceci  :  considérer  y*  comme  une  fonction 
homogène  de  six  variables  cogrédientes  X|,  x^y  x^y  u^J  Uiy  1/3. 
D'après  les  règles  générales  relatives  aux  fonctions  de  cette 
espèce  { *  ),  il  faut  alors  considérer  une  différentielle  qui  dérive  de 
(39)  si  Ton  remplace  le  déterminant  du  numérateur  par  le  déter- 
minant 


«1 

•^1 

dxx 

d  Xj 

rf"a-, 

d^Xi 

«î 

JT, 

d't 

d!  x^ 

//*^Xj 

rf'^r, 

«J 

^l 

dr^ 

d^x^ 

df  c^ 

d^JT^ 

?I 

«1 

dui 

di  u^ 

d!'u^ 

it^Ui 

p. 

"î 

du^ 

d  u^ 

d'^u^ 

d^'u^ 

13, 

«» 

du^ 

tf  u^ 

d^tt^ 

d^u^ 

dans  lequel  d,  d\  d"^  d!"  indiquent  les  différentes  directions  d'avan- 
cement. Mais  si  nous  considérons  que,  en  outre  des  équations 

ont  lieu  encore  les  suivantes 

2  ^if^^  =0,    2  ttifl.  =  o, 

il  est  visible  que  le  déterminant  obtenu  par  élimination  des  Jl^, 
y^^  entre  ces  équations  est  nécessairement  nul.  On  peut,  pour  cette 
raison,  poser 

tfxf=  X dxi  H-  Id*  Xi  -r-  tid^x^ -+-  x^dpy 
d'"ui:=% dui -f-  > r/' «/  H-  ikdf  Ui  -h  Ui é/a, 

dpy  da  désignant  des  grandeurs  infiniment  petites  quelconques.  Si 
Ton  porte  ce  résultat  dans  le  déterminant  à  six  dimensions,  on 
obtient  de  nouveau,  après  une  transformation  aisée,  le  détermi- 
nant qui  figure  dans  (29),  à  part  un  facteur  qui  dépend  unique- 
ment de  dv  et  dp'^  mais  ce  dernier  n'a  plus  aucune  relation  avec 
dl  et  y,  et  il  est,  par  conséquent,  absolument  sans  influence  sur 
les  considérations  ultérieures.  On  aperçoit  ainsi  qu'il  suffit  d'étu- 
dier l'élément  d'une  intégrale  triple,  au  lieu  de  celui  d'une  inté- 
grale quadruple. 


(')  Foir  N5tiiu,  Math,  Annalen^  t.  II,  2otf.  cit. 


382 


TUMR   m.  —  CHAPITRB   II. 


Dans  le  même  sens  que  nous  avons  parlé  du  genre  d'un  con- 
nexe, on  peut  aussi  parler  du  genre  d'une  coïncidence.  Si  l'on  se 
figure  celle-ci  comme  Tintersection  de  deux  connexes  (m, /?)  et 
{m',n) 

f=o     et     9^==o, 

on  a  à  considérer  une  intégrale  double  (*)  dont  les  différentielles 
linéaires  correspondent  aux  deux  directions  d'avancement  qui  res- 
tent encore  possibles.  Ces  dernières  étant  représentées  par'rf,  rf', 
on  a 

^fxiàxi-\-  lfl,.dui—  o,     lf^/tx,-{-  Ifi^tTiti—  o, 

2  J^i/xj  ==  o,     1  Uif,t.  =  o  ; 
et 

Chacun  de  ces  systèmes  d'équations  peut  être  envisagé  comme 
un  système  linéaire  relativement  aux  dérivées  des  fonctions  qui  v 
figurent.  Il  suit  alors  de  là,  d'après  des  propositions  connues,  que 
les  déterminants  à  deux  dimensions,  que  l'on  peut  former  avecles 
séries 

y^i»    y.ri>    y.»j»     y«i»    y«j>    y//j» 

?.r,>         f.,1         ?a,»         y«,,         ftitf         ?#/,» 

sont  individuellement  proportionnels  aux  déterminants  à  quatre 
dimensions  de  la  matrice 


d    Xy 

.r, 


o 


d.r^ 

d  x^ 

Xa 


O 


dx^ 
d'x. 


Xn 


du  y 

d  Uy 

o 


da^ 

d'u^ 

o 


^'«3 
O 


u. 


f/l 


Si  donc  nous  désignons  par©  une  fonction  entière  renfermant  les 
Xi  d'une  façon  homogène  à  Tordre  m  -^  m' —  3,  les  «/  d'une  façon 


(')   Voir  la  formation  correspondante  de  l'intégrale  simple  pour  rinterseclio» com- 
plète de  deux  surfaces  dans  Cleosch  :  Anwrndungen  der  yfbeVschen  Function^n  nuf 
Géométrie,  §  11  et  suit.  {Journal  de  Crelle^  t.  63).  Il  peut,  du  reste,  y  avoir  iussi  des 
coïncidences  qui  ne  sont  pas  représen tables  comme  intersections  complètes  de  deux 
connexes. 
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homogène  à  Tordre  /i  -f-  «' —  3,  il  vient 

[I  ilxi     d!  T-i     Xi     G      Oj     oii  I  1 
—  __'   ^"i      ^'«/      o      ^^      ^i     ?i   I  J/=l^l.3 

diflerenlîelle  complètement  indépendante  des  grandeurs  rt/,  a,-,  i/, 
|3/.  Le  facteur  du  numérateur  compris  entre  crochets  a  été  mis  là 
par  abréviation  pour  un  déterminant  à  six  dimensions  dont  il  est 
aisé  d'apercevoir  le  mode  de  formation  effectif.  Si  maintenant  0  est 
déterminé  de  telle  sorte  que  Tintégrale  double  qui  tire  son  origine 
de  di  reste  finie  pour  toute  portion  limitée  choisie  à  Tintérieur  de 
la  coïncidence,  le  nombre  des  coefficients  arbitraires  qui  res- 
tent dans  0  et  ne  peuvent  être  détruits  par  Tcmploi  de  f=  o, 
9  =  o,  est  égal  au  genre  tt  de  la  coïncidence  (  *  ).  On  a  donc,  en 
général, 

{m  -{-  m'  —  I  )  (  w  -4-  w'  —  2 )     i  n  -\-  n'  —  i  )  ( /?  -4-  //'  —  1l\ 
"  2  2 

2  2 

[m  —  i)(w  —  2)     (n  —  \^{n  —  '>.] 
2  2 

Pour  simplifier  encore  l'expression  r/I,  on  ne  peut  plus  ici  choi- 
sir des  directions  d'avancement  pour  lesquelles  tous  les  dxi  ou  tous 
les  dui  s'évanouissent;  mais  on  peut  faire  nuls  ou  bien  les  a,  a  ou 
les  i,|S,  et  l'on  obtient  alors,  pour  r/I,  les  deux  représenralions 

«I  — 


2  bji- ,  2  ft  <p;,,  —  2  Oi  f,,. .  2  ['ij;„ 

^  .{ il  rhi  (V  // 1 .  (  .rrt  a  ) 
-  -  ■  V       7''      V         '  V         '      V      ~F~  ' 

^  ^iJxi  •  ^  «/  *x,  —  ^  «/  ?a,  •  ^  «/ 7 X. 

Le  genre  d'un  couple  de  courbes  est  enfin  égal  au  nombre  qui, 
suivant  des  théories  connues,  appartient  comme  genre  à  l'une  des 
deux  courbes  du  couple  (liées  unidélcrminativemciil  l'une  à  Taulre), 

(M  Le  second  nombre  générique  de  la  coïncidence  est  égal  au  genre  du  couple  do 
courbes  déterminé  dans  la  coîncidencc/'=:  o,  9  =  0  par  un  connexe  B  =  o  qui  doit 
satisfaire  aux  conditions  indiquées  dans  le  texte. 
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et  il  a  une  relation  connue  avec  les  intégrales  abéliennes  qui  cor- 
respondent à  ces  courbes  (p.  167  et  suiv.). 

Faisons  encore  observer,  en  finissant,  que  pour  les  dlfleren- 
tielles  ici  introduites  d'intégrales  triples  et  doubles  on  peut  aussi 
trouver  aisément  des  équations  exactement  analogues  à  Téquation 
différentielle  du  théorème  d'Abel  [*),  Toutefois,  une  équation  de 
cette  espèce  ne  peut  être  immédiatement  employée  de  la  même 
façon  que  le  théorème  d*Âbel  à  des  applications  géométriques, 
parce  que  les  propriétés  des  intégrales  algébriques  multiples  à 
limites  complexes  n'ont  pas  encore  été  étudiées  d'une  manière  ap- 
profondie. 

IV.  —  La  comcidenca  principale. 

Parmi  les  connexes,  il  en  existe  un  qui  a  une  importance  parti- 
culière :  c'est  le  connexe  linéo-linéaire  donné  par  l'évanouissemenl 
du  covariant  identique  Uxy  c'est-à-dire  par  l'équation 

(1)  i/^^a,Xi-}-  a,j:, -h  «,.r,=  o; 

nous  rappellerons,  par  abréviation,  le  connexe  identique.  Dans  ce 
connexe,  à  tout  point  répond  Tensemble  des  droites  qui  y  passent, 
et  à  toute  droite  l'ensemble  des  points  situés  sur  elle,  c'est-à-dire 
que  Félément  du  connexe  identique  est,  en  général,  toute  combi- 
naison du  point  et  de  la  droite  en  situation  réunie.  La  courbe  K| 
qui  correspond  à  un  point  est  donc  le  point  lui-même  considéré 
comme  sommet  d'un  faisceau  de  rayons;  la  courbe  C|  qui  corres- 
pond à  une  droite  est  cette  droite  elle-même  considérée  comme 
base  d'une  série  ponctuelle. 

L'ensemble  des  éléments  communs  à  un  connexe  donné  ar- 
bitrairement y=  o  et  au  connexe  identique  11^^=0  fournit  une 
coïncidence  covariante  particulièrement  importante  pour  l'étude 
du  connexe  y=  o  ;  nous  l'appellerons  la  coïncidence  pria' 
cipale  du  connexe.  Dans  cette  figure,  à  tout  point  répondent 
n  rayons  passant  par  ce  point  {^rajons  de  coïncidence)  qui  sonl 
les  tangentes  menées  de  ce  même  point  à  la  courbe  correspondante 


'')  foir  NÔTHRS,  Ma(h,  jinnahn,  t.  II,  p.  3o5;  note. 


LES  GONNBKBS.  385 

K^;  à  toute  droite  répondent  m  points  situés  sur  elle  {points 
de  coïncidence)^  savoir  ses  points  d'intersection  avec  la  courbo 
correspondante  Cm- 

Ainsi,  à  tout  connexe  répond  une  coïncidence  principale,  mais, 
au  contraire,  il  existe  inversement  une  infînité  de  connexes  aux- 
quels répond  une  même  coïncidence  principale  [m,n).  Si,  en 
effet,  f=  o  est  l'un  d'eux,  tous  les  connexes 

(i)  /-hMtfj,i=o, 

M=  o  représentant  un  connexe  quelconque  (m  —  i,  /i  —  i),  com- 
prennent  évidemment  la   même  coïncidence   que  /*.   Toutes   les 
recherches  suivantes  sur  la  coïncidence  principale  d'un  connexe/" 
sont  donc  également  vraies  pour  toutes  les  formes  mixtes  compo- 
sées, comme  dans  (2),  avec  /et  Uj-, 

La  coïncidence  principale  présente  un  intérêt  tout  particulier, 
tenant  à  ce  qu'elle  est  en  connexion  étroite  avec  les  cv/uations  dijj'c- 
rentielles  algébriques  du  premier  ordre  (  *  ).  Si,  par  tout  point  du 
plan,  on  trace  les  n  directions  des  droites  qui  lui  corresponden! 
dans  la  coïncidence  principale,  et  qu'on  les  considère  comme  les 
éléments  d'arc  d'un  système  de  courbes,  on  pourra  composer  ainsi 
une  famille  de  courbes  dont  n  passent  par  chaque  point,  et  les 
tangentes  desdites  courbes  en  ce  point  sont  les  n  rayons  qui  ré- 
pondent à  ce  dernier  dans  la  coïncidence  principale.  Pour  la 
recherche  des  courbes  qui  prennent  ainsi  naissance,  on  aura  à  in- 
tégrer une  équation  différentielle  qu'on  trouvera  de  la  manière 
suivante.  Nous  poserons  de  nouveau  y  =  a^//".  Soit  u  une  droile 
passant  par  le  point  x  et  lui  répondant  dans  la  coïncidence  prin- 
cipale, en  sorte  que  J\x^u)  ■=.  o  et  Ux=^o.  In  point  x -\- d,v 
voisin  de  x  satisfait  alors  aux  équations 

\   t^fU^^  "i  f^-^i  +  Ui^-Ti  -f-  iHfi-J'i  =  o, 

I       lijc^-  Ui  .r^  -h-  Ui  .rj  -+-  Wg  .7-3  -—  o, 

<'n  vertu  desquelles  on  trouve  les  rapports  des  w/  éi^aux  à  ceux  des 


(')  L'emploi  du  mot  ordre,  dans  un  sens  différent  de  celui  qui  lui  a  été  attribué 
jusqu'ici  dans  le  texte,  ne  peut  entraîner  aucune  confusion.  Nous  entendons,  suivant 
l'usagi^»  par  équation  diflérenticlle  du  premier  ordre,  une  équation  différentielle  dans 
laquelle  ne  figurent  que  les  premières  difTércnticlles  djr^  ou  du,,  celles-ci  pouvant 
d'ailleurs  entrer  à  une  dimension  quelconque. 

Clrbsch.  —  Géométrie,  III.  ^5 
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déterminanls  formés  avec  les  Xi  et  les  dxi.  Si  donc  on  introduit  ce& 
derniers  dansy*ou  dans/n-Mu^»  on  obtient  Téquation  différentielle 

On  peut  corrélativement  partir  d'un  rayon  u  et  de  ses  n  points  de 
coïncidence.  Si  Ton  mène  par  un  de  ceux-ci  un  rayon  u  -f-  du  voi- 
sin de  Uy  il  se  trouvera  sur  ce  dernier  un  point  x  +  dx  qui  lui 
correspond  ;  partant  de  ce  nouveau  point,  on  peut  aller  plus  loin, 
et  Ton  obtient  ainsi  un  système  de  courbes  dont  m  touchent  une 
droite  quelconque.  Pour  leur  détermination  interviennent,  à  la 
place  des  équations  (3),  les  équations 

(  5 )  «^  m  o,      ( r/i/  )a  ^  .r,  rftt j  -h  .r j r/«,  -4-  .r, r/if ,  =z  o, 

et  Ton  trouve  ainsi,  parla,  au  lieu  de  (4)- Téquation  différentielle 

(iC  système  de  courbes  a,  par  conséquent,  la  propriété  que  la  tan- 
gente d'une  des  courbes  qui  le  composent  en  un  de  ses  points  esl 
donnée  par  un  des  rayons  de  coïncidence  de  ce  point.  Mais  le  svs- 
tème  de  courbes  donné  par  l'équation  différentielle  (4)  était  ca- 
ractérisé absolument  par  la  même  propriété  ;  les  deux  sj sternes  sont 
donc  identiques.  L'équation  (6)  est  Inéquation  différentielle  en 
coordonnées-lignes  pour  le  même  sjstème  de  courbes  dont  l'équa- 
tion en  coordonnées-points  est  obtenue  par  intégration  de  l'équa- 
tion différentielle  (4).  Nous  appellerons  les  courbes  ainsi  repré- 
sentées courbes  de  coïncidence  principale  ou  courbes  intégrales 
du  connexe  f  •=  o. 

Les  équations  différentielles  algébriques  (4)  et  (6)  qui  se  prt- 
sentent  ici  sont  les  plus  générales  de  leur  espèce  si  l'on  attribue  au 
connexey=  o  des  coefficients  généraux;  car  toute  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  à  coefficients  algébriques  peut  être 
obtenue  de  cette  manière.  La  connexion  entre  une  équation  diffé- 
rentielle donnée  à  deux  variables  et  entre  la  coïncidence  princi- 
pale d'un  connexe  peut  en  effet  évidemment  se  présenter  de  la 
façon  suivante  : 

dr 
Soit  donnée  entre  .r,  j  et  p  z=z  -j-  une  équation   algébrique 
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<p(^Xjy,p)=  o.  Mettons  l'cquaiion  9  =  0  sous  la  forme 

(7)  f[j^yX\  —p,'^p  —  r]==o, 

ce  qui  peut  être  réalisé  d*une  infinité  de  manières.  Alors 

(8)  /f*£i,f?./ii,^»U:o 

sera  toujours  Téquation  d'un  connexe  dont  les  courbes  intégrales 
sont  données  par  Téquation  f=z  o.  Que  Ton  pose  en  effet  de 
nouveau  w,==  [xdx)i  et  ensuite  Xs  =  1 ,  dx^  =0,  x^^=x^  x  =  j , 
Téquation  (8)  se  change  de  nouveau  en  (7).  Au  lieu  de  (8),  on 
pourrait,  du  reste,  choisir  aussi  comme  équation  correspondante 
de  connexe  toute  équation 


«o- 


/-f-  -^  M  =  o, 

conformément  à  la  circonstance  que  Téquation  (7)  peut  être  formée 
d'une  infinité  de  manières  différentes. 

De  même  que  nous  avons  sous  les  yeux,  dans  (4)  et  (6),  deux 
équations  différentielles  pour  les  mêmes  courbes,  de  même  on  peut 
remplacer  toute  équation  différentielle  algébrique  par  une  autre 
qui  lui  est  équivalente,  et  simplifier  ainsi  souvent  Tintégration  (*  ). 
On  aura,  à  cette  fin,  à  ramener  d^abord  Téquation  différentielle  à  la 
forme  (7),  à  établir  le  connexe  correspondant  (8),  et  à  y  poser 
ar/=  {udu)i  au  lieu  de  a/=  [xdx)i. 

Nous  traiterons  plus  tard  quelques  exemples  de  la  détermination 
des  courbes  intégrales  ;  nous  considérerons  seulement  ici  un  cas 
particulièrement  simple,  savoir  :  le  connexe  qui  est  représenté  par 
Tévanouissement  du  déterminant  fonctionnel  de  deux  formes 
o  =  «"*,  t|/  =  a"  et  de  la  forme  iix 

(9)  (««/iX-^ar^==0. 

Ce  connexe  donne  Téquation  différentielle 


(*)  Des  considérations  analogues  pour  l'espace  (ou,  en  d'autres  termes,  la  trans- 
formation d'une  équation  différentielle  donnée  en  coordonnées-points  en  une  équa- 
tion diATércntielle  en  coordonnées  de  plans)  se  trouTcn^  dans  PlCcker,  Sjstem  der 
Géométrie  des  Raumes,  Dûsseldorf,  i8^{6,  p.  27. 
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Ses  courbes  de  coïncidence  principale  sont  donc 

m  log\[»  —  n  logy  m:  log>., 

A  désignant  un  paramètre,  ou 

(lo)  ^|;'"— V^«=o. 

Et  par  là  est  en  m^me  temps  donnée  Tintégratioa  de  l'équatian 
différentielle 

du  moins,  cette  intégration  est  fournie  par  la  solution  du  problème 
purement  algébrique  qui  consiste  à  établir  l'équation  des  courbes 
(lo)  en  coordonnées-lignes.  On  voit  sur  (lo)  que  par  tout  point  du 
plan  passe  effectivement  une  courbe  du  système,  tandis  que  toulc 
droite  est  touchée  par  m  H-  /i  —  2  courbes.  En  effet,  Téquation  de 
la  courbe  (10)  en  coordonnées-lignes  serait  d'abord  du  degré 
a(m/z  —  i)  en  X;  mais,  comme  la  courbe  ^  est  comprise  m  fois 
dans  le  système,  et  qu'ainsi  toute  droite  quelconque  a  un  contact 
d'ordre  m  —  i  en  chacun  de  ses  n  points  de  rencontre,  l'équation 
en  coordonnées-lignes  devra  admettre  pour  chaque  ligne  la  racine 
n[ni —  i)*P**'X  =  o,  et  semblablement  la  racine  m(/i —  i)*p**X  =  x  . 
Après  suppression  des  facteurs  correspondants,  elle  reste,  par  le 
fait,  du  degré 

21  ( mn  —  I )  —  [m  —  \)n  —  ( //  —  i ]  w  z=  7?2  4-  /i  —  2. 

La  circonstance  que  dans  (10)  se  présentent  des  courbes  inté- 
grales algébriques  a  pour  cause  la  nature  spéciale  de  l'exemple 
choisi;  en  général,  on  obtiendra  des  courbes  transcendantes,  mais 
dont  encore  n  passeront  toujours  par  un  point  quelconque,  et  m 
toucheront  une  droite  quelconque.  Donc  aux  nombres  /i,  m  ap- 
partient, dans  ce  système  de  courbes,  une  signification  semblable 
à  celle  que  nous  avons  attribuée  plus  haut  dans  la  théorie  des  ca- 
ractéristiques aux  nombres  ^z,  [i!  (ou  /x,  v),  et  effectivement  diffé- 
rentes propositions  relatives  à  ces  nombres  dans  les  systèmes  de 
courbes  algébriques  peuvent  être  transportés  immédiatement  auv 
systèmes  plus  généraux  de  courbes  transcendantes  qui  sont  définis 
par  une  équation  dijfférentielle 

/*(  .r,  j,  — -  j  =--  o,     ou  mieux     a^[oi,xdxY  -  -  o. 
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Menons,  par  exemple,  par  un  point  fixe  toutes  les  droites  possi- 
blés;  chacune  d'elles  sera  touchée  en  m  points  par  les  courbes  du 
système,  etTéquation  X^=  o  du  lieu  de  ces  points  de  contact  s'ob- 
tient, par  élimination  de  u  entre  les  équations 


tt^— o,     //,—  o,     a'J^u^T-o, 


et  est,  en  conséquence,  donnée  par 


I  ! 


X,^-<(a.rj;«._.o. 


Le  raisonnement  dualistique  conduit  de  même  à  Téquation 

[11]  lJ,.^(r/wc)'"<-_-o, 

et  nous  avons  ces  théorèmes  [voir  t.  II,  p.  128)  : 


Le  lien  (les  points  x  qui, 
complétés  par  leurs  lignes  de 
jonction  à  un  point  fixe  y  ^  for- 
ment des  éléments  d 'une  coïnci- 
dence principale,  est  une  courbe 
de  l'ordre  m  -\-  n 


X,—  o, 

et  cette  courbe  a,  en  y  y  un  point 
multiple  d'ordre  n. 


L' enveloppe  des  rayons  u  qui, 
complétés  par  leurs  points  de 
rencontre  av^cc  un  rayon  fixe 
ç',  forment  des  éléments  d'une 
coïncidence  principale,  est  une 
courbe  de  la  classe  m  -\-  n 

U^=o, 

et  cette  courbe  a  v  pour  tangente 
multiple  d'ordre  m. 


L'ordre  de  la  courbe  X^.=  o  dépend  donc,  en  réalité,  des  nom- 
bres m,  n  de  la  même  façon  que  la  courbe  définie  semblablemcnt 
dans  les  systèmes  algébriques  dépend  des  caractéristiques  fjt,  /x' 
d'un  tel  système,  et  la  manière  dont  se  comportent  les  deux  courbes 
iiu  point  fixe^  est  également  la  même  (  *  ). 

Parmi  les  points  du  plan  sont  particulièrement  à  remarquer  ceux 


(')  On  a  de  même  pour  les  systèmes  de  courbes  transcendantes  cette  proposition 
qu'une  courbe  de  l'ordre  n'  et  de  la  classe  k'  est  touchée  par  k'n  +  n'm  courbes  du 
système;  'voir  Fouret,  Sur  les  systèmes  généraux  de  courbes  planes  {Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France,  t.  Il,  p.  72  et  oO).  On  aperçoit  aussi  combien  les 
recherches  ultérieures  de  Fourel  sur  les  systèmes  simultanés  de  courbes  [ibid.^  t.  Y, 
p.  19  et  i3o;  t.  VII,  p.  177,  et  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 
23  mars,  187'^)  sont  en  relation  étroite  avec  la  théorie  des  connexes. 
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pour  lesquels  deux  des  n  directions  qui  en  sont  issues  se  confon- 
dent, et,  comme  cette  exigence  est  équivalente  à  une  condition,  il 
y  aura  un  nombre  infini  de  points  de  cette  espèce,  c'est-à-dire  que 
les  points  dont  il  s^agit  formeront  une  courbe.  On  obtient  de  même 
une  autre  courbe  comme  enveloppe  des  droites  pour  lesquelles 
deux  points  de  coïncidence  qui  leur  correspondent  sont  infiniment 
voisins  Tun  de  l'autre.  Si  deux  des  n  tangentes  menées  d'un  point 
X  à  la  courbe  correspondante  K„  doivent  coïncider,  il  faut  évidem- 
ment que  le  point  x  soit  situé  sur  K/j  ;  si  donc  on  représente  en 
coordonnées-points  X  sous  la  forme  F(j:,  X)  =  o  Téquation 
/(x,  u)  =  o  de  cette  dernière,  F(j:,  x)=.  o  est  l'équation  du  lieu 
cherché.  On  obtient  le  lieu  des  points  x  qui  sont  situés  sur  leur 
courbe  correspondante  K„,  et  pour  lesquels  conséquemment 
deux  des  directions  d' avancement  homologues  de  la  coïncidence 
principale  se  confondent,  en  représentant  K,,  en  coordonnées- 
points.  On  obtient  corrélatii^ement  l* enveloppe  des  droites  qui 
touchent  leur  courbe  correspondante  C,«  en  représentant  cette 
dernière  en  coordonnées-lignes  u, 

La  première  courbe  n'existe  naturellement  que  si  m  est  supé- 
rieur à  I,  la  seconde  si  n  est  supérieur  à  i  ;  les  cas  de  ni  =  i  et 
71  =  1  demandent  donc  à  être  traités  h  part;  nous  y  reviendrons 
plus  tard. 

Pour  le  connexe  aj:u'i  =  o,  on  obtient,  par  exemple, 

et  le  lieu  des  points  en  question  est,  en  conséquence,  donné  par 
la  courbe  du  quatrième  ordre 

F(.r,  j:')^/i^Aj(a|3x)*.     o. 

Pour  le  connexe  a^i/J,  on  trouve 

et  conséquemment  la  courbe  du  sixième  ordre 

Les  courbes  mentionnées  ici  se  rattachent  par  des  relations  par- 
ticulières et  très  importantes  aux  courbes  intégrales  du  connexe 
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/*=  o.  Considérons  les  points  situés  de  part  et  d'autre  de  la  courbe 
F(x,  x)  =  o.  Pour  un  point  de  cette  dernière  elle-même,  deux  des 
branches  correspondantes  des  courbes  intégrales  se  confondent; 
donc,  diaprés  les  lois  connues  de  la  continuité,  ces  branches  sont 
nécessairement  réelles  pour  les  points  placés  d'un  des  côtés  de  la 
courbe  F(x,  x)  =  o,  imaginaires  pour  les  points  situés  de  l'autre 
côté.  Par  suite,  en  tout  point  de  F,  deux  branches  réelles  des 
courbes  intégrales  ont  la  même  tangente  sans  se  prolonger  au  delà 
de  ce  point,  c'est-à-dire  qu'il  se  produit  un  point  cuspidal  de  la 
courbe  intégrale  {fig^  4)«  Si  donc  on  fait,  en  outre,  le  raisonne- 
ment corrélatif  au  point  de  vue  dualistique  et  qu'on  prenne  la  réci- 
proque de  tous  les  deux,  on  peut  énoncer  les  deux  propositions 
suivantes  : 

ie  lieu  (  F  =  o  )  des  points 
qui  sont  situés  sur  les  courbes  K„ 
qui  leur  corres/M)ndent  dans  le 
connexe  est  en  même  temps  le 
lieu  des  points  de  rebroussement 
des  courbes  intégrales  du  con- 


nexe (  *  ) . 


L'ens^eloppe  (F'=o)  des  li- 
gnes qui  touchent  les  courbes  C» 


qui  leur  correspondent  dans  le 
connexe  est  en  même  temps  le 
lieu  des  tangentes  d'inflexion 
des  courbes  intégrales  du  con- 
nexe. 


Les  tangentes  de  rebroussement  des  courbes  intégrales,  qui  ap- 
partiennent aux  points  de  F  =  o,  envelopperont,  en  général,  une 


Fig.  4. 


;>  —  -.  -^ 


—  —  -  "^  ■ 


.-'\ 


autre  courbe  4>  =  o,    et  de  même  les  points  d'inflexion  de  ces 
courbes  décriront  une  nouvelle  courbe  0'=o.  C'est  uniquement 


(')    Si    ]*on   part   d'une   équntion    différentielle   en  coordonnées    recta ngtiluiret 
f{^j  )}»/')  =  o>  on  obtient  évidemment  la  courbe  F  =  o  en  formant  le  discriminant 

de  f  par  rapport  à  la  variable  p-=  --• 
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en  des  points  particuliers  de  F  qu'il  arrivera  que  la  tangente  de 
rebroussement  correspondante  soit  en  même  temps  tangente  de 
F  en  ce  point,  comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  pour  le  point  A 
dans  \dijig,  4  (*)•  Dans  le  cas  seulement  où  des  conditions  parti- 
culières existent  entre  les  coefficients  de  réquationy=  o,  il  pourra 
se  faire  que  la  tangente  de  tout  point  de  F  soit  aussi  tangente  de  la 
courbe  correspondante  K„.  Alors  F  est  touchée  en  chaque  point 
par  une  courbe  intégrale;  la  courbe  F  =i  o  donne,  en  ce  cas,  une 
intégrale  singulière  de  Téquation  différentielle  /=  o,  ainsi  que 
nous  l'exposerons  plus  tard  avec  plus  de  détails  ;  cette  circonstance 
ne  se  présentera  d'ailleurs  pas  en  général. 

Des  lois  de  formation  indiquées  plus  haut  pour  F  et  pour  F' 
peuvent  aisément  se  déduire  Tordre  ou  la  classe  de  ces  courbes. 
car  une  courbe  de  /z*^"*®  classe  est,  en  général,  de  Tordre  /i(/i  —  i), 
et  son  équation   en  coordonnées-points    est  du   degré   a(w  —  i; 
par  rapport  aux  coefficients  de  Téquation  en  coordonnées-lignes. 
On    trouve,    en   conséquence,   pour    Tordre   de   F,    le   nombre 
[n  —  i)(2m-h  /i),  et  pour  la  classe  de  F' le  nombre  (m  —  i)(2/ï-f- w). 
Les  courbes  F  =  o  qui  se  présentent  ici  ne  sont  nullement  les 
courbes  les  plus  générales  de  Tordre  {n  —  \)[7.m  -f-  n),  et  se  dis- 
tinguent, au  contraire,  par  diverses  singularités.  Pour  la  détermi- 
nation de  ces  dernières,  nous  examinerons  avec  plus  de  soin  la  re- 
lation entre  les  courbes  F  =  o  et  4>  =  o  ;  rappelons  que 

F  =  o  représente  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
intégrales  ; 

<î>  =  o  Tenveloppe  des  tangentes  de  rebroussement  de  ces  mêmes 
courbes. 

Les  deux  courbes  sont,  d'après  leur  définition,  rapportées  uni- 
dé  terminât  Iv^ement  Tune  à  l'autre;  à  un  point  x  de  F  correspond 
comme  tangente  de  ^  précisément  la  tangente  en  x  de  la  courbe 


(')  De  la  courbe  inté{;ra1e  tan(;ente  en  A  se  scparc  ici  en  même  temps  une  droilp. 
Cet  exemple  a  d'abord  été  emprunté  à  la  Ihéorie  des  surfaces  du  troisième  ordre 
dont  les  courbes  asymptotiques  se  comportent  ainsi  dans  le  voisinage  de  la  courbe 
parabolique  (i>o/r  Klki:«,  Nath,  jéttnalenj  t.  VI).  ?Jous  revenons,  dans  la  dernière 
Section,  sur  la  connexion  de  la  courbe  F  =  o  avec  la  solution  singulière  de  l'équa- 
tion diflerentiellc. 
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K„    qui  répond  à  or.    Or  une   telle   courbe    K,,   a,    en  général, 

-  n[n  —  ^){^^  —  9)  points  doubles;  il  pourra  donc  arriver  en  un 

nombre  fini  de  points  du  plan  que  le  point  x  coïncide  avec  un 
point  double  de  la  courbe  K„  correspondante,  et  alors  il  lui  cor- 
respond deux  tangentes  diflTérentes  de  celte  dernière  et,  par  consé- 
quent, deux  tangentes  difl'ércntes  de  0.  D'après  les  lois  de  la 
transformation  unidéterniinative,  ce  fait  ne  peut  se  produire  que 
si  le  point  en  question  est  un  point  double  de  F.  Nous  détermine- 
rons, d'après  cela,  le  nombre  de  ces  points  doubles  à  l'aide  du 
principe  de  correspondance  de  Salmon  et  Zeulhen  (t.  II,  p.  108  et 
109),  ainsi  qu'il  suit. 

A  tout  point  jc  correspondent  a  =  --n[n  —  a)(/i'"^  —  9)  points  r- 

savoir  :  les  points  doubles  de  la  courbe  R;,  qui  répond  à  x.  Pour 
trouver  le  nombre  a'  des  points  x  qui,  réciproquement,  répondent 
à^',  nous  avons  à  chercher  le  nombre  des  courbes  R„  qui  ont  un 
point  double  en  un  point  donné  j\  Tout  rayon  u  passant  par  j' 
sera  touché  par  une  infinité  de  courbes  K„;  parmi  elles  figurent 
.  ni'  courbes  qui  touchent  u  en  j  ,  courbes  qui  correspondent  aux  m- 
points  X  déterminés  par  les  équations 

Donc  il  existe  encore,  en  outre, 

courbes  K,,  qui  sont  tangentes  à  a  et  passent  en  même  temps  par 
y.  A  chacune  de  ces  dernières  on  peut  encore  mener  de  jn  —  'i 
tangentes  u  dont  les  points  de  contact  ne  sont  pas  situés  sur  m,  et 
ainsi  à  tout  rajon  u  répondent  im'^[n  —  3  )  (/i  —  2  )  rayons  v»  et  ré- 
ciproquement. Si  deux  rayons  correspondants  coïncident,  la 
courbe  K„  considérée  passe  une  seconde  fois  par^^,  c'est-à-dire  a 
en  jr  un  point  double.  Or,  comme  deux  coïncidences  de  cettcî 
espèce  sont  produites  par  la  même  courbe  K,,,  on  a  simplement 

^  ce'  =  2  /w*  (  /î  —  2  J  (  /l  —  3  ) . 

Pour  trouver  le  nombre  a  -4-  a' H-  [3  des  coïncidences  des  points  .r 
etj^  dans  le  plan,  il  nous  faut  maintenant  obtenir  encore  Tordre 
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|3  de  la  courbe  parcourue  par  j'  si  x  décrit  une  droite.  Or,  si  Ton 
pose  X  =  Ç  -f-  X>3,  Téquation 

représente  un  système  de  courbes  K;,  dont  am[n  —  i)  passent  par 
un  point  quelconque,  et  m  touchent  une  droite  quelconque.  Pour 
un  tel  système  Tordre  cherché  est  immédiatement  donné  par  l'in- 
terversion dualislique  d'un  théorème  établi  par  Zeuthen,  d'après 
lequel  les  tangentes  doubles  des  courbes  d'un  système  de  C„  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe 

s'il  y  a  parmi  elles  /jl  courbes  qui  passent  par  un  point  donné  cl 
'2[n  —  i)/x  qui  touchent  une  droite  donnée  (  *  ).  Nous  trouvons, 
en   conséquence,   pour   l'ordre   du   lieu  du  point   double  j',    la 

valeur 

6  =  2  (  /î  —  2  )  [  71  —  3  )  mti. 

Le  nombre  des  points  doubles  de  F  est  donc  finalement 

(l3)  «  -r-  a' H-  6=  -  (//^  2)(,/  _  3;[(2^i-h  //)»-f-  3//]. 

On  trouve  semblablement  que  le  nombre  des  points  de  rebrous- 
sement  de  F  est  égal  au  nombre  des  points  x  qui  coïncident  avec 
un  point  cuspidal  y  de  la  courbe  correspondante  K„.  On  a  ici 

ce  dernier  nombre  s'obtenant  par  la  considération  d'une  corres- 
pondance 

[m'(/I—  2],       2//l*(« —  2)] 

entre  les  rayons  d'un  faisceau  quelconque.  On  trouve  enfin, 
d'après  les  recherches  de  Zeuthen  dont  nous  venons  de  parler, 

P  =  Zmn[n  —  2], 

Qlle  nombre  des  points  de  rebroussement  de  F  =■-  o  est  conséquem- 


('  )  Voir  le  Mémoire  de  Zeciuen,  cité  t.  Il,  p.  127  [n"  3i,  p.  3/|0  de  ce  Mémoire). 
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ment  égal  à 

[i4)  3(/i  —  2)(/n'-f- /w/i -+- /*). 

Pour  déterminer  la  classe  de  4>,  nous  partirons  des  formules  qui 
donnent  la  relation  unidéterminative  des  tangentes  de  4>  à  Tégard 
des  points  de  F.  Si  AjcA>i=o  est  symboliquement  Téquation  en 
coordonnées-points  X  de  la  courbe  K„  qui  répond  à  x,  jui  étant 
égal  à  2/ri(/2  —  i),  v  à  n[n — i),  les  susdites  formules  de  trans- 
formation sont  évidemment 

;  1 5)  p  w/  =  AJ.  X^~*  aV/ =  fi  (  .r  ) . 

En  premier  lieu,  les  trois  courbes  Çx==  o  passent  par  tous  les 
points  doubles  et  cuspidaux  de  F  =  o,  car  précisément,  si  x  est  un 
point  double  de  la  courbe  AjJ.nl,i=o,  les  trois  grandeurs  ^i{oc) 
s'annulent,  et  nous  avons  vu  qu'alors  F  a  un  point  double  en  x. 
Dans  nos  formules  générales  pour  la  transformation  unidétermi- 
native (p.  8),  nous  devons,  en  conséquence,  poser 

(  l6)  •[    T  i=r  -  [  /i  —  2  )  (  /i  —  3  )  [(  2  //l  -h  //  )*  -h  3/l] 

-h  3  (  /«  —  2  )  (  //i*  -h  mn  -f-  /i  ) . 

Il  nous  reste  maintenant  à  chercher  le  nombre  o-  des  points  simples 
de  F  par  lesquels  les  trois  courbes  çfi=  o  passent  simultanément. 
Parmi  les  courbes  K/i  en  nombre  doublement  infini,  il  y  en  aura 
une  infinité  simple  qui  posséderont  une  tangente  double,  et  les 
points  correspondants  X  formeront  une  courbe  P  =  o  qui  s'obtient 
par  élimination  des  i//  entre  les  équations 

(17)  //?i/r*  a/=o 

et  est  conséquemment  de  l'ordre  3/w(/i  —  i)**^.  Il  existera  de  plus 
sur  P  un  nombre  fini  de  points  x  par  lesquels  passe  la  tangente 
double  de  la  courbe  correspondante  K;,.  Ces  points  sont  situés  en 
même  temps  sur  F  =  o,  car,  pour  eux,  deux  des  //  rayons  corres- 
pondants de  la  coïncidence  principale  se  confondent  avec  la  tan- 
gente double,  et  à  leur  égard  ont  lieu  simultanément  les  trois  équa- 
tions 
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car  la  tangente  double  doit  être  considérée  comme  branche  comptée 
deux  fois  de  la  courbe  du  v**-''"*  ordre  AtrA.Ï  =  o.  Les  courbes  ^i 
passent  donc  toutes  trois  par  les  points  ainsi  caractérisés.  Le 
nombre  de  ces  points  se  détermine  ainsi  qu'il  suit.  L^ équation  de 
la  courbe  enveloppée  par  les  tangentes  doubles  s'obtient  par  éli- 
mination des  Xi  entre  les  équations  (17)  ;  elle  est  donc  de  la  classe 
3m^(//  —  i).  Nous  avons,  en  conséquence,  sur  la  courbe  P  =  o 
entre  les  points  x  et  entre  les  points  de  rencontre  y  delà  tangente 
double  correspondante  une  correspondance 

[3///(/î  —  i)',     3/w*(//  —  i)]o. 

Le  nombre  des  points  cherchés  de  P  =  o,  et  par  suite  aussi  le 
nombre  des  points  simples  deF  =  o  qui  sont  communs  auxo,-^  est 
donc  égal  à 

(18)  3  m  (  //  —  I  i  [  /w  4-  //  —  I  ) . 

On  doit  enfin  observer  que  les  courbes  o/=  o  touchent  les  tan- 
gentes de  rebroussement  de  F  =  o  aux  points  de  rebrou ssement. 
Comme,  en  effet,  d'après  ce  qui  précède,  la  courbe  F  ^  A5.,i;^=o 
a  elle-même  un  point  double  en  un  point  double  de  la  courbe  K« 
qui  répond  à  x,  les  grandeurs  A|J.xy*A.i  et  AUr*A,..l,]^  sont  propor- 
tionnelles entre  elles,  et,  par  conséquent,  on  peut  aussi  remplacer 
les  équations  (i5)  par 

(19)  p'i//=Aî-«JliA/. 

Si  maintenant,  pour  un  point  de  rebroussement  x  de  F,  les  dxi 
sont  déterminés  par  l'équation  ^'^^=  o,  c'est-à-dire  par 

où  les  quantités  s^i  désignent  les  coordonnées  de  la  tangente  de 
rebroussement,  la  tangente  de  4>  qui  répond  à  x  est  déterminée, 
d'après  (i5),  par 

ou,  d'après  (19),  par 

p'«,=:A5rM,i-^[(u  — i)Arf;rX,-i-vA^Xrf^]A,-. 
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Nous  avons,  en  conséquence, 

( p'  a  -h  ov  )  u,tj^  =z  rj^      et     p"  Ui  =  «^^^ .  P/ 1^  O. 

De  fait,  ces  dernières  équations  expriment  que  les  courbes 
Q,( x)  =  o  comprennent  aussi  le  point  x-f- ^jt,  c'est-à-dire  tou- 
chent la  ligne  Va:=  o  en  x.  Dans  nos  formules  générales,  pour  la 
transformation  unidéterminative  (p.  8),  nous  avons  donc  à  prendre 
le  nombre  a  égal  à  la  somme  du  nombre  (18)  et  du  nombre  des 
points  de  rebroussement 

(20]     (7  r=  3/» ( /i  —  I  )  ( /?!  -h  n  —  I  )  -f-  3  [ /i  —  2 )  ( /w'  +  /w/i  H-  « ) . 

Par  suite  enfin,  la  classe  rfe  4>,  eu  égard  à  (16),  est  égale  à 

(21)  (a-i-v)j — (T —  2 T  =  m* -h  2 //!/*  —  m -h  n     (*). 

Par  conséquent,  comme  la  classe  et  le  genre  de  la  courbe  4>  =  o 
sont  connus,  on  peut  aisément  calculer  le  nombre  de  ses  tan- 
gentes doubles,  car  il  ne  se  présentera  pas,  en  général,  de  tan- 
gentes d'inflexion;  nous  ne  développerons  pas  toutefois  ici  ce 
calcul. 

Par  interversion  dualistique  des  résultats  acquis,  on  obtient  les 
propriétés  des  courbes 

F'=  o,  lieu  (enveloppe)  des  tangentes  d'inflexion  des  courbes  in- 
tégrales, 
4>'=:  o,  lieu  de  leurs  points  d'inflexion. 

La  première  courbe  est  de  la  classe  [n  —  1)  ('^'î  "i~  '")'  ^^  nombre 


(*)  Ce  nombre  peut  aussi  se  trouver  de  la  manière  suivante.  Sur  toute  ligne  u 
menée  par  y  sont  situés  m  points  correspondants  x  de  la  coïncidence  principale, 
savoir  les  points  de  rencontre  de  u  avec  la  courbe  X^-^  ^jc{oLXjry=  0;  de  chacun  de 
ces  m  points  partent  n  — i  autres  rayons  (^  de  la  coïncidence  principale;  on  obtient 
donc  une  tangente  de  ^  passant  par^  si  une  ligfne  u  se  confond  avec  une  des  m{/i  —  1  ) 
lignes  correspondantes  f.  Or  les  lignes  v  enveloppent  une  courbe  qui  s'obtient  par 
élimination  des  x  entre  les  équations 

«2'  (  a  j:^-  y»  =  0,     f^  =  o,     a  J'  ♦'«  =  o, 

et  est  par  conséquent  de  la  classe  (m  +  »)'.  Mais  de  celte  courbe  se  sépare  le  points 
comptant  m  fois,  et  elle  a  en  outre  un  point  multiple  d'ordre  n  en^.  On  peut  donc 
lui  mener  de  /  encore  {m  -+-  «)* —  m  —  //(«  —  i)  =r.  m'-+-  1  ma  —  m-hn  tangentes,  et 
ce  nombre  est  par  suite  la  classe  de  ^. 
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de  ses  tangentes  doubles  est  égal  à 

-  (m  —  2)(/ii  —  3)[(2ii  -f-  /ii)'-4-3/n], 

et  le  nombre  de  ses  tangentes  d^inflexion  égal  à 

3(/n  —  2)(«'-|-  nm  H-  m). 
L'ordre  de  $'  est  enfin  donné  par  le  nombre 

/i*  -4-  2  nm  —  71  -h  m. 

On  peut  en  déduire  les  autres  nombres  pluckériens  des  deux 
courbes,  puisque  leur  genre  est  le  môme,  et  que  4>'=  o  n'aura  pas, 
en  général,  de  points  de  rebroussement. 

Nous  avons  ici  considéré  en  premier  lieu  les  courbes  F  el 
4>  dans  leur  rapport  avec  Téquation  différentielle  de  la  coïncidence 
principale.  Indépendamment  de  ce  point  de  vue,  F  et  4>  peuveni 
évidemment  être  envisagés  comme  covarîants  ou  contre  variante 
du  connexe  y=o,  ou  aussi  de  la  coïncidence  principale  de 
ce  dernier.  Mais,  comme  l'équation  différentielle  des  courber 
intégrales  est  liée  inséparablement  à  la  coïncidence  principale 
du  connexe,  on  pourra  parler  aussi  bien  d'invariants  fonction- 
nels de  l'équation  différentielle  que  d'invariants  fonclionneU 
de  la  coïncidence  principale,  et  les  formes  F,  4>,  F',  0'  nous  en 
offriront  les  exemples  les  plus  simples  (  *  ).  Ainsi  s'ouvre  un  nouveau 
point  de  vue  pour  l'étude  des  différentielles  algébriques  :  on  ne  se 
bornera  pas  à  essayer  leur  intégration,  mais  on  consacrera  une 
partie  de  son  attention  à  l'étude  de  leurs  invariants  fonctionnels, 
c'est-à-dire  à  la  question  de  savoir  ce  qui,  dans  la  théorie  des 
équations  différentielles,  dépend  des  transformations  linéaires,  el 
ce  qui  demeure  indépendant  de  ces  transformations. 

Mais,  ces  idées  une  fois  acquises,  on  ira  encore  plus  loin,  et  l'on 
fera  intervenir  les  transformations  unidéterminativcs  générales, 
telles  qu'elles  ont  été  brièvement  considérées  plus  haut  (p.  3^6  el 


(')  Les  expressions  dont  il  s'agit  ici  sont  diflerentes  de  celles  que  M.  Halpb»  a 
appelées  invariants  diflerentiels  {^Sur  les  invariants  différentiels.  Thèse  pour  le  doc- 
torat; Paris,  1878).  Ces  derniers  sont  les  premiers  membres  des  équations  dilTéren- 
ticUes  qui  se  reproduisent  sans  altération  quand  on  cflectue  sur  les  rariables  une 
substitution  homographique  quelconque. 
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suiv.)y  à  la  place  des  Iransforinations  linéaires.  Or  nous  devons  faire 
observer  que  toute  transformation  unidéterminative  de  la  forme 

(22)  priz=  <fi[.r,  ujy     <riv=z  ^^[x,  u), 

qui  change  le  connexe y^(x,  u)  =  o  en  un  connexe  F  (j',  p»)  =  o,  ne 
change  pas  par  là  même  la  coïncidence  principale  du  connexe  y^en 
la  coïncidence  principale  du  connexe  F,  car,  pour  la  coïncidence 
qui  provient  de  la  coïncidence  principale  de/",  la  condition  p'^==  o 
n^est  pas  nécessairement  satisfaite  en  soi.  La  coïncidence  principale 
de  F  lire  au  contraire  son  origine  de  la  coïncidence  détachée  de 
J'=  o  parle  connexe  2(pi4'/=o.  Les  éléments  de  la  coïncidence 
principale  qui  sont  formés  dansy=  o  par  les  points  et  les  tangentes 
d'une  courbe  ^^(x)  =  o  deviennent  donc,  en  général,  les  éléments 
d'un  couple  de  courbes  dans  F  =  o.  Si,  cependant,  la  substitution 
(aa)  est  de  telle  nature  qu'en  vertu  dey=o  la  condition  m^=o 
soit  transformée  en  la  condition  ç'^nz:  o,  la  coïncidence  principale 
de  J^  se  change  en  la  coïncidence  principale  de  F.  Le  couple  do 
courbes  provenant  d'une  courbe  ^  =  o  a  donc  actuellement  la 
propriété  que  toute  tangente  de  l'une  des  courbes  du  couple  passe 
par  le  point  correspondant  de  l'autre  courbe.  Mais  si  ces  deux  der- 
nières courbes  doivent  se  confondre,  c'est-à-dire  si  les  points  et 
les  tangentes  d'une  courbe  -^f^x)  =  o  doivent  se  transformer  en  les 
points  et  les  tangentes  d'une  courbe  ^{j")  =  o  (*  ),  les  deux  con- 
ditions ax=  o  et  U(ix^=  o  se  changeront  respectivement,  par  suite 
de  îiotre  transformation  y  en  i^y=  o  et  ^'</^=  o,  en  vertu  de  f-=.  o. 
C'est  donc  dans  ce  cas  seulement  que  d'une  courbe  intégrale  du 
connexe  f  dérive  une  courbe  intégrale  du  connexe  F;  cest,  par 
suite,  ce  cas  seulement  de  la  transformation  qui  présente  de  l'im- 
portance pour  l'équation  différentielle  en  connexion  a^ec  la 
coïncidence  principale  def. 

C'est  seulement  par  rapport  à  ce  cercle  étroit  de  transformations 
algébriques  relatif  à  l'équation  différentielle  considérée  en  elle- 
même  que  l'on  peut  parler  du  genre  d'une  équation  différentielle, 
en  tant  que  l'on  applique  nos  considérations  antérieures  sur  les 


(*)  CeUe  dernière  peut  en  particulier  se  composer  d'un  point  et  des  rayons  qui  v 
passenl;  elle  n'est,  il  est  vrni,  plus  reprcsentablc  alors  en  coordonnées  points.  Dans 
ce  cas,  le  point  se  présente  donc  comme  une  intégrale  de  l'équation  difTérenticlIc. 
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coïncidences  à  la  coïncidence  principale  de  y( p.  382).  Le  genre 
est  alors  un  nombre  qui  reste  toujours  invariable  dans  les  transfor- 
mations précitées. 

Il  va  de  soi  qu'on  peut  établir  aussi,  pour  la  coïncidence  prin- 
cipale, les  diflTérentielles  formées  plus  haut,  en  remplaçant  le  con- 
nexe 9  =  0  par  le  connexe  identique  Ujc=  o.  En  posant,  de  plus, 
(^aoi)i=  Ci  et  (6j3)/=:  y/,  on  obtient  simplement 

6^    f .r f/.r ffjc^iu  ^ .{tt du (( u ] r ^ 


ill 


(yJii-'^]  (c/>) 


Nous  nous  proposons  maintenant  d'établir  les  conditions  au\- 
quelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  9/,  ^i  qui  figurent  dans  [tî) 
si  les  courbes  de  coïncidence  principales  de /'doivent  se  transformer 
en  celles  de  F.  En  premier  lieu,  les  conditions  i',.=^  o,  v'^y=o 
donnent  immédiatement  les  équations 

i^/}/-  -  o     et     2}/</c>,—  o. 

Toutes  deux  doivent  avoir  lieu  comme  conséquence  des  équations 
f=  o,  Ujc=  o.  La  première  conduit  à  l'identité  à  satisfaire 

La  seconde  équation  développée  donne 

Or,  comme  en  même  temps  ont  lieu  les  équations 
on  peut  poser 

On  déduit  ensuite  de  f=  o  par  diffcrcntiation 

(  ^6  )  i/;. .  ffxi  4- 1/;,.  du^  _:  o, 

et  de  là  résulte,  en  vertu  de  (aj),  puisque  ^u,f'uiz=  o,  une  déter- 
mination de  A  seulement,  tandis  que  x  reste  indéterminé. 
Mais,  en  conséquence  de  l'équation 
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on  peut  aussi  poser 

(  27  )  dx^  =  x'  Xi  -h  a'/;.. 

Si  Ton  porte  de  même  ces  valeurs  dans  (26),  il  reste 

Nous  exclurons  d'abord  l'évanouissement  du  second  facteur. 
Cette  circonstance  ne  se  présentant  pas,  on  a  A  4-  X'=  o,  et  l'équa- 
tion (24)  se  change,  à  cause  de  (20)  et  (27),  en 

Par  conséquent,  si  l'on  a  recours  à  (23),  il  devra  encore  exister 
une  identité  de  la  forme 


î«oi    ss*'(ëê-èê)=-/-'- 


Les  équations  (aS)  et  (29)  renferment  toutes  les  conditions  aux- 
quelles les  fonctions  9/,  tp/  doivent  satisfaire;  on  peut,  par  suite  de 
leur  existence,  exprimer  immédiatement  deux  de  ces  fonctions  par 
les  autres. 

La  forme  de  la  dernière  équation  est  dissymétrique  par  rapport 
aux  o/  et  aux  <{//.  Mais  la  circonstance  que  ces  fonctions  doivent 
être,  en  réalité,  soumises  à  des  conditions  symétriques  résulte  du 
caractère  dualistique  démontré  plus  haut  d'une  manière  générale 
pour  les  équations  différentielles,  et  par  le  fait  on  déduit  aisément 
des  équations  (aS)  et  (29)  réunies  la  condition  qui  est  symétrique 
à  (29).  Si  l'on  soumet,  en  elfet,  Téquation  (23)  au  procédé 


Zd  \àuk  ôx,,       dxk  Ou  kl  ' 

k 


on  obtient,  dans  le  premier  membre,  deux  parties  dont  l'une  est 
le  premier  membre  de  (29),  tandis  que  l'autre  en  dérive  par  per- 
mutation de  y  et  de  tf*  ;  mais,  dans  le  second  membre,  on  obtient  la 
forme  K'y-h  M^'i/^;,  c'est-à-dire  aussi  l'expression  symétrique  à 
(29)  semblablement  représentée.  c.  q.  f.  d. 

Les  conditions,  pour  que,  par  la  transformation  (22),  l'éf/ua- 

Cledscu.  —  Gcometrie,  111.  20 
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tion  différentielle  des  courbes  intégrales  de  fz=  o  se  change  en 
l'équation  différentielle  des  courbes  intégrales  rfe  F  =  o  (  *  )  sont 
donc  sous  forme  symétrique 


VV 


■h 


dfi    df       dr,    df 


(30) 


i       k 


)-■ 


/-l-M'« 


Xi 


vy  Y^  ^^ 

i       k 


=  KV4-»r«^. 


11  ne  nous  reste  plus  qu^à  étudier  le  cas  exceptionnel  oii  déjà 
existe  une  équation 

df  df 


^  dxi  dui 


^i  /;. 

$1 

•^8      ///, 

$< 

• 

•^3       fut 

$. 

dont  le  premier  membre  entraîne  à  sa  suite  par  son  évanouissement 
l'existence  de  l'équation  (28).  Nous  nous  proposons  de  montrer 
que  dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  d'équation  différentielle  proprement 
dite. 

Soient  d'abord  $|.  £2»  i^t  'în  "^'2^  >î3  des  grandeurs  quelconques; 
on  voit  que  le  produit 

s'annule  pour  tous  les  éléments  de  la  coïncidence,  car,  dans  le 
déterminant  qui  résulte  de  la  multiplication,  quatre  éléments  qui 
forment  un  rectangle  s'annulent  dans  notre  cas.  Il  faut  donc  que 
l'un  des  facteurs  du  produit  précédent  soit  nul,  c'est-à-dire  que 
l'on  a,  puisque  les  quantités  'i^  vj  sont  quelconques,  ou  bien 

(  3 1  )  jTj/;,  —  x,/;.  —  o,   0:3/;,  —  x,/;,  =  o,   j-j/;.  —  xji,  nr  o, 

ou 

(  32  )  «2/;,  —  «3/;,  =  o,   wj/;,  —  wi/;, = o,   1/,/;,  —  «t/;, = o, 

toujours  dans  la  supposition  def=  o,"  «a:=  o. 


(*)  On  peut  aussi  demander  que  cette  propriété  appartienne  à  la  transrormatioii(a}} 
par  rapport  à  tout  connexe  /=  o.  Cela  donne  ce  qu'on  appelle  les  transformât ioMs 
ite  contact,  {Foir  sur  ce  sujet  la  fin  du  présent  Volume.) 
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Considérons  actuellement  Téquation 

qui  représente  en  fonction  des  variables  y  le  produit  des  n  droites 
issues  de  x  dans  la  coïncidence  principale,  et  qui  donne  naissance 
à  Téquation  différentielle  si  Ton  remplace  les  yi  par  les  dxi.  Par 
la  substitution  «|=  (xj^)/,  qui  satisfait  identiquement  à  la  condi- 
tion Mar=  o,  les  équations  (3i)  se  transforment  en 

^''^  ^="'  ^=^'  ^=" 

Ces  équations  doivent  avoir  lieu  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
wT,  j"  relativement  auxquels  on  a  Xj=  o.  Si  donc  Xj  est  irréduc- 
tible, elles  sont  impossibles,  car  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (33)  sont  d'un  degré  moins  élevé  que  X^  et,  par  conséquent, 
ne  sont  pas  divisibles  par  X^.  Mais  si  X^  est  réductible,  égal, 
par  exemple,  à  ^.;t. . . ,  ;|;,  j(, . . .  étant  irréductibles,  les  équations 
(33)  se  transforment  en 


"*{'•••  T^   "^'  Z  •  •  ■  1 h  .  .  .  ^:^  o. 


Pour  des  valeurs  satisfaisant  à  l'équation  Ç  =  o,  cela  donne 

il  faut  donc,  ou  bien  que  l'un  des  facteurs  x^*  •  •  ^^'^  ^g**'  ^  ^y  ^" 
bien  que  toutes  les  expressions  -^  s'évanouissent.  On  reconnaît 
ainsi  que  X^  doit  avoir  la  forme 

^  ne  renfermant  plus  lesj.  Si  donc 

M=ry[.r,  (xj')J, 

11  vient 

pour  la  forme  la  plus  générale  du  connexe  en  question. 


2 


6 


/|04  TOUE   III.    —   CD  A  PITRE   II. 

Dans  un  semblable  connexe  (/«,  2 a),  à  tout  point  x  corres- 
pond une  courbe  qui  a,  en  ce  point,  un  point  multiple  d'ordre  a, 
à  toute  droite  u  une  courbe  qui  est  touchée  par  cette  droite 
en  p  points,  tandis  que  ses  autres  m  —  ip  points  de  rencontre 
sont  situés  sur  une  courbe  fixe  ^,  =  o.  La  coïncidence  prin- 
cipale du  connexe  se  compose,  en  ce  cas,  de  la  courbe  singu- 
Hère  iV-  =  o,  envisagée  comme  lieu  de  sommets  de  faisceaux, 
et  de  la  coïncidence  principale  [comptée  deux  fois)  du  con- 
nexe 4^  =  o. 

Le  cas  dans  lequel  les  équations  (32)  se  présentent  à  la  place  de 
(3i)  est  simplement  la  contre-partie  du  précédent  au  point  de  vue 
dualistique. 

On  obtiendra  les  formules  pour  la  transformation  unidétermi- 
native  sous  forme  non  homogène,  si  ^,  r^  désignent  les  nouvelles 
variables,  en  posant,  dans  les  formules  précédentes,  7|==Hj3, 
r2=yjV3.  On  a  alors 

Ç  — 1         T,  —  j 

çf,  ç,,  92  étant  des  fonctions  doublement  homogènes  des  séries  x, 
^  ,  1,  — />,  I,  xp — y  (p.  387).  La  manière  la  plus  simple  d'obte- 
nir les  équations  pour  les  vi  consiste  à  former  —  et  à  substituer  à 

rcx])ression  -r-^  qui  y  figure  sa  valeur  déduite  de  —  =  o.  L'équa- 

€ltA,  eue 

tiony"=  O  se  change  par  là  en  une  équation  entre  f,  y,,  -^'  Nous 

avons  donc  sous  les  >  eux  la  transformation  la  plus  générale  dans 
laquelle  les  nouvelles  variables  et  leurs  premières  dérivées  sont 
des  fonctions  des  anciennes  variables  et  de  leurs  premières  dé- 
rivées. 


V.  —  Exemples  relatifs  à  la  détermination  de  courbes  de  coïncidence 

principale. 

Dans  ce  qui  suit  nous  nous  proposons  de  donner  quelques 
exemples  dlntégration  de  Téquation  difTérentlclle  des  courbes  de 
coïncidence  principale.  Ces  exemples  présentent  un  intérêt  parti- 
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culier,  en  ce  qu'ils  sont  pour  partie  en  connexion  avec  d'autres 
recherches  précédentes  (*). 

I.  Il  a  déjà  été  observé  plus  haut  (p.  35 1)  que  le  connexe 
linéo-linéaire,  c'est-à-dire  le  connexe  (i,  i),  fournit  immédiatement 
la  transformation  collinéaire.  Or,  comme  cette  dernière  peut  géné- 
ralement être  prise  (t.  I,  p.  Ssô)  sous  la  forme  canonique 

le  connexe  général  a:rZ<«=  o  peut  aussi  être  réduit  à  la  forme  ca- 
nonique 

x,«ja:,  H-  x,//,x,-+-  Ît3tt3.r3=  o. 

Mais  on  tire  de  là  l'équation  différentielle  (^) 
ou,  après  une  transformation  simple, 

(Xj—  Xj)— -    -h   (X3  —  Xi)— -    -f-    (x,  — Xj)-—   —O. 

X|  .rj  u^^ 

Par  suite,  l'équation  des  courbes  de  coïncidence  principale  du 
connexe  linéo-linéaire  est,  en  général,  de  la  forme 

Elles  sont  donc,  en  particulier,  algébriques  si  les  grandeurs  x/sont 
entre  elles  dans  le  rapport  de  nombres  entiers.  Nous  reviendrons 
encore  sur  ces  courbes  en  étudiant  le  connexe  (i,  i). 

IL  Soient  quatre  coniques  indépendantes  les  unes  des  autres, 
données  par  les  équations 

«i=o,     b\—o,     r*  — o,     d^—o. 


^')  D'autres  exemples  concernant  quelques  cas  particuUers  de  la  coïncidence  prin- 
cipale du  connexe  (i,  3]  ou  (a,  i)  ont  été  donnés  réccramcnt  par  MM.  D.\nooux  et 
FouasT  (^Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  y  2"  série,  t.  Il,  et  Bul- 
letin de  la  Société  mathémathique  de  France,  t.  VII). 

(')  Cette  équation  difTérentielle  n'est  autre  que  l'équation  dite  de  Jacodi;  en  oiïet, 
pour  X,  =  x,  x,=^,  4r,=  i,  elle  devient 

h[xdjr  --ydx)  —  M r(>-  -h  N </.r  =  o, 

dans  laquelle  L,  M,  N  débi{rncnt  des  fonctions  linéaires.  [Voir  Jacobi,  Journal  de 
Crelle,  t.  34;  Serret,  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  Paris,  1868,  t.  Il,  p.  435; 
FocRBT,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acoilémie  des  Sciences,  1 5  juin  187^  .) 
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Dans  le  système  de  courbes  triplement  infini 

il  existe  un  nombre  doublement  infini  de  courbes  qui  se  décom- 
posent en  deux  lignes  droites,  et,  pour  préciser,  il  y  a  pour  chaque 
point  du  plan  un  couple  de  droites  dont  le  point  double  se  trouve 
en  ce  point  lui-même,  fait  dont  on  s'assure  aisément  (et  qui  ré- 
sulte au  surplus  des  développements  algébriques  qui  suivent). 
Tous  ces  couples  de  draites  envelopperont  un  système  de  courbes  (*) 
dont  deux  passent  par  un  point  quelconque;  nous  nous  proposons 
d'établir  d*abord  leur  équation  différentielle  et  de  l'intégrer  en- 
suite. 

Toute  ligne  u  du  plan  complétée  par  une  autre  ligne  i^  forme  un 
couple  de  droites  de  notre  système  (i).  L'équation  de  la  ligne  i^  se 
trouve  par  élimination  des  grandeurs  x/  et  i^i  entre  les  équations 

•-^i^/aH-  -«ï^A-+-  XjT/^tH-  ^i^dik—  UiVji,-h  ViUk, 

[à],  étant  égal  à  SSfl/;tx,\r)t,  . . .)  sous  la  forme 


('•;■ 


«Il 

/^ll 

Cil 

du 

2  2/| 

0 

o 

«Sî 

h,. 

^tt 

du 

o 

2£/, 

• 

O 

Oz% 

^3 

^38 

^33 

o 

O 

2  «3 

<7j3 

K. 

Cî3 

^« 

0 

«3 

Wj 

«31 

Kx 

^31 

^31 

'h 

O 

"l 

rtj, 

bii 

Cli 

d,. 

"t 

«1 

O 

0 

o 

o 

O 

.rj 

.r. 

^3 

=  0. 


Cette  équation  représente  un  connexe  (i,  a);  pour  u  constant, 
elle  est  l'équation  de  la  droite  i^  qui  correspond  à  u;  pour  x  con- 
stant, elle  donne  donc  une  conique  comme  enveloppe  des  lignes  u 
dont  les  lignes  correspondantes  p'  passent  par  x.  En  particulier, 
les  deux  tangentes  menées  de  o:  à  cette  conique,  c'est-à-dire  les 
deux  lignes  de  la  coïncidence  principale  qui  répondent  à  Xj  for- 


(*)  Ce  système  de  courbes  a  de  l'importance  pour  ce  qu'on  appelle  la  surface  de 
Steiner;  voiFf  pour  la  suite,  Clebscb,  Ueber  die  Steiner'sche  Ffàcke,  {Journal  de 
Çrelle,  t,  67.) 
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ment  celui  des  couples  de  droites  de  notre  système  dont  le  sommet 
est  situé  au  point  x  lui-même.  L'équation  qui  dérive  de  notre  con- 
nexe (2)  par  la  substitution  Ui=  [xdx)i  est,  par  conséquent, 
Téquation  différentielle  des  courbes  que  nous  cherchons. 

Celle-ci,  établie  directement,  apparaît  sous  une  forme  qui  ne  per- 
met pas  de  reconnaître  immédiatement  son  intégrale  ;  on  l'obtient 
sous  un  aspect  plus  approprié  au  but  par  le  raisonnement  suivant. 
Il  existe,  comme  cela  est  connu  par  des  développements  précé- 
dents (t.  II,  p.  107,  et  t.  I,  p.  368)  un  système  tangentiel  simple- 
ment infini  de  coniques  (  *  ) 

(3)  ul-^lulzzzo, 

qui  sont  toutes  harmoniquement  inscrites  à  toutes  les  coniques  du 
système  (i),  de  sorte  qu'indépendamment  de  X  ont  lieu  les  équa- 
tions 

Si  maintenant  un  couple  de  droites  doit  être  harmoniquement 
circonscrit  à  toutes  les  coniques  (3),  c'est-à-dire  appartenir  au  sys- 
tème triplement  infini  (1),  cela  signifie  que  les  lignes  u  et  i^  sont 
polaires  conjuguées  l'une  à  l'autre  relativement  à  toutes  les  courbes 
(3),  c'est-à-dire  qu'on  a  les  équations 

Si  l'on  élimine  entre  elles  et  entre  l'équation  i^x=  o  les  quantités  j^/, 
on  obtient  le  connexe  (2)  sous  la  forme  plus  simple  d'un  détermi- 
nant fonctionnel 

Mais  les  courbes  de  coïncidence  principale  de  ce  connexe  nous  sont 
déjà  connues  par  un  exemple  précédent  (p.  387)  ;  ce  sont  précisé- 
ment  les  coniques  du  système  (3).  Ces  dernières  forment  donc  le 
système  de  courbes  cherché, 

III.  Nous  passons  à  un  exemple  dont  l'intérêt  est  accru  par 
la  circonstance  qu'il  se  réfère  à  un  connexey=  o  à  l'égard  duquel, 


(')  Sur  les  autres  relations  algébriques  et  {géométriques  entre  les  systèmes  (1)  et 
(3),  -voir  aussi  les  Mémoires  de  Smith  et  Rosanes,  cités  t.  II,  p.  ilfi. 


s 
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par  suite  def=o  et  11^=0,  la  condition  ci-dessus  mentionnée 

- — --  =  o  est  satisfaite.  Soit  donnée  une  conique  ai==bz.^c%=o 

et  une  droite  <;;p=  o  la  rencontrant  en  deux  points  séparés  (*  ).  En 
vertu  de  considérations  précédentes  (t.  I,  p.  gS),  la  conique 

(5)  (a  -4-  \Y[auvY ,1)1. —  f\(i.[auv)ax>[huv)bx'=^  o 

représente  le  lieu  des  points  x  dont  la  ligne  de  jonction  au  point 
de  rencontre  de  u  et  {^  rencontre  la  conique  a",.=  o,  de  telle  sorte 
que  les  points  x  et  [uif)  déterminent  avec  les  points  d'intersec- 
tion de  la  conique  le  rapport  anharmonique  a.  Si  donc  nous  ajou- 
tons la  condition  Ux=  o,  sur  la  ligne  u  se  trouveront  déterminés 
par  (5)  deux  points  formant  avec  o:  et  [uv)  le  rapport  anharmo- 
nique a.  La  même  chose  a  lieu  si  nous  transformons  encore  Téqua- 
tion  (5)  sous  le  bénéfice  de  la  supposition  i/j.r=o.  Or  on  a  iden- 
tiquement 

( buv ) a^  =:  ( ««'' )bx  —  ( (tbv ) i/;c -I-  ( abn ) v 


JT» 


et  ensuite,   d'après  l'identité   (IV)    (t.   I,  p.  352),    à  cause  de 

Mar=0, 

'>.[abu][avu)bxVjcZ=z  [abu^v^^. 

Par  conséquent,  l'équation  (5)  se  transforme  en 

(6)  (a  —  I  )*(.'?«(')•./>* -4-  2t«(^^W  )*!'*=:  o. 

On  reconnaît  immédiatement  que  chaque  courbe  Ca  et  Kj  de 
ce  connexe  (2,  9.)  appartient  au  faisceau  «^4-  Xç^^==  o,  c'est-à-dire 
est  tangente  à  la  courbe  rt^=  o  en  ses  points  de  rencontre  avec 
Vxz=z  o.  Il  existe  donc,  dans  le  connexe  (6),  un  seul  système  sim- 
plement infini  de  courbes  Go,  et  de  même  un  seul  système  5i/n^/e- 
încnt  infini  de  courbes  K2  identique  au  premier  (t.  I,  p.  i47)-  A 
un  ensemble  simplement  infini  de  points  x  doit  donc  corres- 
pondre la  même  courbe  Ko  et  à  tout  ensemble  simplement  infini 
de  droites  u  la  même  courbe  Cj.  Comme,  d'ailleurs,  chaque  droite 
du  plan  est  touclu'e  par  une  seule  conique  du  faisceau,  tous  les 
points  auxquels  correspond  la  même  courbe 

K,=H  7,[obu]^  —  ).(^«p)'=:  o, 


(')  A'o/V,  pour  ce  qui  suit,  le  Mémoire  de  Harnack,  cité  p.  iV)5  et  21 5. 
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en  vertu  de  (6),  forment  la  conique  («  —  i)*ft^-haXi'^=  o,  de 
sorte  que  par  là  se  trouve  donnée  une  association  par  couples  des 
coniques  de  notre  faisceau.  Mais,  parmi  le  système  des  con- 
nexes (6),  on  doit  surtout  remarquer  celui  obtenu  pour  a  v=r  -    i 

(7)  /=2(aPii)«^i-(«A/.)*pî==o. 
On  a,  en  effet,  l'identité 

laquelle  exprime,  en  vertu  de  nos  explications  générales  (p.  4^3 ), 

j     ^                         1            t-  '       \^  àf   df 
que,  par  suite  ciej^o,  Mj.=  o,  la  condition   > r— =  o  est 

satisfaite,  que,  par  conséquent,  dans  notre  cas,  tout  point  x  est 
situé  sur  la  courbe  K2  correspondante,  et  que  toute  droite  u  touche 
la  courbe  C2  correspondante.  Il  suit  en  même  temps  de  là  que  les 
courbes  de  coïncidence  principale  du  connexe  (7)  comptées  deux 
fois  se  composent  de  celles  du  connexe  [avu)ax^=o^  c'est-à-dire 
(p.  387)  précisément  des  courbes  C2  ou  K2  du  connexe  (7). 

L'équation  (6)  peut  aussi  être  déduite  d'un  certain  système 
d^équations  au  moyen  d'un  procédé  particulier  d'élimination,  et 
cette  manière  de  l'obtenir  conduit  immédiatement  à  l'établissement 
de  ses  courbes  intégrales  par  un  raisonnement  que  nous  expose- 
rons incessamment  avec  quelques  détails.  Si  l'on  pose,  en  effet, 
dans  (6),  Xi=-  (udu)i,  on  obtient  l'équalion  différentielle 

(8)  {a-'iy[aNt>]*[buduY-^2ct[nijuy{vuditY=:0, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  l'élimination  de  la 
quantité  D  entre  les  équations  du  second  degré  en  D 

(  ^'D^.[abuY{cuvY-{'D.[abuY{vndu)    -h      [audtiY=o, 

(9)    j, 

Mais  la  première  des  équations  (9)  s'obtient  encore  par  élimina- 
lion  des  Xi  entre  les  trois  équations 

jy.a^lavu) -h  [du)x=o,     al.=:o,     «^=0; 

et  nous  pouvons,  en  conséquence,  lui  assigner  facilement  un  sens. 
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En  effet,  la  quantité  D  est  définie  par  la  première  des  équations 
que  nous  venons  d'écrire  comme  étant  la  différentielle  de  troisième 
espèce  de  la  courbe  primitive  a^=  o,  différentielle  dont  les  infinis 
sont  situés  aux  points  de  rencontre  de  Vx=  o  avec  a^=  o,  car,  en 
vertu  de  Ux=  o  et  u^x-h  {du)x==^  o,  on  a  (p.  iSp) 

L'équation  en  question  donne,  diaprés  cela,  la  valeur  de  la  diffé- 
rentielle D  aux  points  de   rencontre  de  la  courbe  primitive 
^=0  avec  Ux=  o,  si  l'on  marche  d'une  ligne  u  à  une  ligne  voi- 
sme  u-^du.  Par  conséquent,  (8)  est  la  condition  pour  que  D  et 

D  soient  en  même  temps  racines  de  la  première  équation  (9), 

c'est-à-dire  pour  qu'entre  les  racines  Dj  et  D^  de  cette  équation 
existe  la  relation 

D,-t-aDi=:o, 

ou,  si  Wij  w%  sont  les  valeurs  de  l'intégrale  w=fD  aux  points  de 
rencontre  de  u  avec  a^=o^  pour  que  l'on  ait  l'équation 

(10)  ^8+  KWi=:  C, 

OÙ  c  désigne  une  constante  d'intégration. 

Actuellement,  on  peut,  comme  on  sait,  représenter  les  points  de 
la  courbe  a^=:o  comme  fonctions  rationnelles  du  second  degré 
d'un  paramètre  */«  =  e'**,  (v==/D  désignant  de  nouveau  l'intégrale 
logarithmique,  c'est-à-dire  que  nous  pouvons,  pour  un  point  .r  de 
C2,  poser 

les  (fi  étant  des  fonctions  simplement  périodiques.  Si  maintenant 
entre  les  deux  intégrales  çv<,  çvj  appartenant  à  deux  points  .r,  j  de 
C2  existe  la  relation  (10),  il  vient  ffj^/=  ?i(C  —  aw),  et  les  coor- 
données de  la  ligne  joignant  les  deux  points  sont 

Mais  ces  lignes  de  jonction  enveloppent,  en  vertu  du  raisonnement 
par  lequel  nous  avons  déduit  les  équations  (8)  des  équations  (9). 
les  courbes  intégrales  du  connexe  (6).  I^s  équations  (11)  donnent 
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donc  la  représentation  paramétrique  des  courbes  intégrales  du 
connexe  (6);  si  Ton  élimine  entre  elles  les  grandeurs  çv,  on  ob- 
tient l'équation  des  courbes  intégrales  elles-mêmes.  On  reconnaît 
immédiatement  que  ces  dernières  sont  algébriques  (et  alors  du 
genre  zéro)  si  a  désigne  un  nombre  rationnel,  qu'elles  sont,  au 
contraire,  transcendantes  si  a  est  iiTationnel.  Pour  toutes  les  va- 
leurs de  a,  la  courbe  ponctuelle  a^=  o  et  la  ligne  double  i^' =  o 
donnent  une  intégrale  particulière  de  Téquation  (  8  )  en  coordonnées- 
points;  la  courbe  tangentielle  [abuY  =  o  et  le  couple  de  points 
(«(>«)*==  o,  une  intégrale  particulière  en  coordonnées-lignes. 

IV.  On  aperçoit  immédiatement  la  connexion  qui  existe  entre 
ces  dernières  explications  et  nos  recherches  antérieures  relatives 
à  la  géométrie  sur  une  courbe  du  troisième  ordre  (t.  II,  p.  877  et 
suiv.),  car  alors,  comme  dans  le  cas  actuel,  nous  avons  utilisé  les 
relations  entre  les  couples  de  points  sur  une  courbe  pour  déter- 
miner les  figures-enveloppes  des  lignes  joignant  deux  points  cor- 
respondants (liés  par  une  relation  transcendante).  Nous  avons  re- 
présenté, dans  le  cas  que  nous  rappelons,  les  coordonnées  u,-  de 
la  tangente  comme  fonctions  elliptiques  d^un  paramètre,  et  pour 
la  représentation  correspondante  sont  intervenues  dans  III,  d'une 
manière  analogue,  des  fonctions  simplement  périodiques.  Or,  de 
même  que  maintenant  une  relation  entre  les  valseurs  paramétriques 
de  deux  points  de  la  conique  permet  la  détermination  des  courbes 
intégrales  d^un  certain  connexe,  de  même  nous  pouvons  aussi 
employer,  dans  lés  courbes  du  troisième  ordre,  une  relation  cor- 
respondante pour  rintégration  de  certaines  équations  différentielles 
algébriques.  Il  y  a  possibilité  de  le  faire  en  établissant  au  préalable 
^équation  qui  fournit  les  valeurs  de  la  différentielle  de  première 
espèce 


^x^c 


aux  points  de  rencontre  d'une  ligne  Ux=  o  avec  la  courbe  primi- 
tive a^z=  o,  en  supposant  que  les  points  x  -\-  dx  soient  situés  sur 
une  droite  voisine  u  H-  du,  équation  qui  correspond  alors  exacte- 
ment à  la  première  des  équations  précédentes  (9)  (*). 


(')  J^oir,  pour  la  suite,  Harnack,  Math.  Jnnalen,  t.  IX,  p.  3i  et  suir.  et  p.  a  18  et 
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Pour  établir  l'équation  précitée,  nous  avons  à  éliminer  les  gran- 
deurs Xi  et  dxi  entre  les  équations  suivantes  [tfoir  p.  194)  : 

Au  moyen  de  ces  dernières  équations  nous  pouvons  chasser  de  la 
première  les  dxi  en  posant  c/=  (rw)/,  les  /v  étant  complètement 
arbitraires;  il  vient  alors,  en  vertu  de  Ux=  o, 

Nous  pouvons  ensuite  remplacer  la  seconde  et  la  troisième  équa- 
tion par  une  autre  formée  d'une  manière  analogue  à  la  première, 
et  dans  laquelle  seulement  les  grandeurs  arbitraires  Sf  figurent  au 
lieu  de  /v,  car  précisément  les  deux  équations  ne  sont  équivalentes 
ijne  si  a^=  o  et  aj^/i,/^==  o.  Finalement  donc,  le  problème  revient 
à  éliminer  les  Xi  entre  les  deux  équations 

et  entre  Ux=^  o.  Le  résultat  est,  comme  on  sait,  donné  par  l'équa- 
tion [voir  t.  I,  p.  3jo) 

(l3)  (pp'«)V(<7(r'tt)»-(/)<T//)*.(p'er'tt)*=:o. 

Toutefois,  au  lieu  de  calculer  directement,  d'après  (la),  l'expres- 
sion qui  figure  dans  le  premier  membre,  il  est  mieux  de  procéder 
de  la  manière  suivante.  Sur  la  ligne  ii^  =  o  sont  représentées  par 
ses  points  de  rencontre  avec  les  courbes  p^=  o  et  o"^=  o  deux 
formes  binaires  quadratiques;  le  résultant  de  ces  dernières  doit 
s'annuler  si  l'équation  (i3)  a  lieu,  mais  ce  résultant  se  confond 
avec  le  discriminant  du  déterminant  fonctionnel  des  deux  formes 
(t.  I,  p.  270),  et  les  deux  points  qui  représentent  ces  dernières 
sont  déterminées  sur  Ux  par  les  intersections  de  la  jacobienne 
[pau)px(Tx'='  o.  Si  donc  le  déterminant  cité  doit  être  nul,  la  co- 
nique [pou)px^x'=^^  devra  être  touchée  par  la  ligne  Mx=o,  ou, 
en  d'autres  termes,  l'équation  (i3)  est  identique  à  l'équation  en 


Buiv.  Dans  le  Mémoire  déjà  cité  du  même  auteur  {ibid.,  p.  407)1011  Toit,  entre  aiitrei 
choses,  comment  l'équation  précédente  dérive  de  celle  que  nous  ayons  à  considérer 
maintenant  si  la  courbe  C,  se  décompose  en  une  conique  et  en  une  droite. 
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coordonnées -lignes  de  cette  dernière  conique  rapportée  aux  coor- 
données 1//.  Or,  dans  notre  cas,  on  a,  d*après  (la)?  @  étant  égal  à 


~  "x    7  (  fSf^i^ )  ( ^" )*  H —  ^jc[ ^^^ )(aufiu)D 


Négligeant  le  facteur  [rsii)  qui  renferme  les  grandeurs  arbitraires 
/*,  5,  nous  avons  à  former,  en  vertu  de  Uj:^=  o,  Tcquation  en  coor- 
données-lignes de  la  conique 

et,  eu  égard  aux  équations  (5)  et  (6)  de  la  page  280,  .t.  II,  celle-ci 
est  donnée  par 

(i4)  D'.F-f-3D.e'4-2/'  =  o, 

où  0',/^  sont  ce  que  deviennent  Q,  fsi  Ton  pose  X|=  [udu)i  et 
011,  par  conséquent, 

e'=:  {abuY{audu)[ùuciu],    /' =:  [audu^ 
et 

F:^  {abuy[ceuyncu](beu), 

La  circonstance  que  dans  Téquation  (i4)  le  coefficient  de  D- 
doit  s^annuler  était  à  prévoir,  d'après  le  théorème  d'Abel;  car  ce 
coefficient  est  proportionnel  à  la  somme  des  trois  valeurs  de  D 
aux  points  d'intersection  de  «^.  =  o  avec  Ux=  ^  {*)• 

Actuellement  nous  serons  ramenés  de  Téquation  (i4)  à  notre 
point  de  départ  par  les  réflexions  suivantes  :  si  Ton  suppose  entre 
les  racines  D|,  D2,  D3  de  cette  équation,  en  outre  de  l'équation 
du  théorème  d'Abel  Di  -f-  D2  -h  D3  =  o,  une  seconde  relation  li- 
néaire 

/// j  Dj -f- /w,  D,  4- /713  Dj  =11  o 

(dans  laquelle  les  quantités  nii  désignent  des  nombres  quelcon- 
ques rationnels  ou  irrationnels),  ou  bien  encore,  en  ayant  égard  à 


{^*)  Voir  lu  note  a  de  la  p.  igj. 


4l4  TOME   III.   —  CUAPITRE   11. 

la  première  relation,  la  suivante 

/  f  \                                                              '"i  —  '^^i 
(i5j  Dt  — /aDj^r  o  avec  p  = 


en  même  temps  que  (1.4)  sera  satisfaite  la  condition 

p'D^F4-3pD.e'-^-a/'=o; 
et  Télimination  de  D  entre  ces  deux  équations  donne 

16  Ff^-h' — , —  0  3—0,  <T  étant  égal  à --.  ^——^ -, 

où  l'on  peut  aussi  substituer  à  p  les  valeurs 

I  t?I^ «Il  I -f- p  /W|  —  ///♦ 

—  ou — j 


I  -f-  p  ///j —  /iii  p  /;2, —  /// 


i 


sans  changer  la  valeur  de  g.  L'équation  (i())  est  Téquation  diffé- 
rentielle relative  aux  courbes  de  coïncidence  principale  d'un 
connexe  (6,  6)  dont  l'intégration  est  ramené  en  vertu  de(i3)  à 
une  quadrature,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  immédialement  par  ana- 
logie avec  l'exemple  précédent. 

Nous  pouvons  encore  écrire  l'équation  du  connexe  {(),  6)  sous 
une  forme  un  peu  différente.  En  effet,  sur  la  ligne  iij  =  o  se 
trouve  déterminée  pary=  o  une  forme  binaire  du  troisième  ordre 
dont  la  forme  hessienne  est  déterminée  par  la  conique  0  =  0  et 
dont  le  covariant  cubique  l'est  par  la  courbe 

Q^^[(ibu]^[  eau  )  cj.  bj.  ■—  o 

(t.  II,  p.  278  et  suiv.).  Or,  entre  la  forme  binaire  primitive/,  sa 
forme  hessienne  A,  son  invariant  R  et  son  covariant  Q,  existe 
l'identité  (t.  I,  p.  277) 

Entre  les  formes  ternaires  y,  0,  F  et  Q  existe  donc  aussi,  en 
vertu  de  «0.==  o,  l'identité 

(17)  03^.F/«=rz-2Q^ 

et  par  conséquent  (16)  donne  aussi  l'équation  différentielle  des 
courbes  de  coïncidence  principale  pour  l'autre  connexe 

(18)  a(r3Q5  4-(a3-3«T-h2)0^=o. 


LES  CONNEXES.  4^^ 

Nous  pouvons  donc  finalement  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  fondamental^  du 
troisième  ordre  étant  représentées  par  des  fonctions  dou- 
blement périodiques  ^i{i^)  d'un  paramètre  i^,  on  obtient  la 
représentation  paramétrique  des  tangentes  des  courbes  de 
coïncidence  principale  du  connexe  (18)  en  composant  auec 
les  coordonnées 

Xi—  ^i[v)     et     j/—  ^i[oi>  4-  c] 

de  deux  points  de  la  courbe  fondamentale  ajant  pour  arguments  v 
et  pv  '\-  c  les  coordonnées  Ui=  {xj)i  de  leur  ligne  de  jonction; 
le  connexe  correspondant  est  alors  caractérisé  par  lu  valeur  de 

p  \  ou  de  — (*  •+-  o)> c^  ^l^  leurs  iny^erses     et  la  constante 

d'intégration  est  donnée  par  c. 

Pour  des  valeurs  générales  du  module,  les  courbes  de  coïnci- 
dence principale  ne  sont  algébriques  que  si  p  est  un  nombre  ra- 
tionnel, et,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  précédemment  (t.  Il,  p.  882), 

elles  sont  de  la  classe  2 [m-  -h  mn  H-  /i^)  si  p  =  —  ?  m  et  w  étant 

des  nombres  entiers.  Elles  sont  donc,  en  particulier,  de  la  sixième 
classe  pour  p  =  i ,  c  est-à-dire  pour  le  connexe  Q  =  o  (*  ),  et  les 
courbes  de  coïncidence  principale  de  ce  dernier  présentent,  à 
l'égard  des  systèmes  de  couples  de  points  de  Steiner  sur  la  courbe 
primitis^e f  ■==:  o,  la  relation  exposée  ci-dessus  (t.  Il,  p.  38 1).  Toute- 
fois, pour  p  =  iy  on  doit  encore  tenir  compte,  comme  solution 
improprement  dite,  de  la  condition  F  =  o,  car  le  discriminant  de 
l'équation  (i4)  est  en  premier  lieu  égal  à 

F(0'H-F/*)  =  — 2FQ^ 

Pour  le  connexe  0  =  o,  il  vient  en  particulier  p'-j-  p  -{-iz^o, 


(*}  Pour  ce  qui  concerne  le  problème  d'élimination  qui  fournit  l'équation  de  ce 
système  de  courbes  en  coordonnées-points  et  en  coordonnées-lignes,  voir  HarnacK) 
loc,  cie»,  p.  326  et  a33. 
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et  p  est  en  conséquence  égal  à  une  racine  cubique  imaginaire  de 
l'unité  ;  les  courbes  de  coïncidence  principale  sont  donc,  en  gé- 
néral (c'est-à-dire  abstraction  faite  de  valeurs  particulières  du 
module  ),  transcendantes. 

Sur  toute  tangente  d'une  courbe  intégrale  du  connexe  Q  =  o,  le 
point  de  contact  de  cette  tangente  et  ses  trois  points  de  rencontre 
avec  y\=  o  sont  situés  harmoniquemcnt,  et,  de  plus,  le  point  de 
contact  de  la  tangente  d'une  courbe  de  coïncidence  principale  de 
0  =  0  est  équianharmonique  par  rapport  aux  points  en  question 
de/ =  o  (t.  I,  p.  280).  On  peut,  d'une  manière  tout  à  fait  ana- 
logue, caractériser  aussi  les  courbes  intégrales  d'un  connexe  quel- 
conque du  système  (18)  par  une  relation  anharmonique.  Si,  en 
effet,  siir  le  terrain  binaire,  un  point  ayant  pour  coordonnées 
Xi=:o,  x2=o  doit  former  avec  les  points-racines  d'une  forme 
cubique  a^=  ao^^jH- 3a<x5;c2-l-  Saaxixj-f-  «3/.^  le  rapport  anhar- 
monique a,  on  a  à  établir  la  condition  pour  que  la  forme  biqua- 
dra tique  correspondante  possède  le  rapport  anharmonique  a, 
c'est-à-dire  qu'il  faut  former  pour  cette  dernière  forme  les  inva- 
riants i  et  y.  On  trouve,  pour  ces  derniers  (t.  I,  p.  Syo), 

3  3 

'  =  -(«?  — ^î^'oS    J  =  -~q['^^1  +^J«j— 3aortifl,). 

Mais  les  co variants  A  et  Q  de  a'  se  changent  en  ces  formes,  à  part 
des  facteurs  numériques,  si  Ton  y  fait  xi  =  i,  X2=  o;  donc,  comme 
nous  avons  affaire  à  des  relations  invariantes,  nous  devons,  d'une 
manière  générale,  poser 

M  désignant  une  grandeur  indéterminée,  et  la  condition  cherchée 
devient  (*) 

Q*""  (H-a)2(2  — a)*(i  — 2«)*' 

Cette  équation  est  enfin  identique  à  l'équation  (18),  sous  la  condi- 
tion de  remplacer  A  par  0,  d'entendre  par  Q  le  connexe  corrcs- 


(*)  Cette  même  équation  se  déduit  de  la  théorie  de  la  représentation  typique  des 
formes  binaires.  {Foir  Clëdsch,  Théorie  der  binàren  oigcbraischen  Formeii,  p.  35i). 
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pondant  kf=.  o,  de  poser  «  =  —  p  et  d'introduire  a  au  lieu  de  p. 
Par  conséquent, 

Les  tangentes  des  six  courbes  de  coïncidence  principale  du 
connexe  (18),  qui  passent  par  un  point  quelconque  a*,  coupent  en 
ce  point  la  courbe  /-=.  o  en  trois  points  qui  forment  avec  x  le 
rapport  anharmonique — p. 

Par  ce  théorème  se  trouve  caractérisée  géométriquement  la 
classe  entière  des  connexes  dont  les  courbes  intégrales  sont  ainsi 
en  connexion  simple  avec  Tintégrale  elliptique  de  première  espèce 
d'une  courbe  du  troisième  ordre. 

VI.  —  Le  connexe  dn  premier  ordre  et  de  la  première  classe. 

Le  connexe  du  premier  ordre  et  de  la  première  classe  a  seul  été 
étudié  jusqu'ici  d'une  manière  approfondie,  soit  sous  le  rapport 
géométrique  [où  il  représente  une  coUinéation  [voir  p.  35i)], 
soit  sous  celui  de  la  théorie  des  invariants.  Le  second  ordre  d'idées 
nous  donne  de  nouveaux  points  de  vue  pour  la  théorie  des  trans- 
formations linéaires  que  nous  avons  considérée  jusqu'ici  plutôt 
géométriquement  (t.  I,  p.  3i  1);  nous  chercherons,  pour  cette  rai- 
son, à  mettre  surtout  en  lumière  les  théories  algébriques  (*  ). 

Soit 

Téquation  du  connexe  donné,  avec  a,A^a;t|-;  la  coUinéation  corres- 
pondante (pétant  supposé  égal  à  puy)  est  dçnnée  parles  équations 

(2)  pj/=  û/i^i  -h  «/jXj  -H  «/,^j, 

OU  en  coordonnées-lignes  (pétant  égal  à  gvx)  par  la  substitution 
transposée 


(■)  Foir,  pour  ce  qui  suit,  spécialement  Cledsco  et  Gorda!«,  Math.  /Innalen,  t.  1, 
p.  3,)9  et  SUIT.  Il  est  démontré,  entre  autres  choses,  dans  ce  travail,  que  les  invarianUi 
finnciionnels  mentionnés  plus  loin  au  icxta  forment  le  système  complet  de/. 

Cleoscd.  —  Géométrie,  III.  2 y 
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Si  ces  équations  doivent  représenter  une  collinéation  propre- 
ment dite,  il  faut  que  leur  déterminant  A  ne  soit  pas  nul;  le  dé- 
terminant est  donc  en  toute  hypothèse  un  invariant  du  connexe 
(i,  i).  On  peut,  d'ailleurs,  Texprimer  par  des  invariants  moins 
élevés,  car  si  nous  posons 

et  que  nous  ayons  égard  à  ce  que  symboliquement 


A  = 


a 


a 


11 


Si 


a 


is 


'21 


IS 


a 


a 


31 


n 


31 


a 


23 


33 


âfiai      ^\<ft     ^1^3 
^iPi      b^Pt      b,p^ 

^3  7l         ^»7l         <^3  78 


=  «i6,c,(«S7), 


on  déduit  de  là,  en  permutant  de  toutes  les  manières  les  couples 
de  symboles  aa,  i(3,  cy,  et  prenant  le  sixième  de  la  somme, 


(4)  A=.l(.^c)(«?y)=i 


a^     a. 


b.     b^ 


/'  -h  a  «2  —  3  // 1 


Or  tous  les  autres  invariants  de  f  peuvent  s'exprimer  aussi  par 
les  trois  invariants  du  degré  moins  élevé  i,  l'i ,  l'a  qui  figurent  ici, 
car  le  connexe  ne  dépend  que  de  deux  constantes  absolues,  et  ne 
peut,  par  suite,  admettre  que  deux  invariants  absolus,  c'est-à-dire 
trois  invariants  indépendants  les  uns  des  autres.  En  effet,  f  peut, 
en  général,  être  amené  à  la  forme  canonique  (comp.  p.  4o^) 


(5) 


/=  XiXiUi-h  x,X,Ut-4-  stjXjUj, 


dans  laquelle  sont  comprises  deux  constantes  absolues  seulement. 
Nous  allons  immédiatement  former  les  trois  invariants  pour  la 
forme  canonique  (5);  on  apercevra  en  même  temps  sur  cette 
forme  qu'ils  sont,  en  général,  indépendants  les  uns  des  autres.  La 
méthode  la  plus  simple  est  d'introduire  préalablement  les  formes 
mixtes  co variantes 


(6) 


,      \  df  df  . 

•^' = 2  Â?/  ^.  ~  2  3:^/  rf^  -  '  ^ "• 


on  obtient  en  effet  alors,  pour  les  invariants  en  question,  les  lois 
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V9 


de  formation  non  symboliques 


(7) 


dxidiii 


Mais,  dans  la  forme  canonique,  il  vient  d*abord,  diaprés   (5) 
et  (6), 

(8)  /i=xîXjU,+x;x,u,+xîX3U„  /,=x;XiU,-i-xjx,u,-hxîx,u„ 

et  par  suite,  d'après  (7), 


(9)        /=Xi-HXî-t- 


«8»      'i  =  ît;-4-xî-+-xî,      /,=  xJ-i-xjH- xj. 


Nous  connaissons,  d'après  cela,  trois  fonctions  symétriques  des 
grandeurs  X|,  X29  ^s?  et  nous  pouvons,  en  conséquence,  établir 
une  équation  du  troisième  degré  dont  ces  dernières  sont  les  ra- 
cines. On  trouve,  en  effet, 


(10)  XjX, -h  X,X,-h  X,Xj  = 


/«-/. 


9         X|Xj|X3 


/'  —  3/7i4-  2/, 


Pour  la  détermination  de  Xi ,  X|,  X3,  0/1  a  conséquemment  l'équa- 
tion 


('«) 


t'—  Jsr.i  -h  -  (/*—  /i)x  —  Tî  ('*—  3//1-I-  2/,)  =  o, 


que  nous  avons  précédemment  (t.  I,  p.  325)  trouvée  sous  la  forme 


ûll     « 

«18 

«18 

«îl 

«»1          >t 

«83 

«81 

«88 

«3*  —  X 

=  o. 


Après  que  Ton  a  déterminé  jC|,  X29  X),  on  peut  aisément  établir  la 
transformation  qui  ramène  le  connexe  y  à  la  forme  (5);  il  suffit, 
pour  préciser,  de  calculer  les  produits  des  quantités  X/,  U,*  au 
moyen  des  trois  équations  (5)  et  (8).  Si  l'on  désigne  le  détermi- 
nant de  ces  trois  équations  par  K,  il  vient 


(,a) 


K.U.X, 
K.U.X, 
K.U,X, 


«•)[{x» 


)/- 


*»«»««  — 


XjXiM^ 


*l*i'>x  — 


/.]. 
/.], 
/.]. 


■x^. 
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avec 


K  = 


I 

J 

I 

^l 

*1 

y-J 

*2 

X* 

=  ('^1—  5^3)  (î«8—  '«l  )(*!--  ^f)' 


Les  équations  (12)  déterminent  les  coefficients  de  substitution 
cherchés  à  l'aide  des  racines  de  (11),  autant  que  cela  est  ici  pos- 
sible et  nécessaire,'  c'est-à-dire  en  ce  sens  que  tous  les  coeffi- 
cients de  la  njême  fonction  X/  ne  se  trouvent  déterminés  que  sauf 
un  facteur  commun  quelconque  dont  la  valeur  inverse  se  présente 
dans  les  coefficients  de  U,-. 

Les  éléments  communs  des  trois  connexes  qui  interviennent  ici 

y=:x  o,yi  =  0^  Ux=  o  forment,  d'après  nos  explications  générales, 
un  couple  de  courbes  du  troisième  ordre  et  de  la  troisième  classe 
(p.  336)  dont  la  courbe  d'ordre  et  la  courbe  de  classe  sont  respec- 

.  tivement  données  par  les  équations 


(,3) 


Il  résulte  de  là  pour  la  forme  canonique,  si  r  désigne  le  détermi- 
nant de  la  substitution  (12),  lequel  doit  être  ajouté  ici  à  cause  des 
iacteurs  entre  parenthèses  (cc^x)  ou  [abu), 


X|Xi      ^^iX)     X3X3 
XjXi     îtj  Xj     X-A3 


X, 


et  de  môme 


X, 


X 


=:r.X,XjX3(x,— XjKxj—  xi)(xi-- Xï), 


^==''.UlU,U3(xj—  X3)(X3-.X,)(X1—  Xj). 


Chacune  des  formes  cubiques  <p^  ^  se  décompose  donc  en  trois 
facteurs  linéaires  qui  représentent  respectivement  les  côtés  et  les 
sommets  du  triangle  de  base.  La  décomposition  de  ces  formes  en 
leurs  facteurs  (t.  II,  p.  35o)  est,  par  suite,  déjà  donnée  par  la 
transformation  (12). 

La  signification  géométrique  du  connexe /i  =  o  est  immédiate- 
ment visible  sur  la  forme  canonique;  il  représente  la  collinéation 
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i/ue  Von  oh  tient  par  une  double  application  de  la  Collinéalion 
J=:  o,  ce  que  Ton  vérifie  sans  peine  directement.  On  obtient  de 
même  la  coUinéation  du  connexe yi=  o  qui  figure  dans  (6)  et  (8) 
par  «ne  triple  application  de  la  coUinéation  f=  o,  et  ainsi  de 
suite.  D^une  manière  générale,  la  coUinéation  obtenue  par  Tappli- 
cation  k-i-i  fois  répétée  de  la  coUinéation  y^=  o  est  donnée  par 
le  connexe 

(14)  •/^'=2dJ,  '^d^=Ld^c  "d^T  "" 

Mais  il  est  à  remarquer  que  toutes  les  formesyji  qui  prennent  ainsi 
naissance  peuvent  s'exprimer  linéairement  par  les  formes  f^  f^  et 
Ux'  En  effet,  toutes  les  coUinéations  y>i=  o  se  réfèrent  au  même 
triangle  de  base,  mais,  comme  toutes  les  coUinéations  répondant 
au  même  triangle  de  base  ne  forment  qu'un  système  doublement 
infini;  elles  doivent  nécessairement  être  représentables  sous  la 
forme 

/-f-  x/i  -4-  Xtt^=:  o. 

Pour  confirmer  ce  résultat  par  le  calcul,  le  mieux  est  d'avoir  re- 
cours à  une  autre  forme  mixte 

(i5)  gz=[ahu)[(x^x), 

laquelle,  égalée  à  zéro,  représente,  comme  nous  le  savons  déjà,  le 
connexe  conjugué  de  f^^  o  (p.  869)  ;  nous  reviendrons,  d'ailleurs, 
incessamment  sur  son  interprétation  géométrique.  Cette  forme  g 
est  également  exprimable  par  f  f^  et  Uxy  car  nous  avons  direc- 
tement 

fl.     a^     a^ 

b^     h^     b^ 
««     wp     u^ 


(16)    ^EE=  («^tt)  (a|3j:)  =: 


=  (/=  —  /,  )  u^  —  lif-\-  2/,. 


On  a  ensuite 
àf  (), 


^-ii.'i^  =  ^''^'')^''^^i)''^^\^^^^^^^ 


=  3{«?7)(«^^)"x; 


et  si  l'on  établit  la  même  forme  au  moyen  du  second  membre  de 
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(i6),  on  obtient,  poury*2)  6u  égard  à  (4)»  Tidentité 

On  trouve  également,  par  répétition  du  même  procédé, 
^.(|8h.  2/,-  3//,)/=  [i'-i^]A-^iA-^o.A. 
i  (/»-f-  2/,-  3f7, )/,=  (/*-/,)/,-  ai/;  -^  2/„ 

et  ainsi  de  suite,  ce  qui  permet  de  calculer  chaque  forme  fh  en 
fonction  de  toutes  les  formes  précédentes. 

A  côté  de  la  série  de  connexes  yÀ=  o  se  place  une  série  de  con- 
nexes g^>^=  o  qui  se  forment  de  g  comme yi  dey,  en  sorte  que 


^'^■^^  ""  Zà  dxi  dui  "^  Zààui  ôxi  ' 


Leur  sens  géométrique  est  de  même  facile  à  reconnaître.  En  pre- 
mier lieu,  le  connexe  g  =  o  donne  la  transformation  inverse  de 
jz=z  o,  transformation  qui,  rapportée  au  même  triangle  de  base, 
apparaît  sous  la  forme  ffY|=  XiXjXf,  ....  En  effet,  dans  le  cas 
de  la  forme  canonique,  on  tire  de  l'identité  (i6),  en  vertu  de  (8), 
(9)  et  (10),  la  valeur  de  g' 

et  Ton  déduit  ensuite  de  là 

-'^„  =  {x,x,)/'-^iUiX,-*-(x,x,)"*»U.X,+  (x,x,)"^'U,X,. 

Les  connexes  g/^=  o  représentent  donc  respectii^ement  les  trans- 
formations inif erses  des  transformations  f h  =  o. 

Au  moyen  d'un  point  x,  nous  obtenons,  par  toutes  ces  collinéa- 
tions,  une  série  de  points  séparés  qui  peut  être  prolongée  indéfini- 
ment  dans  les  deux  sens.  En  désignant  le  point  x  lui-même  par 
le  nombre  o,  nous  pouvons  distinguer  les  points  delà  série  devant 
par  les  nombres  i,  2,  3,  ...,  ceux  de  la  série  d'arrière  par  les 
nombres  —  i,  —  2,  —  3,  . . . ,  en  sorte  qu'à  chacun  d'eux  corres- 
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ponde  l'équation  écrite  au-dessous  : 

(     ...^j=0,      ^  =  0,       ttx=0>      /=0,     fi=0,       ..., 

et  le  point  ^  a  alors,  sous  la  forme  canonique,  Téquation 

{l8)  x\UiXi-+-x\U,X,-4-x^3U,X,=:0. 

Mais  toute  équation  semblable  est  en  même  temps  Téquation 
d^un  système  coUinéaire  qui  conduit  immédiatement  du  point  o  au 
point  A.  Ainsi  donc  à  la  série  de  points  (17)  correspond  la  série 
(18)  de  systèmes  collinéaires. 

Il  y  a  un  intérêt  particulier  pour  nous  dans  cette  circonstance 
que  tous  les  points  de  la  série  sont  situés  sur  une  courbe  [en  gé^ 
néral  transcendante)  que  l'on  obtient  par  élimination  de  p  et  X 
entre  les  équations 

(18;*  pYi=:x\X,,       pYj=X^,Xj,       pYj=:x^X8, 

savoir  : 

Yi  X  Y  X  Y  X 

(•9)  lo&:ir*'"8r+  •«g^-log-^+Iogrrî.log--l=o, 

JVl  Xj  A|  Xj  A.3  X] 

ou,  si  nous  entendons  par  C  un  paramètre  (constante  d'intégration), 

^  y  y 

et  que  nous  posions  h^  =  log  —  >  A"2  =  ^g  —  5  ^3  =  log  —  > 


xî.xî«xî.  =  c, 

avec  A",  +  ^2-1-  /r8=  <>•  Cette  équation  est  de  la  même  forme  que 
celle  des  courbes  de  coïncidence  principale  def=  o  (p.  4^5) 

(10)  XV""'  X*»"*»  X*3«-«'  =  C. 

^insi,  au  connexe  f^=  o  et  en  même  temps  à  tous  les  connexes 
J\=i  o  ou  g/iz=  o,  c'est-à-dire  à  tous  les  connexes  du  système  re~ 
présenté  par  (18)  correspond  un  certain  connexe 

UiXj  logXi-+-  U,X,  logx,-t-  UjX,  logx3  =  o, 

dont  les  courbes  de  coïncidence  principale  fournissent  les  courbes 
(19)  sur  lesquelles  sont  situés  fous  les  points  de  l'une  des  séries 
précédentes. 
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Les  courbes  (19)  sont  d'une  nature  tout  aussi  générale  que  les 
courbes  (20)  et  réciproquement,  mais  les  premières  se  prélenl 
mieux,  ainsi  que  nous  le  verrons  par  la  suite,  àTétude  des  courbes 
de  coïncidence  principale,  parce  que  des  propriétés  importantes 
résultent  directement  du  mode  de  déduction  de  Téquation  (19). 

Les  courbes  (19)  sont,  en  particulier,  algébriques  si  les  gran- 
deurs log  -^  sont  entre  elles  comme  des  nombres  entiers  positifs  ou 

négatifs.  Lorsqu'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  peut  se  poser  la  question 
de  savoir  dans  quelles  circonstances  certains  points  de  la  série  sont 
situés  sur  une  courbe  algébrique.  Par  cette  condition,  on  sera  con- 
duit, pour  le  connexe  y=  o,  à  une  relation  invariante  que. nous 
expliquerons  ici  sur  quelques  exemples  (*). 

On  ne  peut  pas,  en  général,  demander  que  les  points  o,  i,  a 
soient  situés  sur  une  droite,  car  alors  tous  les  points  de  la  série 
provenant  de  o  seraient  situés  sur  cette  même  droite.  En  eOet,  dans 
cette  hypothèse,  le  déterminant  ci-dessus  désigné  par  K  devrait 
s'annuler,  et  l'équation  (11)  avoir,  en  conséquence,  deux  racines 
égales,  ce  que  nous  avons  exclu  provisoirement. 

Si,  au  contraire,  les  points  o,  i,  3  doivent  être,  en  ligne  droite, 
on  aura  l'équation 


I  X|  xj 
I  X,  xj 
I       Xj       xj 


=  o. 


Le  premier  membre  est  évidemment  divisible  par  le  détermi- 
nant K;  le  facteur  restant  est  linéaire  et  symétrique  en  x,,  -jl^^  X|, 
et,  par  suite,  proportionnel  à  la  somme  Xj-H  x-a-l-  Xj.  La  condition 
pour  que  les  points  o,  i ,  3  soient  en  ligne  droite  est,  par  consé- 
quent, 

(21)  /^Xj-hXj-t-Xj-TTO         (•). 


(*)  Pour  une  étude  générale  du  problème  qui  se  présente  ici,  -voir  Cleosoi  et 
GORDAN,  loc.  eit, 
(*)  Si  Ton  introduit  la  notion  des  connexes  polaires  (c'est-à-dire  des  connexes  de 

la  forme  a^~^a^yu!l'^  i'^=o),  on  peut  aussi,  à  l'aide  do  cette  relation  inrarianle, 
donner  une  interprétation  à  des  formations  algébriques  dont  le  sens  géométrique 
nVst  pas  immédiatement  fourni  par  la  théorie  des  polaires  des  courbes  00  par 
le  principe  de  translation   (t.  II,  p.   §6);  toutefois  cela  est  pratiquement  de  peu 


/ 
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Naturellement,  le  r**"«,  le  (r-f- 1)*^"*  et  le  (rH-  3)'^"*  point  sont 

aussi  en  ligne  droite,  r  désignant  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif.  On  trouve  semblablement,  si  les  points  o,  i,  4 
doivent  être  en  ligne  droite,  la  relation  invariante 

*î  ■+■ ''î  ■**  *>  "^  *i^-»->-  ^»^i-^  XjXj^-  («**-+- 1\)  '■=:  o, 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  demande  que  les  points  o,  1,2,  3,  4i  5  soient  situés  sur 
une  conique,  tous  les  points  de  la  série  qui  a  zéro  pour  point  de 
départ  seront  également  sur  la  même  conique,  c'est-à-dire  que, 
dans  ce  cas,  les  courbes  (19)  se  composeront  d'un  système  de 
coniques,  et  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 

X'i=X-2=:l,       /jiirr  —  1,      d'où      X|Xj — X-   r=  o, 

ou       /•,=  /-3=I,       /'i=  —  2,  »  XjXj — xj  =r  o, 

»        /-j^rXi^ri,      ^,nz  — 2,  »  X3X|  —  x|  iii:  O. 

La  relation  invariante  correspondante  exige,  par  conséquent, 
l'évanouissement  de  l'expression 

(X,X3—  XJ)(X,X|  —  X^)(x,X,—  xj) 

=  (î*îî*ï+  «3X1-+-  XiXj)'—  (x|-i-x,H-  Xjj'xjXjXj, 

d'où,  en  vertu  de  (9)  et  (lo),  la  conséquence  suivante  :  Les  courbes 
(19)  se  composent  d' un  faisceau  de  coniques  de  la  forme 

lorsque  (  *  ) 

{ 22 )  3 (1*  —  /j Y  —  ?[{}  —  3/7|  -♦-  2 /, )  =  o. 

Les  courbes  de  coïncidence  principale  de  f=  o  restent  toutefois, 
en  général,  transcendantes  dans  ce  cas.  Si,  au  contraire,  ces  der- 
nières doivent  se  composer  de  coniques,  on  doit  a\^oir 

(x,  4-  Xj—  2X3)  (x, -4-  X,—  2X|)(x3-4-  X,—  2Xj)  rrr  o, 


d'atilité,  et  nous  ne  nous  en  occuperons  pas  davantage.  On  peut  toujours,  par 
exemple,  trouyer  ainsi  la  signification  des  invarianls  simultanés  de  deux  coniques 
(t.  I,  p.  368). 

(*)  Ce  cas  de  In  collinéation  présente  un  .intérêt  particulier  pour  la  Géométrie  non 
euclidienne,  (hoirie  Mémoire  de  Klei!(,  cité  t.  I,  p.  188.  3îath.  Annalen,  t.  IV). 
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OU 

(  a3  )  a  /'  —  9//J  +  fj  =  o. 

Parmi  les  courbes  comprises  dans  (19),  bous  devons  mentionner 
particulièrement  la  spirale  logarithmique  ;  sa  présence  ne  provient 
pas  d'une  propriété  invariante  du  connexe,  mais  d'une  situation 
particulière,  au  point  de  vue  métrique,  de  deux  sommets  du  triangle 
de  base  ;  relativement  à  la  Géométrie  projective,  elle  peut  donc  être 
considérée  comme  type  des  courbes  intégrales  générales  du  con- 
nexe (1,1).  Qu'on  fasse,  en  effet,  coïncider  deux  sommets  du  triangle 
de  base  avec  les  points  circulaires  imaginaires  (  *  ),  qu'on  introduise 
ensuite  des  coordonnées  polaires  au  moyen  de  la  substitution 

Xi=  r(cosy  H- /sin^ï),     X2  =  r(cosy  —  isin^],     X3=i, 

et  qu'on  pose  enfin  Ar,  =  ^  -+-  ly,   A^2=  — />  -H  'V'  l'équation  des 
courbes  (19)  devient 

ou,  7  et  p  désignant  de  nouvelles  constantes, 

ce  qui  est,  en  effet,  l'équation  d'un  système  de  spirales  logarithmi- 
ques ayant  pour  paramètre  la  quantité  y. 

Actuellement  nous  serons  conduits  à  des  points  de  vue  très  fé- 
conds pour  l'étude  des  systèmes  de  courbes  (19)  et  (20)  si,  au 
lieu  d'assigner  au  paramètre  X  dans  le  système  de  connexes  (18) 
des  valeurs  entières,  nous  le  considérons  comme  un  paramètre 
variant  d'une  façon  continue.  Même  alors,  le  connexe  (18)  repré- 
sente une  collinéation,  bien  que  cette  dernière  ne  soit  pas  toujours 
telle  qu'elle  puisse  être  engendrée  en  réitérant  un  nombre  fini  de 
fois  la  transformation  f-=z  o  on  g  =  0.  Pour  le  système  des  con- 
nexes (18)  ou  des  transformations  (i8)*,  les  deux  théorèmes  sui- 
vants continuent  à  être  exacts  : 


DciLT  transformât  ions  ijunlcontinos  du  s-)  sthne  donnent,   em~ 


(*)  Tous  les  angles  sont  alors  conservés  dans  la  transformation;  on  a  une  trans^ 
formation  de  similitude.  Ku  égard  à  cette  circonstance,  on  obtient  facilement,  à  l'aide 
des  raisonnements  développés  plus  loin,  les  nombreuses  propriétés  métriques  de  la 
spirale  logarithmique.  {Voir  Holzhûller,  Schlomifck's  Zeitchri/t,  t.  XVI.) 


LES   Cl>NNi:\F.S.  4^7 

plojées  successivement,  la  même  transformation  nouv^elle  indépen- 
damment de  l'ordre  de  succession. 

Cette  nouvelle  transformation  est  elle-même  une  transforma- 
tion du  système. 

Eu  égard  à  la  première  propriété,  les  transformalions  du  système 
seront  appelées  permutables  ;  eu  égard  à  la  seconde,  le  système 
sera  dit  être  un  système  fermé.  Nous  avons  ainsi  affaire  à  un  sj^s- 
tème  fermé  de  transformations  linéaires  permutables,  en  nombre 
simplement  infini  (  *  ).  Et  ce  sont  les  seules  transformations  de  cette 
espèce  qu41  y  ait;  en  effet,  leur  recherche  directe  conduit  à  une 
équation  différentielle  (24)  que  nous  établirons  incessamment  et 
dont  rintégration  donne  uniquement  les  transformations  (18)*. 

Dans  le  système  est  en  particulier  comprise  une  transformation 
qui  prend  naissance  lorsqu'on  suppose  X  infiniment  petit,  égal 
ainsi  à  dl,  transformation  que  nous  désignerons  sous  Tappellation 
de  transformation  infiniment  petite  du  système.  Elle  associe  à 
chaque  point  X  un  point  voisin  Y  =  X  -4-  </X  qui  est  déterminé, 
d'après  (18)*,  par  les  équations 

(24)  <rrfX,=  X/.logx„ 

la  quantité  dl  étant  supposée  comprise  dans  a.  Pour  cette  trans- 
formation la  direction  qui  correspond  à  X  dans  la  coïncidence 
principale  coïncide  évidemment  avec  la  tangente  de  la  courbe  (19) 
qui  passe  par  X.  Le  connexe  déduit  de  (18)  pour  X  =  rfX  est  donc 
celui  dont  les  courbes  de  coïncidence  principale  sont  données  par 
les  courbes  (19);  en  effet,  Féquation  de  ce  dernier  est  encore 
ZU|X|  logx/=  o. 

Il  est  évident  qu'on  peut  engendrer  toute  transformation  du 
système  en  répétant  un  nombre  infini  de  fois  cette  transformation 
infiniment  petite.  Tous  les  points  qui  correspondent  à  un  point  X 
décrivent  alors  une  courbe  déterminée;  cette  courbe  a,  d'après  son 
origine,  la  propriété  que  chacun  de  ses  points  se  change  par  une  trans- 


(*3  yoir,  pour  ce  qui  suit,  Klein  et  Lie,  Sur  une  certaine  famille  de  courbes  et  de 
surfaces  {Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  6  et  i3  juin  1870),  et  Ueber 
diejenigen  ebenen  Curven,  welche  durch  ein  geschlossenes  System,  von  einfach  unendlich 
lùrlt-n  Dertaiischbaren  linearen  Transformationen  in  sich  ùbergehen  {Math.  Ànnalen, 
t.  IV). 
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formation  (24)  en  un  autre  de  ses  points  (infiniment  voisin).  Donc, 
même  lorsqu^on  répète  un  nombre  infini  de  fois  la  transformation 
infiniment  petite,  le  point  X  reste  toujours  sur  la  même  courbe, 
c'est-à-dire  que  celte  dernière  se  transforme  en  elle-même  par 
chaque  transformation  de  notre  système.  Son  équation  s'obtient 
conséquemment  en  éliminant  X  entre  les  équations  (18)*,  c'est-à- 
dire  qu'elle  est  donnée  par  (19),  ainsi  qu'on  le  vérifie  aussi  par 
intég7*ation  de  l'équation  différentielle  (24)- 

Toute  courbe  intégrale  d'un  connexe  (  1 ,  i)a  donc  la  propriété 
de  se  changer  en  elle-inênie  par  un  système  fermé  d'un  nombre 
simplement  infini  de  transformations  linéaires  permutables,  et, 
pour  préciser,  par  les  transformations  pYt=xJX|  si  le  connexe 
est  donné  sous  la  forme  SU/X/ logXi=  o  (*  )• 

De  cette  propriété  peuvent  se  déduire  avec  facilité  un  grand 
nombre  d'autres.  Nous  pouvons  expliquer,  sur  un  exemple,  le  mode 
de  raisonnement  simple  qu'on  emploie  en  cette  circonstance.  Ima- 
ginons qu'on  donne  plusieurs  courbes  appartenant  à  un  même 
système  (20),  et  qu'une  tangente  soit  menée  à  Tune  d'elles.  Dan^ 
l'application  des  transformations  linéaires  correspondantes,  les 
courbes  elles-mêmes  restent  invariables,  tandis  que  la  tangente 
prend  successivement  la  position  de  toute  autre  tangente  de  la 
même  courbe.  Le  point  où  il  y  a  contact  avec  l'une  des  courbes 
et  les  points  d'intersection  avec  les  autres  deviennent  respective- 
ment le  point  de  contact  et  les  points  de  rencontre  de  la  nouvelle 
tangente  avec  ces  mêmes  courbes;  d'où  ce  théorème  que  les  points 


(*]  D'après  un  théorème  connu  de  Cinématique,  ces  courbes  consistent  en  cercles 
si  la  transformation  est  équivalente  à  un  mouvement  du  plan  sur  lui-même.  En  effet, 
deux  sommets  du  triangle  de  base  sont  alors  situés  aux  points  circulaires  et  le  troi- 
sième d'une  façon  quelconque  dans  le  plan;  ce  dernier  sommet  reste  donc  fixe,  et  par 
conséquent  le  mouvement  doit  être  remplacé  par  une  rotation  autour  do  lui.  Otte 
rotation  devient  en  particulier  une  translation  si  le  centre  de  rotation  est  situe  à 
distance  infinie.  Les  nombreuses  recherches  relatives  à  la  Géométrie  cinématique 
sont  ainsi  liées  aux  recherches  relatives  aux  transformations  considérées  au  texte,  et 
peuvent  en  conséquence  être  susceptibles  d'une  généralisation  projective  immédiate 
si  l'on  remplace  constamment  la  collinéation  spéciale  du  mouvement  par  une  colli- 
néation  générale.  [F'ot'r  sur  ce  sujet  Rcrmester,  Kinematisch  geometriscke  Unter^ 
suckungen  der  Be^^^egung  affiii'^veràndlicher  uiid  eollinear  n*eràndlîcher  S^> sterne 
(Scklômilch's  Zeitschri/t,  t.  XIX  et  XX);  voir  aussi  la  note  de  la  p.  826,  t.  l].Les 
courbes  (19)  sont  appelées  par  Burmester  Selbsthullcurven  (courbes  qui  sont  leurs 
propres  enveloppes). 
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d' intersection  for  ment  m-^ec  le  point  de  contact  une  série  qui,  pour 
des  positions  quelconques  de  la  tangente  à  la  même  courbe,  est 
toujours  projectile  à  la  même  série.  —  Il  en  résulte  comme  co- 
rollaire, eu  égard  a  ce  que  les  trois  côtés  du  triangle  de  base  doi- 
vent toujours  être  considérés  comme  courbes  du  système,  la  pro- 
position suivante  :  Le  rapport  anharmonique  du  point  de  contact 
d'une  tangente  d'une  courbe  (20)  et  de  ses  trois  points  de  ren- 
contre avec  les  côtés  du  triangle  de  base  est  constant.  On  pour- 
rait aussi  réciproquement  faire  usage  de  la  propriété  énoncée  ici 
pour  définir  le  système. 

Par  un  procédé  analogue  on  obtient  aisément  les  théorèmes  sui- 
vants, dont  l'énoncé  suffira  pour  montrer  la  fécondité  de  la  méthode 
mentionnée  plus  haut  et  applicable  dans  un  grand  nombre  de  cir- 
constances (  '  )  : 

Que  l'on  coupe  une  courbe  du  système  par  une  ligne  droite  et 
quel' on  construise  les  tangentes  en  n  quelconques  des  points  de  ren- 
contre, parmi  les  autres  intersections  de  ces  n  tangentes,  n  sont 
toujours  en  ligne  droite. 

Les  courbes  du  système  ne  peui^ent  se  couper  qu'aux  sommets 
du  triangle  de  base. 

Elles  ne  possèdent  en  aucun  de  leurs  points,  si  ce  n'est  aux  trois 
points  fondamentaux,  de  singularités  du  genre  de  celles  qu'on 
rencontre  dans  les  courbes  algébriques. 

Toute  courbe  covariante  par  rapport  à  elles  est  une  courbe  du 
tnéme  système  (car  elle  doit  se  changer  en  elle-même  par  les 
mêmes  transformations). 

Si  Von  applique  les  transformations  de  notre  système  fermé  à 
une  courbe  quelconque,  assujettie  uniquement  à  ne  pas  appartenir 
à  un  système  de  courbes  (20)  ayant  le  mérne  triangle  de  base,  la 
courbe  enveloppe  de  la  série  de  courbes  ainsi  engendrée  se  com- 
pose uniquement  de  courbes  du  système  donné. 

Nous  allons  indiquer  brièvement  dans  ce  qui  suit  les  cas 
d'exception  qui  se  présentent  par  suite  de  ce  que  deux  ou  trois 


(')  yoir,  pour  plus  de  détails,  Klein  et  Lie,  loc.  cit. 
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racines  de  réquation  du  troisième  degré  (ii)  deviennent  égales 
entre  elles  (*). 

I.  Soit  Kj  =  X3  ;  deux  des  côtés  du  triangle  de  base  se  confon- 
dent tandis  que  le  troisième  (Xi  =  o)  en  reste  distinct.  En  toute 
h^^pothèse  on  peut  avoir,  pour  la  coUinéation,  la  form^  canonique 


(*5) 


pT,  =-z  aXi  4-  pXj  -h  7X3. 


Mais  si  Ton  met  Téquation  cubique  en  question  sous  la  forme 


o 


o  X2  —  X 


a 


p 


o 
o 


=  0, 


on  reconnaît  qu'on  doit  avoir  y  =  X2.  Actuellement,  si  l'on  sub- 
stitue 


Y, 


oc  a 

Y|  à  Y,     et     X,-H- Xj  à  X„ 


X,—  X, 


Xj  —  X, 


les  équations  (25)  se  transforment  en 


(26) 


pYi  — xjXi,     pY,=:xjX„     pY,=  pX,-hx,Xs, 


et  te  connexe  y  =  o  apparaît  sous  la  forme  canonique 

/=x,XilIi-f-x,(X,U,4-X3U3)4-pX,U3. 

Deux  sommets  du  triangle  de  base  sont  ici  réunis  au  point  U3  =  o; 
le  point  U|  =  o  est,  d'autre  part,  le  point  de  rencontre  des  côtés 
du  triangle  infiniment  voisin  l'un  de  l'autre. 

En  répétant  X  fois  la  transformation,  on  obtient,  à  la  place  de 
(18)*,  les  équations 

(27)        pY,=  x^,Xj,     pY,=  x^,X„     pY3=rx^,X,H->px^r*X„ 


(')  Foir  Clebech  et  Gordar,  loc.  cit,,  ainsi  que  la  discussion  géométrique  de  ces  cas 
dans  HiRST,  Mémoires  cités,  p.  36o.  Ces  cas  particuliers  peuvent  aussi  être  abordés, 
d'après  la  méthode  appliquée  par  Wbierstrass,  aux  formes  bilinéaires  renfermant 
un  nombre  quelconque  de  variables  :  Monatsbertchte  der  Berliner  ytcademie,  i858 
et  1868. 
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et,  en  éliminant  X,  on  trouve,  à  la  place  de  (19),  Téquation 

PourYj=X2  =  i,  X|  =  a:,  Xa=j^,  on  obtient  donc  en  particu- 
lier la  lo gar i t/i mique  j  =  AlogBx^  A,  B  désignant  des  con- 
stantes. 

On  trouve,  d'autre  part,  Téquation  des  courbes  de  coïncidence 
principale  de  f=,  o  sous  la  forme 


(..-x,)?  +  plog^=C. 


II.  Dans  le  cas  où  Ton  a,  en  outre,  p  =  o,  les  équations  (26) 

donnent 

YjX,— YjX,  —  o; 

nous  avons  une  transformation  perspective  y  cas  déjà  traité  par 
nous  d'une  manière  approfondie  (t.  I,  p.  StiS).  On  peut  caracté- 
riser algébriquement  cette  transformation  par  la  circonstance  que 
les  formes  f  et  ^  sont  identiquement  nulles.  Toutes  les  courbes 
(a8)  se  composent  de  droites  passant  parle  centre  de  coUinéation. 

III.  Si  les  trois  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  sont 
toutes  égales  entre  elles,  on  ne  peut  plus  prendre,  pour  la  coUi- 
néation correspondante,  qu'une  seule  équation  sous  la  forme 

(^8)  pY,  =  xX,; 

les  deux  autres  se  présentent  d'abord  ainsi 

^  (  pY,=  «X,-+-(^-t-x)X,H-i:Xa, 

^^^'  I  pY,  =  «XiH-l3X,  h-(y^-x)X3. 

Actuellement,  pour  que  l'équation  du  troisième  degré  en  z 


X  —  s  o  o 

a  Z>  -i-  X  —  z  c 

a  p  7  -f-  X  —  z 


=  o 


admette  trois  fois  la  racine  z  =  x,  il  faut  que  l'on  ait 
(3d)  6 -h  7  =  0,     ^7  — cp=:o. 
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Ces  équations  sont  satisfaites  identiquement  si  l'on  pose 
et  les  équations  (29)  se  transforment  par  là  en 

pYg:!^  aX|  -h  XX3-—  v(vX, -h/xX,). 

Ol'  on  en  déduit 

g(vY,-4-  iaY,)  =  (rtv-*-a^)XiH-x(vX,H-/xX,). 

Si  donc  on  substitue  encore  Y^  à  vYaH-  y.Y^  et  X2  à  vXj-h  uX^, 
on  obtient  une  équalion  de  la  forme 

(3i)  pY,^«X,-f-xX„ 

qui  peut  toujours  être  déduite  des  équations  (29).  On  peut  donc 
admettre  que  Tune  des  équations  (29)  ait  déjà  la  forme  (3i),c*est- 
à-dire  que  b  =•  c  =  o.  Les  équations  (3o)  donnent  alors  y  c=  o, 
tandis  que  (3  reste  quelconque.  La  troisième  équation  (29)  devient, 
en  conséquence, 

(32)  pY,=raXi4-,6X,-i-xX3. 

Si  l'on  change  encore  Yj  et  X3  en  leur  substituant  respectivement 

Ys Y,,  X3 X2,  le  terme  en  X3  disparaît  dans  (32),   et  il 


a  a 

reste 


(33)  pY3==:l3X,H~xX„ 

où  Ton  peut  encore,  sans  détruire  la  généralité,  poser  j5  =  a. 

Au  moyen  de  (28),  (3i),  (33),  on  trouve  donc  l'équation  du 
connexe  sous  la  forme  canonique 

(33)*    /e-x(UiX,h-U,X,+  U3X3)-h«(XiU,  +  X,U,)  =  o. 

Pour  les  courbes  de  coïncidence  principale,  on  a  ici  simplement, 
en  vertu  de  Ux=  o,  l'équ^lion  différentielle 

X,  (XjrfXi—  Xj^/Xs)  4-  Xj;Xi^X,—  Xj^/Xj)  =0, 
d'où  résullc  par  intégration,  la  conslante  d'intégration  étant  dé- 
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signée  par  C, 

ex; +  XÎ— 2X1X3=0. 

Les  courbes  intégrales  Jbrment  un  faisceau  de  coniques  qui  ont 
toutes  entre  elles  au  même  point  un  contact  du  troisième  ordre 
(comp.  t.  \y  p.  175),  et  le  point  de  contact  est  le  point  U8==o, 
dans  lequel  sont  réunis  les  sommets  du  triangle;  la  tangente  com- 
mune en  ce  point  est  à  compter  trois  fois  comme  côté  du 
triangle. 

On  obtient  un  pareil  système  de  coniques  pour  les  courbes  qui 
sont  transformées  en  elles-mêmes  par  la  coUinéation  (33)*.  En 
effet,  on  trouve,  en  répétant  À  fois  la  transformation,  les  formules 

pY,  =  x^X„     py,=  x^Xj-f./ix^-»X„ 

pY3=x^X3  4-flic^-'X2-t-  ->(X  — i)«'z^-2X„ 

ou,  en  divisant  dans  les  deux  membres  par  x^"^, 

|dY,  =  ît-Xi,     pYj=  y-'Xj -h  XûxXj, 
pY3=:x*X3-f-  ^flxX,-+-  -\[\  —  l)n«Xi. 

Mais  ces  équations  représentent  précisément  les  coordonnées  des 
points  Y  d'une  courbe  de  la  nature  dont  il  s'agit  exprimées  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  x. 

IV.  Dans  les  équations  (3i)  et  (33),  une  des  constantes  a,  [6 
peut  encore  être  nulle.  Supposons  j3  =  o  ;  nous  avons  la  coUinéa- 
tion 

(34)  oYi  =  xXi,     pYî=  xXj4- flXi,     pY3=-/.X3. 

Il  en  résulte  Y^Xj  —  X,  Yasa  o;  les  deux  systèmes  de  points  Y 
et  X  sont  donc  perspectifs,  le  centre  de  coUinéation  est  situé  au 
point  Xi  =  o,  X3  =  o;  l'axe  de  coUinéation  (*  )  passe  par  ce  poipt. 
Les  courbes  considérées  plus  haut  sont  les  droites  du  faisceau 
Xj  -f-  XX3  =  o. 


(*}  Si  cet  aie  est  la  droite  de  rinflni,  on  a  le  cas  de  la  translation  {voir  la  noie 
de  la  p.  4^8). 
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V.  Si  enfin,  dans  (3i),  (33),  a  et  p  sont  nuls  simultanémenl, 
on  a  des  systèmes  de  points  identiques  dont  les  points  correspon- 
dants coïncident  toujours. 


VII.  —  Sur  les  connexes  (//?,  i)  on  (i,  /?),  particnlièrement  dans  le  cas 

de  /7  =  2. 


Quelques-unes  de  nos  recherches  générales  sur  les  connexes 
{fn,n)  demandent  une  étude  spéciale  si  l'un  des  nombres  /«,  n 
devient  égal  à  i.  Déjà,  à  propos  du  connexe  conjugué,  nous 
avons  eu  occasion  de  faire  cette  remarque  (p.  368);  un  élément 
[y^  i^)  de  ce  dernier  a  été  défini  pour  n  =  i  par  la  circonstance 
que  ç'  est  tangente  commune  de  toutes  les  courbes  Cm  qui  répon- 
dent aux  lignes  u  passant  par  y^  et  réciproquement  pour  /«  =  i , 
par  le  fait  que  y  est  un  point  commun  à  toutes  les  courbes  K^,  qui 
répondent  aux  points  x  de  çf  dans  le  connexe  y=  o.  Pour  le  cas 
de  m  =  1 5  auquel  nous  nous  bornons  dans  ce  qui  suit,  se  présente 
d'ailleurs  cette  particularité  que  les  courbes  désignées  plus  haut 
par  F'  =  o,  $'  =  o  n'existent  pas  ;  car,  puisqu'une  ligne  quelconque 
u  forme  exclusivement  avec  un  seul  de  ses  points  un  élément  de  la 
coïncidence  principale,  il  ne  peut  plus  être  question  du  fait  que 
deux  semblables  points  de  u  se  confondent.  Par  contre,  se  présen- 
tent ici,  en  général,  des  lignes  u  qui  forment  avec  chacun  de  leurs 
points  un  élément  de  coïncidence  principale,  circonstance  qui, 
pour  /i  ]>•  I ,  m  ^  I ,  ne  peut  se  présenter  que  dans  des  cas  parti- 
culiers et  à  titre  de  singularité  (comp.  p.  352).  Pour  m  =  i,  nous 
pouvons,  en  effet,  poser 

Aj,  Aa,  A3  étant  des  fonctions  de  la  /z»*"«  classe  par  rapport 
aux  U/.  Ici  la  ligne  u  est  caractérisée  de  la  manière  indiquée, 
dès  que  l'équation  f=^o  est  satisfaite  pour  Xi=  (uu)i  indé- 
pendamment des  quantités  P/,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  a  siuiul- 
ianément 

Al»! — Ajtti=:o,     At«j — Ajifjr^O,     Ajii| — A|a,=:o. 

Ces  équations  admettent,  d'après  des  règles  connues  (t.  II,  p.  1 13), 
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n^-^  /z  +  f   solutions  commuDes,  et  nous  avons,  par  conséquent, 
ce  théorème  : 

Dans  un  connexe  {ii^i),  il  existe  /z^-f-  /i  4-  i  droites  qui  for- 
ment chacune  av^ec  tous  ses  points  des  éléments  de  coïncidence 
principale.  Nous  les  appellerons  rayons  fondamentaux  du  con- 
nexe ou  de  sa  coïncidence  principale. 

Evidemment  aussi,  Téqualion  différentielle  des  courbes  de  coïn- 
cidence principale  qui  dérive  de  /=  o  pour  x/=  [udu)i  est 
satisfaite  par  chacun  de  ces  rayons  fondamentaux  indépendam- 
ment des  différentielles  dui.  Les  «^  -f-  w  -h  i  rajons  fondamentaux 
d'un  connexe  (i,  w)  font  donc  partie  du  sjstème  de  courbes  inté- 
grales de  la  coïncidence  principale  (*). 

Les  rayons  fondamentaux  présentent,  d'ailleurs,  une  connexion 
particulière  avec  les  courbes  F  =  o,  4>  =  o  considérées  plus  haut 
et  qui  sont  liées  entre  elles  par  une  relation  à  détermination  unique 
f  p.  392).  La  détermination  donnée  précédemment  des  singularités 
de  ces  courbes  subsiste  encore  pour  m  =  i .  Donc  F  est  de  l'ordre 
(n  —  i)(7iH-  2);  le  nombre  des  points  doubles  de  F  est  égal  à 

le  nombre  des  rebroussements  égal  à 

3[/î  —  21(2/1  -4- 1), 
et  l'on  trouve  en  conséquence,  pour  le  genre  de  F,  le  nombre 

-  ninn  —  II). 

Il  résulte  de  là  que  la  classe  de  F  est  égale  à  3/1^,  le  nombre  des 
points  d'inflexion  égal  à  i27i(/z< — i),  celui  des  tangentes  doubles 

égal  à  "{gn*  —  4o/i^-f-  35/i -f-  2). 


(')  n  faut  éTidemment  attribuer  à  cet  rayons  fondamentaux  le  mémo  rôle  par  rap- 
port aux  courbes  intégrales  que  celui  qui  appartient  aux  ombilics  d'une  surface  par 
rapport  à  ses  lignes  de  courbure. 

28. 
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La  courbe  4>  est,  d^ autre  part,  de  la  classe  3n;  son  genre  con- 
corde avec  celui  de  F  ;  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles  se  trouve 
donc  égal  à 

-(3//  —  0(^''  —  ^) '^(7''  —  ii)=/i*-i-/H-i, 

car  il  n'y  aura  pas,  en  général,  de  tangentes  d'inflexion. 

Nous  verrons  que  ces  tangentes  doubles  sont  précisément  les 
rayons  fondamentaux  de  notre  connexe  (i,  7i). 

Dans  le  cas  actuel,  nous  pouvons  aisément  établir  directement 
l'équation  de  la  courbe  $  =  o.  Nous  partirons,  dans  ce  but,  du 
réseau  tangentiel  de  courbes  de  la  (n  -H  i)»^"®  classe  (p.  SSg) 

Chacune  des  courbes  qui  en  font  partie  touche  les  /z^  -f-  n  H-  i  rayons 
fondamentaux  et  en  outre  la  ligne  v  à  laquelle  elle  correspond,  et 
le  point  de  contact  j^'"  de  m  est  le  point  qui  répond  à  {f  dans  la  coïn- 
cidence principale.  De  tout  point  de  v  on  peut,  en  dehors  de  la 
droite  «^  elle-même,  mener  encore  n  autres  tangentes  à  la  cou^b♦^ 
U»,==  o,  et  ce  sont  là  les  n  rayons  de  la  coïncidence  principale  qui 
répondent  au  point  considéré  de  v;  mais,  pour  le  point  j'  lui- 
même,  l'un  de  ces  rayons  coïncide  avec  la  ligne  ^.  Maintenant,  si  r 
est  une  tangente  de  la  courbe  <P  =  o,y  est  un  point  de  F  =  o,  et 
un  autre  des  n  rayons  de  la  coïncidence  principale  issus  dey  (c'est- 
à-dire  des  tangentes  de  Ut.=  o)  se  confond  avec  la  ligne  y;  en 
d'autres  termes,  v'  devient  tangente  de  rebroussement  de  la  courbe 
U|,=  o.  La  condition  pour  cela  est  que  v  touche  en  même  temps 
la  hessiennc  de  11»,=  o.  Soit  donc  U^=i/"^*;  l'équation  de  la 
courbe  0  =  o  est  donnée  par 

si  l'on  fait  ^4  =  ç».  Le  premier  membre  de  cette  équation  est  du 
degré  3/î  par  rapport  aux  m/  et  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
coefficients  de/'.  Si  Ton  essaye  de  former  symboliquement  un  con- 
trevariant  de  cette  espèce,  on  n'a  le  choix  qu'entre  les  trois  formes 

La  première  d'entre  elles  s'évanouit  identiquement,  parce  qu'elle^ 
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change  de  signe  par  permutation  de  6,  /3  et  c,  y\  la  même  chose  a 
lieu  pour  la  dernière  (qui,  en  outre,  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs séparés  )  ;  l' équation  de  la  courbe  4>  =  o  est  donc 

[i)  *  ^  [abu)c^u2-^  upd^—  o. 

Si  u  est  un  rayon  fondamental  du  connexe,  les  grandeurs  [bu)iu" 
s'évanouissent,  et,  par  conséquent,  0  lui-même  est  nul.  Mais  les 
dérivées  de  4>  s'annulent  aussi,  car  on  a 


Dans  le  second  membre,  le  second  et  le  troisième  terme  s'éva- 
nouissent à  cause  des  facteurs  [abu)u"  ;  le  quatrième  est  égal  à 

il  est  donc  encore  nul.  Enfin  le  premier  terme  est  égal  à 

2  «2 

■si  iVi=  («jS)/;  il  s'annule  donc  aussi  à  cause  des  facteurs  (cmçv)//^. 
Nous  avons  ainsi  cette  proposition  : 

Les  71- -f-  71  -h  I  rajons  fondamentaux  d'un  connexe  (i ,  «)  sont 
les  tangentes  doubles  de  la  courbe  correspondante  4>  =  o,  e^  cette 
dernière  rCa,  en  général,  pas  d'autres  tangentes  singulières. 

Les  mêmes  rayons  fondamentaux  sont  aussi  des  tangentes  doubles 
<le  la  courbe  F  =  o,  ainsi  qu'il  résulte  de  l'étude  attentive  des  sys- 
tèmes de  courbes  représentés  par  11»,=  o  et 

(3)  X^.=Er.,(a.rj)":^o(^). 

iVous  insisterons  d'abord  sur  le  réseau  tangentiel  de  courbes  de  la 
{n  -f-  i)»«"«  classe  Ut.=  o.  Une  courbe  de  ce  réseau  est,  en  général, 


(*)  L'étade  de  ses  systèmes  a  été  donnée  par  Tauteur  (M.  Lindemann)  dans  Tédi- 
4ion  allemande  du  présent  Ouvrage.  Plus  tard,  M.  Lacuerre  s'est  occupé  de  ces 
mômes  courbes  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  VI,  p.  129;  1878). 
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déterminée  par  deux  tan  génies  quelconques  ii',  w",  les  paramètres 
Ui  pouvant  alors  se  calculer  au  moyen  des  équations 

(4)  {au'v)u'J['  =  o     et     {au%)  a":' =  o. 

Une  exception  se  présente  toutefois  lorsque  le  point  de  rencontre 
y  de  a'  et  u"  est  en  même  temps  point  de  coïncidence  pour  ces 
deux  lignes,  c'est-à-dire  lorsqu'ont  lieu  les  équations 

ayuj['  =  o,     ûr^w."  =  o,     u^.  =  0,     «"  =  o, 

car  alors  les  deux  équations  (4)  sont  satisfaites  aussi  bien  pour 
i/=zii!  que  pour  ^'=  u'',  et,  par  suite,  ne  servent  plus  à  la  détermina- 
tion de  V.  Il  existe  donc  encore  un  système  linéaire  de  courbes  L,. 
qui  toutes  touchent  les  lignes  a',  u"  et  aussi  les  «  —  2  autres  rayon> 
auxquels  répond  le  même  point  de  coïncidence  y.  C'est  ce  que 
nous  pouvons  exprimer  dans  la  proposition  suivante  (  *  )  : 

Les  /i^  4-  /i  -H  I  rajons  fondamentaux  du  connexe  ( i ,  n)Jof' 
ment,  conjointement  avec  les  n  rayons  de  coïncidence  qui  repon- 
dent à  un  point  quelconque  dans  la  coïncidence  principale  y  wt 
s)^stème  de  (w4-  i)^  droites  qui  sont  touchées  par  une  infinité  de 
courbes  de  la  (/£-}-  i)*^™*  classe  (U,,:=  o). 

Cette  circonstance  dislingue  essentiellement  le  réseau  tangen- 
liel  Ui.=  o  d'un  réseau  tangentiel  quelconque  de  courbes  de 
[n  ■+•  i)»*'"»«  classe.  En  effet,  ce  dernier  serait  déjà  complètcmeni 

déterminé  par  —  n(n  H-  5)  tangentes  fixes,  tandis  que  nous  en  avon> 

ici  «^  -H  72  4-  I .  Les  rayons  fondamentaux  ne  sont  donc  pas  indé- 
pendants les  uns  des  autres;  ils  forment,  au  contraire,  un  système 
particulier  de  lignes,  et  ce  système  correspond  dualistiquemeni 
aux  systèmes  brièvement  mentionnés  plus  haut  de  R  points  par 
lesquels  passe  un  nombre  q  fois  infini  de  courbes  d'un  ensemble 
t  fois  infmi  de  courbes  C^  sous  la  condition  q  1>  t  —  R  (p.  124' 
Dans  notre  cas,    nous  devons  remplacer  n  par  n-f-i,   et  nou> 


(')  Les  considérations  qui  suivent  sont  des  généralisations  des  recherches  entreprises 
par  GoDT  sur  «le  connexe  (i,  a).  (Voir  sa  Thèse  Ueàer  den  Connex  erster  Ordntut^ 
und  zweiter  Klasse,  GolUn(;cn,  1873.) 
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avoDS 

f=  -  (/H-l)(/i -}-4),     q  =  2,      Rz=/<'4-/?-M. 

Par  conséquent,  d'après  les  résultats  obtenus  alors,  les  coordonnées 
des  7*2-1-  72  -f- 1  rayons  fondamentaux  satisfont  à  un  système  d'équa- 
tions équivalent  à 

3 

relations  indépendantes.  Dans  notre  cas  se  présente,  en  outre ^ 
cette  propriété  que  les  n  autres  tangentes  communes  à  deux  courbes 
du  système  se  coupent  en  un  point.  Cette  seconde  propriété  est- 
elle  une  conséquence  de  la  première?  Existe*t-il  encore  d'autres 
relations  entre  les  /i^-j-n-i-i  rayons  fondamentaux?  Ce  sont  là 
des  questions  qui  exigeraient  une  étude  plus  approfondie. 

Dans  le  réseau  tangentiel  11^=0  seront  comprises  des  courbes 
en  nombre  infini  ayant  une  tangente  double,  puis  un  nombre  fini 
de  courbes  ayant  deux  tangentes  doubles  ou  une  tangente  d'in- 
flexion. Toutes  ces  courbes  particulières  sont  en  relation  étroite 
avec  la  courbe  F  ==  o.  Les  n^n-^-i)  —  2  =:  [n  —  i)(72  +  2)  in- 
tersections simples  de  j^  avec  U>»  sont,  en  effet,  caractérisées  par  la 
circonstance  qu*en  elles  coïncident  deux  des  n  directions  corres- 
pondantes de  la  coïncidence  principale  (deux  des  tangentes  de 
V^);  or  cette  propriété  n'appartient  qu'aux  points  de  F=:o.  Los 
[n  —  i)(/i-f-  2)  points  de  rencontre  de  Ut,=  o  ai^ec  v  sont  donc 
identiques  aux  [n  —  i)(7i-|-2)  points  de  rencontre  de  i/  avec 
F  (*).  Si  U„  doit  avoir  une  tangente  double,  il  faut  que  deux  de? 
ces  points  de  rencontre  se  confondent  l'un  avec  l'autre  au  point 
de  rencontre  de  v  avec  la  tangente  double,  c'est-à-dire  que  v  de- 
vient tangente  de  F,  et  réciproquement  \J^  a  toujours  une  tangente 
double  si  i^  est  tangente  de  F;  car  autrement  la  droite  v  elle-même 
serait  alors  une  tangente  double  de  LV=  o  ;  nous  aurions  donc  sur 


(*)  De  môme  dans  le  connexe  (m,  n)  la  courbe  U^  qui  a  v  pour  tangente  muUi]  le 
d'ordre  m  est  rencontrée  par  c  en 

(//i  -i-  n  —  OC"'  H-  ")  —  m{m  —  1)  —  im  =  («  — i)(/i  -h  2m') 

points  simples  qui  sont  en  même  temps  les  points  d'intersection  de  F  ayec  f. 
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i^  deux  el,  par  conséquent,  une  infinité  de  points  de  coïncidence, 
c^est-à-dire  que  u  serait  un  rayon  fondamental  de  notre  connexe. 
D'autre  part,  on  reconnaît  immédiatement  sur  Texpression  l]^ 
qu'en  fait  tout  rayon  fondamental  v  est  tangente  double  de  sa 
propre  courbe  U^;  or,  par  suite  du  raisonnement  précédent,  il 
sera  aussi  tangente  double  de  F.  Nous  avons  ainsi  les  théorèmes 
suivants  : 

Les  droites  v  dont  les  courbes  l]^  ont  une  tangente  double  en- 
veloppent la  courbe  F  =  o.  Le  discriminant  de  la  forme  \j^  égale 
à  zéro  donne,  par  suite,  V équation  de  la  courbe  F  en  coordonnées- 
lignes.  Ce  discriminant  est,  en  fait,  du  degré  3/2^  par  rapport 
aux  Vi,  [F^oir  l.\l^  p.  i4.) 

Les  /î-  4-  /i  -|-  ï  rayons  fondamentaux  sont  des  tangentes  doubles 
de  F  ;  aux  deux  points  de  contact  ils  sont  également  touchés  par 
les  courbes  correspondantes  U,,. 

On  déduit  encore  sans  peine  des  derniers  développements  les 
propositions  qui  suivent  : 

Les  tangentes  doubles  des  courbes  U,,=  o  em^eloppent  la  courbe 
$  =  o  donnée  par  (2)  ;  cette  dernière  (qui  a  de  même,  suivant  ce 
qui  précède,  les  rayons  fondamentaux  pour  tangentes  doubles)  est 
donc  liée  unidéterminativement  à  F  =  o  par  ce  théorème. 

3 

Aux  -  n[n  —  i)(3/2^ -4-3/1  —  11)  tangentes  doubles  de  F  qui 

ne  sont  pas  des  rayons  fondamentaux  du  connexe  correspondent, 
comme  lignes  p»,  des  courbes  U,,  à  deux  tangentes  doubles;  ces  der- 
nières passent  par  les  deux  points  de  contact  de  vf  avec  F. 

I^es  1 2«(«  —  I )  tangentes  d'inflexion  de  F  sont  les  lignes  aux- 
quelles repondent  des  courbes  Ut,  ayant  une  tangente  d'inflexion. 

Le  système  des  courbes  X^=  o  donné  par  (3)  est  d'une  ma- 
nière semblable  en  relation  avec  la  courbe  F=:o.  Chacune  des 
courbes  qui  en  font  partie  a  au  point  j^  un  point  multiple  d'ordre /? 
dont  les  n  tangentes  sont  les  rayons  de  coïncidence  qui  répondent 
à  j%   et  sont  représentés  par  l'équation  <ijr(aj:rj')"=  o.  Si  donc 
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deux  de  ces  n  tangentes  doivent  se  confondre,  il  faut  nécessaire- 
ment que  y  soit  situé  sur  la  courbe  F.  Pendant  que  j^  parcourt  la 
courbe  F,  les  tangentes  correspondantes,  comptées  deux  fois,  enve- 
loppent la  courbe  de  3/i*""*  classe  <I>  =  o.  Par  conséquent,  si  l'on 
joint  j"  aux  (tî^ — i)(/i4-  2)  points  de  rencontre  de  Xy=o  avec 
F  =  o,  les  3/1  tangentes  de  0  qui  passent  pai?  y  figurent  en  toute 
hypothèse,  comptées  deux  fois,  parmi  les  lignes  de  jonction,  et, 
comme  sur  chacune  ne  se  trouve  qu'un  seul  point  de  coïncidence, 
6/1  des  (/i^ — i)(/i-f-  2)  intersections  dont  il  a  été  parlé  coïncident 
par  couples;  nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Chacune  des  courbes  X^=  o  touche  la  courbe  F  en  3n  points 
et,  par  conséquent,  la  rencontre  encore  en  n'  -t-  2  «^  —  7/1  —  a 
autres  points.  Ce  dernier  nombre  donne  en  même  temps  la  classe 
de  la  courbe  enveloppée  par  les  tî  —  2  rayons  simples  de  la  coïnci- 
dence principale  qui  répondent  à  un  point  de  F. 

Nous  pouvons  encore  facilement  indiquer  une  troisième  courbe 
passant  par  les  points  de  contact  de  X^=  o  et  F  =  o,  et  telle  que 
ces  3n  points  (qui  ne  forment  pas  un  système  d'intersections  com- 
plet) soient  déterminés  comme  points  communs  aux  trois  courbes. 
En  effet,  deux  courbes  Xj  et  X^  se  coupent  en  [n-\-  i)-  points. 
Parmi  ces  points,  un  se  trouve  toujours  sur  la  ligne  r^,  savoir  : 
celui  qui  lui  correspond  dans  la  coïncidence  principale.  Si  nous 
rapprochons  maintenant  indéfiniment  z  de  y  sur  la  ligne j 2,  le 
point  de  rencontre  placé  sur yz  reste  fixe,  et  les  n^^  2n  autres 
points  se  déplacent  sur  X^.  Les  lignes  qui  les  joignent  k  y  et  k  z 
deviennent  alors  infiniment  voisines  les  unes  des  autres  (tant  que 
les  points  en  question  ne  se  rapprochent  pas  eux-mêmes  indéfini- 
ment de  y),  et  deviennent,  en  conséquence,  tangentes  de  4>;  par 
suite,  3/1  seulement  de  ces  points  d'intersection  peuvent  avoir  une 
situation  séparée;  les  (/i-j-i)- — 3/2  —  i  points  restants  doivent 
nécessairement  se  réunir  en^.  Les  points  de  contact  de  F  ai^ec  X^ 
sont  donc  les  intersections  simples,  non  situées  sur  yz,  des 
courbes  X_^.=  o  et  Xj^.,a=  o,  s  étant  infiniment  petit,  c'est-à-dire 
des  courbes  X^-  =  o  et 

(5)  ax[oi.rjrY-^[oLxz)  =0. 

On  reconnaît,  en  effet,  par  les  équations  des  deux  courbes  que 
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n^ — n  de  leurs  intersections  sont  réunies  les  unes  aux  autres  au 
point  j^. 

Si,  en  particulier,  le  point  j^  est  situé  sur  un  rayon  fondamental 
du  connexe,  il  résulte  de  la  définition  de  la  courbe  X^  que  le  rayon 
fondamental  doit  se  séparer  de  cette  courbe  elle-même  (comme  en 
faisant  partie).  Aux  points  d'un  rajon  fondamental  correspond 
ainsi  une  série  de  courbes  du  n'^'^^  ordre  dont  chacune  touche  la 
courbe  Y  enZn  —  2  points.  Au  point  de  rencontre  de  deux  rayons 
fondamentaux  correspond,  par  suite,  une  courbe  du  [n  —  i)**"*^ 
ordre  qui  touche  F  en  3/2  —  4  points. 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'utiliser,  en  particulier,  les 
développements  précédents  pour  le  cas  de  «  =  2,  c'est-à-dire 
pour  le  connexe  (i,  2)  (  *  ).  La  courbe  F  =  o  est  alors  du  quatrième 
ordre  et  n'apas  de  points  singuliers;  c'est  la  courbe  générale  du 
quatrième  ordre,  car  le  nombre  des  constantes  dont  dépend  la 
coïncidence  principale  du  connexe  (i,  2)  est  égal  à  14?  c'est-à-dire 
au  nombre  des  constantes  d'une  courbe  générale  du  quatrième 
ordre.  On  reconnaît  ainsi  que  la  théorie  du  connexe  (i»^)  est 
étroitement  liée  à  la  théorie  d'une  courbe  générale  C4,  et  le  cas 
de  72  =  2  acquiert  ainsi  un  intérêt  tout  particulier.  Il  suiBt,  en 
effet,  de  prendre  constamment  dans  les  théorèmes  précédents 
72  =  2  pour  obtenir  immédiatement  une  série  de  propositions  re- 
latives aux  tangentes  doubles  d'une  courbe  du  (/uatriènie  ordre, 
ainsi  que  nous  le  verrons  encore  incessamment.  Observons  préa- 
lablement que,  dans  ce  cas  simple  où  m  =  i  et  /2=  2,  on  peut 
aisément  établir  d'une  manière  effective  quelques-unes  des  courbes 
co variantes  que  nous  avons  mentionnées  plus  haut  à  titre  d'exemples 
(p.  36o);  en  effet,  si  nous  considérons  j:<,  Xj,  ^3  comme  des  pa- 
ramètres, nous  avons  uniquement  affaire  à  un  réseau  tangentiel  de 
coniques  Ko;  or  nous  nous  sommes  occupés  déjà  d'un  réseau  de 
cette  espèce  (t.  II,  p.  248).  Nous  pouvons  donc  énoncer  immédia- 
tement les  théorèmes  suivants  : 

Tous  les  points  x  dont  les  coniques  correspondantes  K2  se  dé- 
composent en  un  couple  de  points  forment  la  courbe  du  troisième 

(*)  Foir,  pour  ce  qui  suit,  Godt,  hc.  cit. 
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(6)  '    P  =  ii^6^C;,(a?7)«=o. 

Les  tangentes  doubles  de  la  courbe  décomposable  K2  em^elop- 
pent  la  courbe  de  troisième  classe 

(7)  l^[abc)[aPy)u^u^^u.=  o, 
c^est'à'dire  la  jacobienne  du  réseau  tangenliel  a^ui  =  o. 

Les  couples  de  points  de  la  courbe  décomposable  Ka  forment, 
la  courbe  du  troisième  ordre 

ll^[abc][oiPx)[Pyx)[yoL.r]  —  o, 
c'est-à-dire  la  courbe  de  Hermile  relative  au  réseau  tangentieL 

Les  relations  des  courbes  I  =  o  et  H  =  o  entre  elles  sont  con- 
nues par  la  théorie  des  réseaux  tangentiels  de  coniques.  La  courbe 
P  =  o  est,  en  vertu  des  équations 

£i;r''««i==o,     flf^w,a2=o,     rtj.tf,«j==o, 

rapportée  linéairement  à  la  courbe  I  =  c,  toutes  deux  ont  donc  le 
même  invariant  absolu.  A  troif  points  de  P  =  o  qui  sont  situés 
sur  une  ligne  droite  u  correspondent  trois  couples  de  points  de 
H  =  o  formant  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet;  les  côtés 
de  ce  dernier  sont  les  tangentes  communes  du  système  de  coniques 
ayui  -h  ^û«Wa  =  o,  j^  et  z  étant  deux  points  de  u.  Chacun  de  ces 
quatre  côtés  forme  un  élément  de  connexe  avec  tout  point  quel- 
conque de  m;  en  d'autres  termes,  si  x  est  situé  sur  l'un  des  quatre 
côtés,  X  et  u  forment  ensemble  un  élément  du  connexe  conjugué 
(p.  434)'  L'équation  de  ce  dernier,  savoir  (p.  369) 

représente  donc  le  produit  des  tangentes  communes  à  toutes  les 
coniques  qui,  dans  le  connexe  (i,  2),  répondent  aux  points  de  u. 
Nous  allons  maintenant  donner,  dans  ce  qui  suit,  un  résumé 
des  propositions  qui  résultent  de  nos  explications  générales  sur  le 
connexe  (i,  71);  nous  les  laisserons  dans  l'ordre  suivant  lequel 
elles  ont  été  obtenues  ;  pour  quelques-unes  seulement  nous  ajou- 
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terons  quelques  éclaircissements,  en  faisant  usage  de  résultats  con- 
nus tirés  de  la  théorie  des  courbes  du  troisième  ordre  ou  de  la 
troisième  classe  : 

//  existe  sept  rayons  qui  forment  avec  tous  leurs  points  les  élé- 
ments de  coïncidence  principale  d'un  connexe  (i,  a)  ;  ce  sont  «  les 
raj^ons  fondamentaux  »  de  ce  dernier. 

La  courbe  F  =  o,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  x  qui  sont  situés 
sur  la  courbe  correspondante  K2^  «;r"î  =  o,  est  la  courbe  géné- 
rale du  quatrième  ordre,  et  elle  est  donnée  par  Téquation 
njcha:{of.^x)^=o. 

La  courbe  $  =  o,  c'est-à-dire  l'enveloppe  des  tangentes  que  Ton 
peut  mener  des  points  de  F  =  o  aux  courbes  correspondantes 
K2  est  de  la  sixième  classe,  et  elle  est  donnée  par  l'équation 
(abu)  Cç^UaU^  u^  =  o. 

Les  sept  rayons  fondamentaux  sont  des  tangentes  doubles  de  la 
courbe  $;  cette  dernière  n'a  pas  d'autres  tangentes  doubles. 

Les  rayons  fondamentaux  forment  avec  les  deux  rayons  qui  ré- 
pondent à  un  point  quelconque  x  dans  la  coïncidence  principale, 
c'est-à-dire  avec  les  tangentes  menées  de  o:  à  la  courbe  K2^ajrM|=o, 
un  système  de  neuf  droites  qui  nç  déterminent  pas  une  courbe  de 
troisième  classe. 

L'équation  \Jt,^[auif)ul=:o  représente  le  réseau  tangentiel 
général  de  courbes  de  troisième  classe  à  sept  tangentes  (rayons 
fondamentaux)  communes. 

L'invariant  ternaire  absolu  d'une  courbe  U,,=:  o  est  égal  à  Tin- 
variant  binaire  absolu  des  quatre  points  de  rencontre  de  F  avec  v. 
Les  invariants  S,,  et  T^  de  U,,  sont  donc  proportionnels  aux  con- 
tre variants  (ABf^)*  et  (ABç')2(BG^')î»(CAi/)2  deF==  A],. 

En  particulier,  Téquation  de  la  courbe  F  en  coordonnées-lignes 

u  est 

S»-6X!  =  o. 


'i^      ^  ■~f 


Les  sept  rayons  fondamentaux  sont  des  tangentes  doubles  de 

F  =  o(<). 


(*)  La  théorie  du  réseau  tanjentiel  de  troisième  classe,  déterminé  par  sept  tan- 
(jentes  doubles  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  €«,  a  été  étudiée  pour  la  première 
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Aux  vingt  et  une  autres  tangentes  doubles  de  F  correspondent 
des  courbes  U(.à  deux  tangentes  doubles,  c^est-à-dlre  des  courbes 
qui  se  décomposent  en  une  conique  et  en  un  point.  La  conique  ne 
peut  toucher  que  cinq  des  sept  rayons  fondamentaux  ;  le  point  est 
conséquemment  situé  à  Tinterscction  des  deux  autres.  Donc  : 

A  chacune  des  vingt  et  une  autres  tangentes  doubles  de  F  corres- 
pond une  intersection  déterminée  des  sept  rajons  fondamentaux , 
de  telle  façon  que  la  courbe  U»»  homologue  à  la  tangente  double 
se  décompose  et  comprend:  i^ l'intersection  en  question;  2?  une 
conique  tangente  aux  cinq  rayons  fondamentaux  qui  ne  passent 
pas  par  cette  intersection. 

Les  deux  tangentes  que  l'on  peut  mener  du  point  d'intersection 
à  la  conique  sont  les  tangentes  doubles  de  la  courbe  considérée  LV  ; 
elles  passent,  en  conséquence,  par  les  deux  points  de  contact  de  la 
tangente  double  1^  avec  F  (  *  ). 

Il  existe  vingt-quatre  courbes  U»,  à  tangente  d'inflexion,  et  ré- 
pondant aux  tangentes  communes  des  deux  courbes  S(,=  o  et 
T„=îO. 

L'équation  X^^a^(aay)*  représente  un  système  de  courbes 
du  troisième  ordre  dont  chacune  a,  au  point j^,  un  point  double; 
les  tangentes  de  ce  dernier  sont  les  rayons  qui  forment  avec  j"  des 
éléments  de  la  coïncidence  principale.  Si  S^,  T^  sont  les  deux  in- 
variants de  la  courbe  X^,  la  condition  S^ —  6T?.=  o  est  ici  satis- 
faite identiquement  pour  j^.  Comme,  d'ailleurs,  S^  et  T^^  s'éva- 
nouissent en  même  temps  si  j^  est  situé  sur  F  =  o,  puisqu'alors  la 
courbe  Xj.=  o  a  un  point  de  rebroussement  en  jj  les  ins^a- 
riants  S^,  T^  do  X^  ne  diffèrent  respectivement  du  carré  et 
du  cube  de  la  forme  F  =  ciyb^^a^jY  que  par  un  facteur  numé- 
rique. 


fuis  par  Aronhold,  Berliner  Jlonauberichte,  i864t  p.  499>  ^^i*  ^^^  tangentes  doubles 
de  C4,  voir  ci-dessus,  p.  a44* 

(')  Comme  ces  lignes  sont  aussi  des  tangentes  de  ^  =  o,  on  a,  par  réciprocité  dua- 
listique,  la  proposition  suÎTante  :  Sept  points  quelconques  étant  donnés  dans  le  pian ^ 
les  quarantC'deux  points  oit  la  ligne  qui  joint  deux  d'entre  eux  coupe  la  conique 
déterminée  par  les  cinq  autres  sont  situés  sur  une  courbe  du  sixième  ordre  qui  a  les 
sept  points  pour  points  doubles. 
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Chacune  des  courbes  X^  touche  la  cow^be  F  en  six  points,  c'est- 
à-dire  en  tous  les  points  oii  elle  la  rencontre. 

Par  les  six  points  de  contact  de  X^  passe  aussi  la  courbe 
a:c[a.xy)[axz)  =  o.  Mais  cette  dernière  est  symétrique  en  y  et  2 
et  de  là  résulte  que  ; 

Les  douze  points  de  contact  de  deux  courbes  X^  et  X,  sont  si- 
tués sur  la  courbe  du  troisième  ordre 

[9)  ^^(«.rr)(«X3)  — o     (*). 

Les  courbes  X^  qui  répondent  aux  points  y  de  l'un  des  sept 
rayons  fondamentaux  se  décomposent  en  ce  rayon  lui-même  et  en 
un  système  de  coniques  en  nombre  simplement  infini  dont  cha- 
cune touche  la  courbe  du  quatrième  ordre  F  en  quatre  points. 

La  courbe  X^  qui  correspond  au  point  d'intersection  y  de  deux 
rayons  fondamentaux  se  décompose  en  ces  deux  rayons  et  en  Tune 
des  vingt  et  une  autres  tangentes  doubles  de  F.  A  tout  point  d'in- 
tersection y  de  deux  des  rayons  Jondatnentaux  (  qui  forment 
sept  tangentes  doubles  de  F)  se  trouve  associée  une  autre  tangente 
double  déterminée  v  de  cette  courbe ,  de  telle  sorte  qu'on  obtient 
par  là  la  totalité  des  vingt-huit  tangentes  doubles  de  F.  A  la 
tangente  double  9  répond  alors  le  point  y  comme  partie  de  la 
courbe  1]^  en  question,  suivant  la  manière  indiquée  ci-dessus 
(p.  445). 

Chaque  rayon  fondamental  est  coupé  par  les  six  autres.  Dans 
chaque  série  de  coniques  de  contact  qui  répond  à  un  rayon  fon^ 
damental  sont  donc  compris  six  couples  de  tangentes  doubles; 
l'une  des  tangentes  doubles  de  chaque  couple  est  précisément  l'un 
des  six  autres  rayons  fondamentaux. 

Si  j"  et  z  sont  situés  tous  deux  sur  le  même  rayon  fondamental, 
toute  courbe  X^^x^  =  o  renfermera  ce  rayon,  et  il  en  sera  consé- 
quemment  de  même  pour  la  courbe  (9).  Il  résulte  ainsi  de  là  que 
les  huit  points  de  contact  de  deux  coniques  du  même  système  sont 
toujours  situés  sur  une  conique  (comp.  p.  a34)» 


(')  Cette  courbe  est  le  lieu  des  points x  dont  les  couples  homolocues  de  rayons  de 
la  coïncidence  principale  divisent  harmoniquement  la  li^e  qui  joint  deux  pointa 
quelconques^  et  z. 
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La  plupart  des  propositions  énoncées  ici  se  réfèrent  exclusive- 
ment aux  sept  rayons  fondamentaux  et  à  la  courbe  du  quatrième 
ordre;  ils  sont  donc  vrais  d'une  manière  absolue,  indépendamment 
de  la  circonstance  que  nous  y  avons  été  conduits  par  le  connexe 
a^ul  =  o.  On  peut  donc  inversement  partir  d'une  courbe  du  qua- 
trième ordre  ;  on  a  alors  des  relations  entre  sept  tangentes  doubles 
quelconques  (parmi  lesquelles  ne  doit  se  trouver  aucun  groupe 
de  quatre  forrnant  des  coniques  décomposables  du  même  système 
de  coniques  de  contact),  et  entre  les  vingt  et  une  autres  tangentes 
doubles  de  la  courbe  C4.  Mais  on  peut  aussi  partir  de  sept  droites 
quelconques  du  plan  et  construire  par  leur  intermédiaire  les 
vingt  et  une  autres  tangentes  doubles  de  C*  et  leurs  points  de 
•contact.  On  déduira  cette  construction  très  simplement  de  notre 
connexe  en  prenant  pour  point  de  départ  un  autre  connexe  qui  a 
la  même  coïncidence  principale  que  le  connexe  donné  et  qui  est 
d'une  nature  particulièrement  simple.  Cela  est  permis,  puisque  la 
<:ourbe  F  =  o  dépend  uniquement  de  la  coïncidence  principale  du 
-connexe  (i,  a). 

Nous  prendrons  trois  des  sept  rayons  fondamentaux  pour  côtés 
du  triangle  de  base.  L'équation  du  connexe  doit  alors  être  satis- 
iaite  par  chacun  des  trois  systèmes  de  valeurs 

^/,— o,  ^3=0,  j:i=:0; 
.73=0,  it  1  =  0,  x^z=zo; 
u^=^o,      «,i=o,      .i'3=:0. 

Les  termes  possédant  les  facteurs  oti  u^,  J^t^l^  J^^t^lj  ^2^^,  x^u'^, 
jc^ul  manquent  nécessairement;  on  peut  ensuite,  par  l'adjonction 
du  produit  de  u^  par  une  expression  linéaire  en  Uty  112,  U3,  faire 
disparaître  aussi  les  termes  en  Xii/^,  X2UI,  x^ul,  La  coïncidence 
principale  d'un  connexe  général  (1,2)  peut  donc  toujours  être 
représentée  comme  coïncidence  principale  d'un  connexe  de  la 
forme 

(10)  a^n^u^-^  ^a:"3"i-+-  '•x«i"i=  o, 

dont  l'équation  est  rapportée  à  trois  des  sept  rajons  fondamen" 
taux;  et  il  existe  trente-cinq  connexes  de  celte  espèce,  corrélati- 
vement aux  trente-cinq  manières  dont  on  peut  choisir  trois  rayons 
fondamentaux. 
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Le  connexe  (lo)  est  caractérisé  par  la  circonstance  que  toutes 
ses  courbes  K2  touchent  les  côtés  du  triangle  de  coordonnées.  La 
courbe  I  s=  o  se  décompose  donc  en  trois  points  qui  sont  les  trois 
sommets  du  triangle,  la  courbe  H  =  o  en  trois  droites  qui  en  sont 
les  trois  côtés  [voir  t.  II,  p.  2d5),  et  pour  la  courbe  P  =  o,  dont 
l'équation  s'obtient  par  élimination  des  u  entre  les  équations 


on  trouve 


o 


^X        «X 


fj 


a. 


^iaj,b^c^=LO. 


Enfin  l'équation  de  la  courbe  du  quatrième  ordre  est  donnée  par 
l'équation  en  coordonnées-points  de  la  conique  (10);  elle  prend 
donc  Informe  simple 


(»0 


9. 


•^1 


o 

X, 


a 


o 


JL\ 


.r, 


.r, 


O 


=  0. 


Si  nous  formons  ensuite  Xy-=  o,  en  plaçant  j^  au  sommet  «1=0 
du  triangle  de  coordonnée,  il  vient,  en  faisant  7-,  égal  à  i, 

Les  lignes  rt^=  o,  Ax=  o,  Cj=  o  qui  figurent  dans  (10)  son!, 
par  suite,  les  tangentes  doubles  de  F  qui  sont  liées  de  la  façon 
précédemment  décrite  aux  sommets  du  triangle  comme  points 
d'intersections  de  rayons  fondamentaux. 

Les  six  formes  linéaires  qui  se  présentent  dans  le  déterminant 
(11)  désignent  donc,  égalées  à  zéro,  des  tangentes  doubles  de  F  =  o. 
On  le  vérifie  aussi  sans  peine  directement  sur  l'équation  (ii)-  Si 
l'on  pose,  en  effet,  Cx=  o,  par  exemple,  dans  cette  dernière,  on 
obtient  l'équation 

(flj.xi-.!^,jr,)«=o, 

et  le  même  résultat  se  produit  pour  X3=o.   Les  lignes  rx=o, 
X3=o  touchent  donc  F  =  o  en  ses  points  de  rencontre  avec  ia 
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conique  a^^i —  ix^a=  o«  Cette  dernière  passé  par  les  points  de 
rencontre  de  ôx=  o  avec  bx=  o  et  Xt=  o,  de  bx=^  o  avec  a7|  =  o 
et  de  oTi  =  o  avec  X2^=  o.  On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant, 
dont  nous  aurons  encore  à  faire  usage  incessamment  et  qui  est 
indépendant  de  la  forme  d^équation  de  notre  connexe. 

Si  ^1,  ^2î  ^3  ^ont  trois  tangentes  doubles  de  F  comprises  parmi 
les  sept  indépendantes  les  unes  des  autres,  et  se  coupent  respectif 
vement  aux  points  p^ ,  p^,  pz  ;  si,  de  plus,  c^i,  (j^t  ^z  ^ont  les  p  tan- 
gentes  homologues  des  points  pi  et  se  coupent  en  tt,,  tt,,  tts,  les 
points  de  contact  de  S\  et  ^^  sont  situés  sur  une  coni(fue  aussi  bien 
avec  les  points  pi  et  tti  qu'avec  les  intersections  de  S2  et  o-j,  de  s^ 
et  (729  ^^^'}  ^^  ^^s  trois  coniques  qui  prennent  ainsi  naissance  pas- 
sent par  les  quatre  mêmes  points,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  immé- 
diatement sur  leurs  équations 

(la)      x^bjc — x^Cjc=- o,     XjC^— xjflj.:^  o,     J7,a^— x,Z>^=  o. 

Actuellement,  en  cherchant  d'abord  pour  sept  droites  données 
arbitrairement  l'un  des  connexes  spéciaux  (i,  2)  de  la  forme  (10), 
nous  pouvons  résoudre,  sans  difficultés  essentielles,  le  problème 
suivant  : 

Etant  données  sept  droites  quelconques  comme  rayons  fonda^ 
mentaux  d^un  connexe  général  (i,  2),  construire  la  coïncidence 
principale  de  ce  dernier. 

Nous  emploierons  trois,  quelconques  des  sept  rayons  comme 
rayons  fondamentaux  d'un  connexe  de  la  forme  (10).  Soient  ^'1,  ^s, 
5,  ces  trois  rayons,  et  p^,  p2,  ps  leurs  points  de  rencontre 5  dési- 
gnons par  £|,  ^2;  ^sy  ^4  l^s  quatrc  autres  rayons,  et  parais, pi3, ... 
leurs  points  de  rencontre  respectifs.  Comme  toutes  les  coniques 
K2  du  système  appartenant  au  connexe  doivent  toucher  les  lignes 
5/,  plusieurs  coniques  de  cette  espèce  se  trouvent  immédiatement 
déterminées  parle  choix  des  lignes  dont  il  s'agit.  En  effet,  aux 
points  d'un  rayon  fondamental  correspondent  des  coniques  tan- 
gentes à  ce  rayon  lui-même,  et  par  conséquent  aux  points  de  ren- 
contre de  deux  droites  t  coniques  tangentes  à  ces  deux  droites  et 
dont,  par  suite,  cinq  tangentes  sont  connues.  On  connaît  ainsi  de 

Clëbscii.   —  Géométrie^  \\\.  21^ 
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prime  abord  les  coniques  qui  répondent  aux  sommets  dû  quadri- 
latère complet  des  lignes  ti. 

Mais  on  peut  ensuite  trouver  aussi,  pour  tous  les  autres  points 
des  droites  f/,  les  coniques  qui  s'y  rapportent.  Ainsi^  par  exemple, 
le  système  de  courbes  R2  qui  répond  aux  points  de  tt  est  projectif 
à  la  série  de  ses  points  de  contact  sur  ti;  et  cette  relation  projec- 
tive  est  fixée  par  la  circonstance  que  l'on  connaît  les  coniques  K2 
qui  répondent  aux  trois  points  Pi2t  Pi^^  Pt*  et,  par  conséquent, 
aussi  leurs  points  de  contact  ni2y  ^13»  t^m-  On  peut  donc,  pour 
tout  point  quelconque  p  de  t^,  construire  le  point  de  contact  cor- 
respondant TT,  et  aussi,  après  avoir  préalablement  trouvé  ce  der- 
nier, la  conique  répondant  à  p^  laquelle  est  alors  déterminée,  de 
la  manière  connue,  par  les  quatre  tangentes  Jo  ^21  ^zj  ^1  e^  p^^  le 
point  de  contact  7t  sur  ^4.  On  peut  encore,  par  une  construction 
linéaire,  mener  du  point  p  à  cette  conique  l'autre  tangente  qui 
forme  avec  t^  le  couple  de  rayons  de  la  coïncidence  principale  qui 
répond  à  f  4 . 

Il  s'agit  ensuite  de  construire  les  lignes  ax=  o,  ij.=  o,  Cx=  0 
importantes  pour  le  connexe  (10).  Or  tout  point  de  s^  forme  avec 
le  point  de  rencontre  p^  de  S2  et  s>i  une  conique  qui  répond  comme 
courbe  Kj  à  un  point  déterminé  de  ax=  o.  Les  points  de  s^  et 
de  ax=  o  se  trouvent  par  là  liés  projectivement.  Mais  on  connaît 
les  quatre  points  de  cette  dernière  ligne  qui  correspondent  aux 
points  de  rencontre  de  Si  avec  les  lignes  f,,  d'après  les  observa- 
tions faites  il  y  a  un  instant,  car  ces  points  de  rencontre  forment 
avec  /?!  des  coniques  des  systèmes  déjà  connus  qui  correspondent 
aux  points  des  droites  ï/.  Par  là  se  trouve  déterminée  la  droite 
ax=o  et  en  même  temps  la  coordination  projective  de  ses  points 
par  rapport  aux  points  de  s^.  Les  choses  se  passent  d'une  manière 
analogue  pour  les  lignes  ix=  o  et  Cx=  o;  on  peut  donc  construire 
toutes  les  coniques  décomposables  et  les  points  auxquels  elles  ré- 
pondent comme  courbes  K^. 

Les  problèmes  importants  qui  nous  restent  encore  à  traiter  : 
Construire  pour  un  rayon  quelconque  u  la  droite  de  connexe  C|, 
et  pour  un  point  quelconque  x  la  conique  de  connexe  K^,  se  ré- 
solvent très  simplement. 

Trouver  pour  un  rayon  u  la  droite  de  connexe,  cela  signifie  rfé- 
terminer  la  droite  aux  points  x  de  laquelle  répondent  les  coniques 
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Kj  tangentes  au  rayon  ii.  Or,  évidemment,  de  pareilles  coniques  K2 
sont  formées  par  les  trois  points  de  rencontre  de  J|,  ^21  ^s  pris 
respectivement  avec  les  sommets  opposés  /?i,  pa,  /^i;  les  points 
correspondants  x  sont  situés  sur  les  droites  a,  £,  c  et,  par  suite, 
sont  connus,  d'après  ce  qui  précède;  mais  eux-mêmes  sont  situés 
sur  une  droite  qui  est  précisément  la  droite  cherchée  C^  répondant 
à  X, 

Pour  trouver  la  conique  Kj  relative  à  un  point  Xj  on  mènera 
une  droite  t^  par  x\  on  connaît  alors  les  coniques  décomposables 
qui  correspondent  aux  points  de  rencontre  de  la  droite  avec  ax=^o, 
6^=0,  C:c=o,  par  conséquent  aussi  celle  qui  répond  à  x,  car 
le  système  des  courbes  K2  qui  répondent  aux  points  j:  de  (^  est 
projectif  à  la  série  de  ces  points  x. 

En  conséquence  de  cette  construction,  le  connexe  (10)  doit  être 
considéré  comme  complètement  connu  ;  on  connaît  donc  aussi  sa 
coïncidence  principale,  c'est-à-dire  la  coïncidence  principale  d'un 
connexe  quelconque  qui  a  les  sept  droites  données  pour  rayons 
fondamentaux  (  *  ). 

A  l'aide  de  la  construction  de  cette  coïncidence  principale  on 
résout  ensuite  aisément  l'important  problème  qui  suit  (')  : 

Etant  données  sept  tangentes  doubles  d'une  courbe  du  qua- 
trième ordre  indépendantes  les  unes  des  autres,  construire  les 
vingt  et  une  autres,  ainsi  que  les  points  de  contact  de  toutes  ces 
vingt-huit  tangentes  doubles. 

On  emploiera  les  sept  tangentes  doubles  données  comme  rayons 
fondamentaux  d'une  coïncidence  principale  (i?  2)  qui  peut  être 
construite  de  la  manière  indiquée.  Si  de  chaque  point  de  rencontre 
de  deux  de  ces  sept  rayons  on  mène  le  couple  de  tangentes  à  la 
conique  déterminée  par  les  cinq  autres  et  qu'on  cherche  sur  les 


(*)  On  peut  rattacher  à  ces  considérations  la  solution  de  beaucoup  d'autres  pro- 
blèmes. Ainsi,  par  exemple,  pour  trouver  la  neuvième  tangente  commune  de  deux 
courbes  de  troisième  classe  si  huit  autres  sont  données,  on  déterminera  la  coïnci- 
dence principale  (i,  2)  qui  répond  à  sept  de  ces  dernières,  et  dans  cette  coïncidence 
principale  le  point  répondant  à  la  huitième.  On  mènera  de  ce  dernier  point  la  seconde 
tangente  à  la  courbe  correspondante  K,;  ce  sera  la  droite  cherchée. 

(')  Voir  .Vbonhold,  loc.  cit. 

0.9. 
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tangentes  de  chaque  couple  les  points  de  coïncidence,  la  ligne  qui 
joint  les  points  de  coïncidence  d'un  couple  est  précisément  une 
tangente  de  la  conique  employée,  mais  elle  est  aussi  une  des 
vingt  et  une  tangentes  doubles  cherchées,  et  les  points  de  coïn- 
cidence sont  ses  points  de  contact  (voir  les  théorèmes  donnés 
p.  445). 

Pour  trouver  ensuite  les  points  de  contact  sur  les  trois  tangentes 
doubles  données  qui  sont  employées  dans  la  construction  de  la 
coïncidence  principale  (i,  2)  comme  rayons  s^,  53,  jj,  il  suffit, 
d'après  un  théorème  précédent,  de  déterminer  leurs  points  de 
rencontre  avec  les  trois  coniques  (12),  lesquels  peuvent  être  con- 
struits aisément.  Pour  obtenir  enfin  les  points  de  contact  des  quatre 
autres  tangentes  doubles  f|,  f^,  fs,  £4,  on  remarquera  que  ce  sont 
ceux  des  points  des  quatre  droites  qui  sont  situés  sur  leur  conique 
correspondante  K2.  Il  suffit  alors  de  construire  les  points  qui  se 
correspondent  à  eux-mêmes  dans  les  séries  projectives  superposées 
déjà  employées  qui  existent  sur  chacune  des  droites  en  question; 
ce  qui  se  fait  de  la  manière  connue  (t.  I,  p.  65).  Le  problème 
posé  se  trouve  ainsi  résolu. 

VIII.  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles. 

Nous  avons  vu  comment  la  coïncidence  principale  d'un  connexe 
algébrique  est  liée  de  la  façon  la  plus  étroite  à  une  équation  diffé- 
rentielle algébrique  déterminée,  et  nous  avons  appelé  l'attention 
sur  ce  fait  que  de  la  théorie  des  invariants  des  connexes  doivent 
naître  de  nouveaux  points  de  vue  pour  la  théorie  des  équations 
difTércntielles;  nous  avons,  en  outre,  effectué  réellement  dans 
quelques  exemples  l'intégration  des  équations  différentielles  con- 
sidérées. Mais  la  méthode  de  considération  de  la  théone  des  inva- 
riants, et,  en  particulier,  l'homogénéité  qu'elle  exige  dans  les  équa- 
tions n'est  pas  seulement  utile  pour  les  équations  différentielles 
purement  algébriques;  elle  offre,  au  contraire,  également  des 
avantages  essentiels  pour  le  cas  où  les  puissances  des  différen- 
tielles dx,  dj  apparaissent  multipliées  par  des  fonctions  transcen- 
dantes, ou  même  aussi  pour  celui  où  ces  différentielles  entrent 
elles-mêmes  d'une  façon  transcendante,  c'est-à-dire  pour  l'équa- 
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lion  difierentielle  du  premier  ordre  entièrement  générale 

On  peut,  en  effet,  transformer  toute  fonction  4>  de  cette  nature 

en  une  fonction  homogène  d'ordre  zéro  en  posant  x  =  — ^ »  j^  =^  —  > 

et  alors  tout  d'abord  le  théorème  d'Eulçr,  si  utile  pour  les  fonc- 
tions homogènes,  se  présente  sous  la  forme 

à^  d^  d^ 

ÔJCl  O.T^  OX^ 

Dans  ce  qui  suit,  nous  ne  ferons  que  signaler  brièvement  quel- 
ques faits  que  l'application  des  points  de  vue  projectifs  permet 
immédiatement  d'éclaircir  et  qui,  en  particulier,  se  présentent  au 
premier  plan  dans  les  recherches  contemporaines  sur  les  équations 
différentielles;  toutefois,  nous  nous  bornerons  à  une  introduction 
courte  et  nullement  complète  à  ces  théories,  surtout  parce  que  ces 
dernières  sont  encore  en  formation.  Le  but  de  ce  qui  va  suivre  est, 
en  particulier,  de  faire  res.sortir  la  connexion  des  nouveaux  points 
de  vue  avec  la  théorie  ordinaire,  et  pour  cette  raison  nous  com- 
mencerons par  faire  usage  des  coordonnées  rectangulaires.  Les 
sujets  que  nous  avons  à  exposer  peuvent  être  caractérisés  de  la  façon 
suivante  : 

i"*  Notion  de  l'intégrale  d'une  équation  différentielle; 

7.^  Notion  des  transformations  générales  de  contact  et  établisse- 
ment de  ces  transformations  ; 

3°  Solutions  singulières  d'une  équation  différentielle. 

Si,  dans  l'équation 

(i)  y(j-,j,/?)  — o,     où    P  =  -£^^ 

on  entend  par  x,  y  des  coordonnées  ponctuelles  dans  le  plan,  à 
tout  point  X,  y  sera  associé,  en  général,  par  ces  coordonnées  une 
direction  p  ou  un  nombre  fini  de  telles  directions,  et  le  problème 
de  l'intégration  revient  à  trouver  des  courbes 
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(a  étant  un  paramètre)  qui  soient  touchées  en  chacun  de  leurs 
points  par  une  direction  correspondante  p^  ou  autrement  dît  de 
faire  succéder  les  uns  aux  autres  de  manière  à  constituer  des 
courbes  les  éléments  d'arc  issus  des  points  individuels  x,  y» 

Dorénavant  nous  appellerons  x,  y^  p  les  coordonnées  de  Télë- 
ment  d'arc  considéré,  et  nous  ferons  observer,  comme  idée  fonda- 
mentale dans  ce  qui  va  suivre,  que  ces  coordonnée^  seront  toujours 
envisagées  comme  variables  similaires.  Les  éléments  d'arc  qui  satis- 
font à  cp  =  o  seront  appelés  les  éléments  principaux  de  V équation 
(au  lieu  d'être  appelés  éléments  de  la  coïncidence  principale)  ^  et  les 
courbes y=o,  qui  représentent  les  intégrales  de  9  =  0,  les  courbes 
intégrales  correspondantes.  De  l'ensemble  de  tous  les  éléments 
principaux  du  plan  qui  sont  en  nombre  triplement  infini  (c'est-à- 
dire  des  éléments  du  connexe  identique  1^^=^  o)  un  nombre  dou- 
blement infini  est  détaché  par  l'équalion  <p  =  o,  et  ces  éléments 
apparaissent  décomposés  par  les  courbes  intégrales  en  un  nombre 
simplement  infini  de  groupes  comprenant  chacun  un  nombre  sim- 
plement infini  d'éléments  principaux.  Les  éléments  principaux  en 
nombre  infini  qui  se  rattachent  à  une  même  courbe  intégrale  sont 
groupés  d'une  manière  déterminée  et  remarquable.  En  tant,  effec- 
tivement, qu'on  peut  considérer  une  tangente  de  la  courbe  comme 
ligne  de  jonction  de  deux  points  consécutifs  de  cette  dernière,  on 
peut  dire  de  deux  éléments  principaux  consécutifs 

XyY,p     et     X  -\-  djCy  y  -+-  rfr,  p  -r-  dp 

d'une  courbe  intégrale  que  la  droite  de  l'un  passe  par  le  point  de 
l'autre,  ce  qui  trouve  son  expression  analytique  dans  l'équation 

(2)  dy  —  pdxz^Oy 

c'est-à-dire  dans  l'équation  de  définition  de  p.  Gomme  cette  équa- 
tion se  présente  très  fréquemment  dans  la  suite,  nous  attribuerons 
à  la  relation  de  deux  éléments  voisins  qui  y  satisfont  la  dénomina- 
tion de  situation  réunie  des  deux  éléments. 

Nous  appliquerons  maintenant  à  la  notion  ordinaire  exposée 
ici  de  la  courbe  intégrale  l'idée  fondamentale  de  la  Géométrie  pro- 
jeclive,  savoir  qu'on  doit  regarder  comme  assimilables  entre  eux 
tous  les  résultats  qui  dérivent  les  uns  des  autres  par  collinéation 
(projection)  ou  par  transformation  dualistique  (principe  de  dua- 
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lité).  L'introduction  des  coUinéations  n'exige  pas,  à  proprement 
parler,  une  extension  particulière,  ou  du  moins  pas  une  extension 
extraordinaire  des  notions  formulées  jusqu'ici.  Nous  devons,  d'ail- 
leurs, faire  observer  que,  conformément  au  principe  précité,  on 
peut  parler  aussi  bien  d'éléments  principaux  à  distance  infinie  que 
d'éléments  à  distance  finie,  ce  que  précisément  l'emploi  des  coor- 
données homogènes  met  parfaitement  en  lumière  ;  on  peut  aussi, 
comme  cela  va  de  soi,  admettre  par  avance  les  éléments  princi- 
paux imaginaires.  On  aperçoit  du  reste  clairement  comment,  par 
la  prolongation  d'une  courbe  intégrale  à  travers  l'infini  (c'est-à- 
dire  à  travers  la  droite  de  J 'infini),  on  est  amené  à  apercevoir  en 
particulier  que  la  droite  de  l'infini,  par  exemple,  peut  se  présenter 
elle-même  comme  courbe  intégrale,  etc.  La  conception  ordinaire 
sera  déjà  bien  davantage  dépassée  si  l'on  demande  par  analogie  de 
considérer  aussi  de  la  même  manière,  dans  les  recherches  sur  les 
solutions  singulières,  les  résultats  à  distance  infinie.  Une  nouvelle 
idée  est,  d'ailleurs,  introduite  par  la  considération  des  transfor- 
mations dualistiques.  Par  elles  les  éléments  principaux  qui  se  rat- 
tachent à  une  courbe  donnent,  en  général,  naissance  aux  éléments 
principaux  d'une  nouvelle  courbe.  Cette  dernière  dégénère  toute- 
fois en  un  point  si  la  première  consiste  en  une  droite,  et  l'on  est 
ainsi  conduit  à  envisager  aussi  le  point  ou,  si  l'on  veut,  le  faisceau 
de  rayons  comme  forme  possible  d'une  courbe  intégrale.  Cette 
conception  s'accorde  au  fond  avec  l'équation  (2),  laquelle  est  ca- 
ractéristique piour  deux  éléments  principaux  consécutifs  d'une 
courbe  intégrale;  elle  est  également  satisfaite  si  l'on  pose 
dx  :=:  dy  =  Oy  p  restant  arbitraire,  ou  autrement  dit  si  un  élément 
principal  tourne  autour  d'un  point  fixe. 

Un  exemple  relatif  à  cet  objet  nous  est  fourni  par  le  système 
des  courbes  intégrales  d'un  connexe  (i,  i)  qui  peuvent,  en  géné- 
ral, être  représentées  sous  la  forme  (p.  435) 

x\  j:^«.r^«  =  const. 

(avec  ).4  ■+-  XjH-  ?'3=  o).  Ici  les  trois  côtés  du  triangle  de  base  for- 
ment une  courbe  du  système  ;  de  même  aussi  ses  trois  sommets 
doivent  être  envisagés  comme  courbes  intégrales,  car  l'équation  des 
courbes  en  coordonnées-lignes  est  absolument  de  la  même  forme. 
Il  existe  bien,  d'ailleurs,  des  équations  différentielles  dont  toutes 
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les  courbes  intégrales  se  composent  de  lignes  droites  (par  exemple, 
celle  de  l'équation  p  =  o),  et  de  même  aussi  on  concevra  des 
équations  dans  lesquelles  des  points  se  présentent  exclusivement 
comme  courbes  intégrales.  Analjtiquement  ce  sont  simplement  les 
équations  qui  ne  renferment  pas  p,  c'est-à-dire  les  équations  de 
la  forme  <^{x^jr)  =  o,  ou  simplement  j?  =  o.  Elles  sont  satisfaites 
par  tous  les  éléments  principaux  dont  les  points  sont  situés  sur 
une  courbe  fixe  (p.  352  et  suiv.),  et  les  courbes  intégrales  qu'on 
en  peut  déduire  sont  précisément  ces  points  eux-mêmes  considérés 
comme  faisceau  de  rayons  et,  en  outre,  la  courbe  formée  par  les 
points  en  question,  laquelle  doit  être  considérée  comme  solution 
singulière  (*  ). 

Nous  satisferons  aux  conditions  de  la  Géométrie  projective  rap- 
pelées ici  si  (en  négligeant  d'abord  les  éléments  à  distance  infinie), 
nous  définissons  une  courbe  intégrale  de  la  manière  suivante  (^)  : 

Une  série  simplement  infinie  d'éléments  principaux  x,  y,  p 
sera  appelée  une  courbe  intégrale  ou  mieux  [afin  que  l'exprès^ 
sion  de  courbe  ne  donne  lieu  à  aucune  confusion)  une  ^variété 
intégrale  à  une  dimension  (  une  intégrale  M|  ),  si,  pour  deux  élé- 
ments principaux  consécutifs  x,  j-^  p  et  x  -h  dxy  y  4-  djj  p-hdp 
situés  à  distance  finie  f  la  condition  (2),  c'est-à-dire 

djr  — pdjr  =  o 
est  satisfaite. 

Le  problème  de  l'intégration  d'une  équation  ^[x^  y^p)  =^0 
peut  alors,  y  compris  le  cas  où  p  ne  figure  pas  dans  9,. se  formuler 
en  disant  que  les  éléments  principaux  en  nombre  doublement  infini 
de  l'équation  cp  =  o  doivent  être  rassemblés  dans  les  intégrales 
M|  en  nombre  simplement  infini. 

Donc  analytiquement  on  demande,  pour  embrasser  tous  les  cas, 
d'établir  une  équation  supplémentaire  renfermant  un  paramètre 
arbitraire  a 

(3)  ^(;r,j,;7,  a)  =  o. 


(')  Voir  le  dernier  exemple  à  la  iin  de  cette  section. 

(•)  Voir    Lie,    Zur    Théorie    partieller    Differentialf(leichungen    erster    Ordnung 
{Gôttinger  Nachrichten,  1873,  p.  473}.  ' 
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et  telle  qu'en  vertu  de  9  =  o  et  if*  =  o  la  condition  (2)  soit  satis- 
faite indépendamment  de  la  valeur  du  paramètre  âr,  que  cela  ait 
lieu  pour  tous  les  éléments  principaux  qui  satisfont  aux  équations 
ç  =  o,  i{/  =  o,  ou  pour  une  partie  seulement  d'entre  eux.  En  effet, 
pour  une  valeur  donnée  de  a^  les  éléments  principaux  communs 
aux  deux  équations  forment  un  système  simplement  infini,  et  l'on 
obtient  l'équation  des  courbes  intégrales  en  coordonnées-points 

(4)  /(.î^,r,  a)  =0, 

dans  le  cas  où  il  est  possible  de  l'établir,  en  éliminant  p  entre 
ç  =  o  et  <{»  =  o.  Mais  on  peut  aussi  considérer  l'équation  (4)  elle- 
même  comme  une  équation  de  la  forme  (3),  puisque,  conjointe- 
ment avec  l'équation  implicitement  supposée 

elle  remplace  complètement  la  combinaison  des  équations  9  =  0, 
^  =  o.  Si  l'équation  (i)  ne  renferme  pas  la  quantité  py  une  équa- 
tion (4)  est  tout  à  fait  insuffisante  pour  représenter  l'intégrale  M^ . 
On  devra,  au  contraire,  combiner  avec  l'équation  (y  =  o  une 
équation  (3),  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  notre  nouvel  énoncé  du 
problème  de  l'intégration  devient  par  le  fait  nécessaire.  Il  est, 
d'ailleurs,  évident  en  soi  que  les  équations  (3  ),  qui  deviennent  ac- 
tuellement applicables  à  la  représentation  des  intégrales  M|  de 
q)  =  o,  sont  précisément  des  équations  ne  renfermant  pas  p,  mais 
bien  un  paramètre  a.  Il  ne  s'agit  plus  alors  que  de  représenter  les 
points  de  la  courbe  cp  =  o;  ce  à  quoi  on  arrive  le  plus  simplement 
possible  en  coupant  (p  =  o  par  un  système  simplement  infini 
d'autres  courbes.  • 

Les  propriétés  que  doit  posséder  une  fonction  ^  pour  déter- 
miner de  la  manière  décrite  une  intégrale  M|  de  cp  peuvent  se  re- 
présenter par  une  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre 
aux  dérivées  partielles.  On  doit,  en  effet,  pouvoir  alors  trouver 
pour  chaque  élément  principal  commun  de  f  et  ^  un  élément  prin- 
cipal voisin  qui  soit  en  situation  réunie  avec  le  premier  (p.  4^4) 
et  appartienne  aussi  aux  deux  équations,  ou,  autrement  dit,  il  faut 
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la  coexistence  des  trois  équations 

dx  df  dp  '• 

pdx  —  dy  -=10^ 

desquelles  résulte 

^    '  dx  dp       dx  dp  \dy  dp       à/  dp} 

C'est  là  la  condition  pour  que  las  éléments  principaux  communs 
t/e  ç  =  o,  i}^  ==  o  [ou  même  seulement  une  partie  séparable  de  ces 
éléments)  forment  une  intégrale  M«  pour  les  deux  équations  (*). 
Il  faut  naturellement  exclure  le  cas  où  deux  des  équations  (5) 
se  confondent  Tune  avec  l'autre ,  c'est-à-dire  où  l'on  a 

ô^     âf  ^  dv       à'h    â-'l*    d^ 
dx  '  df  '  dp       dx  '  df  '  dp 

ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  ^  =  4' -4- const.,  ainsi  que  le 
cas  où  l'équation  (6)  est  satisfaite  par  l'évanouissement  des  dé- 
rivées particulières  de  cp  ou  ^.  Nous  reviendrons  ultérieurement 


(  *  )  Foir,  Jacodi,  Vorseliuigen  ûber  Dynamik,  herausgeçeben  von  Clebsch,  Beriio, 
i866,  p.  17a  et  287  et  suiv.  L'équation  (6)  se  transforme  effectivement  en  l'équation 
de  condition  de  Jacobi  ai  l'on  introduit  en  outre  le  quotient /i :  f  au  lieu  de  — p\  il 
faut  alors  traiter  p^  q  absolument  comme  des  coordonnées-lignes  On  aura  ensuite  à 
éliminer  les  (Grandeurs  dlr,  djr^  dp^  dq  entre  les  quatre  équations 

pdx-^qdy  =0, 

xdp-{-    fdq=.o^ 

ce  qui  donne,  eu  égard  à  ce  que  ;>,  ^  sont  homogènes  en  /?,  q^  l'équation  de  condition 
de  Jacobi 

d'^  dp      c^^  d'p      df  dp      09  dp 

djc  dp      dj-  ôq      dp  dx      dq  djr 

Voir  aussi  ci-desâons  la  même  question  traitée  en  coordonnées  homogènes. 
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sur  ces  cas  exceptionnels  quand  nous  ferons  usage  des  coordonnées 
homogènes. 

Nous  pouvons  établir  et  énoncer  ce  résultat  sous  une  autre  forme 
qui  nous  sera  utile  plus  tard.  Les  équations  (5)  expriment,  en 
effet,  que  l'expression  pdx  —  dy  s'évanouit  en  conséquence  des 
équations  d^  =  o,  rf^  =  o,  et  cette  circonstance  se  présente  évi- 
demment toujours  si  l'on  peut  déterminer  une  fonction  xi^^J^  P)^ 
telle  que  l'on  ait 

(7)  ^h  —  yA^^  [^f  —  p^^]?^ 

et  réciproquement.  Nous  nous  proposons  donc  maintenant  d'établir 
la  condition  à  laquelle  les  fonctions  ^,  <^,  5^  doivent  satisfaire  pour 
qu'une  équation  de  celte  espèce  soit  possible. 

L'équation  (7)  se  décompose  immédiatement  en  les  trois  rela- 
tions suivantes  : 

dff  d^  Ôf  d^  dv  (?^J;     _ 

et,  en  éliminant  jj  et  p,  on  retrouve  l'équation  (6).  Nous  obtenons 
cette  dernière  sous  une  autre  forme  en  introduisant  les  dérivées 
totales;  comme,  en  effet, 

la  seconde  équation  donne,  eu  égard  à  la  première, 

et  par  combinaison  avec  la  troisième  équation  il  en  résulte  ensuite 

.     .  d^   Ô'I         à^   d^  

^^^  dlâp  ^  âp  dl~^' 

équation  qui  se  tire  directement  aussi  de  (6)  en  vertu  de  (8).  Si 
donc  9  =  0,  4*  =  o  dowent  as^oir  une  intégrale  M«  commune, 
c'est-à-dire  s' il  doit  exister  une  équation  de  la  forme  (7),  il  faut 
l'accomplissement  de  la  condition  (9),  dans  laquelle,  contraire- 
ment à  (6),  interviennent  les  dérivées  totales. 

Or  ces  considérations  gagnent  immensément  sous  le  rapport  de 


.r, 

•Tj 

«! 

X           —9 

y—-  y 

/^  — . 

•^s 

•^3 

«t 
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la  symétrie  et  de  la  clarté  de  Texposîtion  à  l'introduction  de  coor- 
données homogènes  et,  pour  préciser,  à  l'emploi  simultané  de 
coordonnées-points  et  de  coordonnées-lignes  homogènes.  Ces 
coordonnées  s'introduisent  dans  le  cas  général  absolument  comme 
il  a  été  expliqué  plus  haut  (p.  386  et  suiv.)  pour  le  cas  particulier 
des  équations  algébriques,  en  transformant  l'équation  différentielle 
en  une  équation  entre  les  coordonnées-points  et  les  coordonnées- 
lignes  et  en  ajoutant  alors  les  conditions  Uj:=o,  «^^^=0,  en  fai- 
sant, par  conséquent,  la  substitution 

xp  —  y  •=.  —  . 

Dans  les  fonctions  homogènes  de  dimension  nulle  qui  prennent 
ainsi  naissance,  les  dénominateurs  0:3,  1/3  jouent  tout  d'abord  un 
rôle  remarquable;  toutefois,  on  n'a  nullement  à  considérer  exclu- 
sivement des  fonctions  ayant  ces  dénominateurs,  et  il  sera,  au 
contraire,  avantageux  de  les  remplacer  par  les  fonctions  les  plus 
générales  d'ordre  nul  et  de  classe  nulle.  Si  l'on  a,  en  particulier, 
affaire  à  des  équations  différentielles  algébriques,  on  ne  partira 
pas  nécessairement  de  fonctions  dont  le  dénominateur  est  formé 
par  des  puissances  de  1/3  et  Xs,  mais  on  choisira,  au  lieu  de  ces 
dernières,  les  quotients  de  deux  fonctions  algébriques,  dans  les- 
quels le  numérateur  et  le  dénominateur  ont  la  même  généralité, 
en  sorte  que  si,  par  exemple,  l'on  fait  0  égal  au  quotient  des  con- 
nexes a^ul  et  n'^ii^,  l'équation  4>  =  const.  représente  le  système 
linéaire  le  plus  général  des  connexes. 

La  condition  (a)  de  la  situation  réunie  de  deux  éléments  voi- 
sins X,  u  ei  X  -\'  dxj  u  -{-du  est  actuellement  à  remplacer  parles 
deux  équations 

(10)  2  «/  dxi  =0     et     2  j:/  dui  t=  o, 

dont  chacune  est,  en  vertu  de  Mj=  o,  (« -h  r/ii)j.+rfx^=^o,  une 
conséquence  de  l'autre.  En  effet,  la  première  équation  (10)  com- 
binée avec  Ux'=o  exprime  la  même  chose  que  l'équation  (2), 
savoir  que  du  point  x  part  une  direction  d'avancement  u  qui  est 
déterminée  par  le  point  x  +  dx.  Un  fait  analogue  existe  à  l'égard 
de  la  seconde  équation  (10). 

Supposons    maintenant    qu'on  ait   sous   les  yeux   une    équa- 
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lion 


♦  (jr,  u)=z  O 


homogène  en  x,  u  et  de  dimension  nulle,  et  cherchons  la  condi- 
tion pour  qu'elle  ait,  avec  une  autre  équation  Y(x,  u)  =  o,  une 
intégrale  M|  commune,  c'est-à-dire  pour  que  les  éléments  princi- 
paux, qui  satisfont  aux  équations  $  ::-^  o,  Y  =:^  o,  ï/x=^  o  forment 
une  courbe  intégrale  (courbe  de  coïncidence  principale)  de 
♦  =  o.  Noiis  avons  alors,  à  la  place  de  (5),  les  conditions 


et  par  élimination  de  rfx/,  rfa/,  en  désignant  parles  indices  i,  a,  3 
la  différentiation  par  rapport  à  j:<  ,  X2,  x^,  par  les  indices  I,  U,  III 
la  différentiation  par  rapport  à  Ut,  U2,  u^,  et  en  {ixant  les  va- 
leurs absolues  des  x,  u  par  les  équations  kx=i^  Ui=  i  (d'où 
Yéhidxi=  o,  Y.lidui=-  o),  on  en  tire  l'équation  de  condition 


o  = 
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Or,  en  désignant  par  i  les  indices  i,  2,  3,  pary  les  indices  I,  II, 
111,  on  a  ,  eu  égard  au  théorème  d'Euler, 


2±:*ii/,A:,.2dbYi.r,/3=: 


"x  ^x 


IWj^i     l'Vjiij     l'Vjkj 
o 


Ui  kl 

o  I 


=  -2Ty*,. 


2*///     I        // 
Une  équation  analogue  a  lieu  pour  le  produit  des  deux  autres  dé- 
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terminants,  et  nous  obtenons,  en  conséquence,  la  condition 

qui  doit  exister,  en  vertu  de  $  =  o,  V  =  o,  Ux=  o. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  intervient  à  la  place  de 
(6)  ou  (9)  ;  elle  est,  suivant  une  expression  dont  nous  nous  servi- 
rons, la  condition  nécessaire  pour  que  les  équations  $  =  o,  ¥  =  o 
soient  en  «  situation  d' involution  »  (pour  qu'elles  aient  une  inté- 
grale Ml  commune).  L'équation  (i  i)  est,  d'ailleurs,  aussi  satisfaite 
pour  les  éléments  principaux  singuliers  de  ^  et  ^  pour  lesquels 
toutes  les  quantités  4>/,  4>y  ou  ¥/,  ^y  s'évanouissent  (par  exemple, 
si  ¥  =y2)  et  également  encore  lorsque  les  grandeurs  4>/,  4>y  de- 
viennent proportionnelles  les  unes  aux  autres.  En  excluant  ces  cas 
seulement,  on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  problème  qui  consiste  à  intégrer  Inéquation  ^  =  0  se  con^ 
fond  avec  la  question  de  trouver  une  fonction  ¥  homogène  en  x, 
u  de  dimension  nulle  qui  satisfasse  à  l'équation  aux  dérii^ées 
partielles  (11)  et  renferme  un  paramètre  a. 

Les  avantages  que  présente  l'usage  de  coordonnées  homogènes 
par  rapport  à  la  représentation  précédente  sont  déjà  évidents  sur 
cet  exemple.  Premièrement,  en  effet,  l'équation  (11),  contraire- 
ment à  (6)  et  (9),  est  absolument  symétrique,  et  elle  renferme  uni- 
quement des  dérivées  partielles  (');  de  plus,  les  éléments  à  dis- 
tance infinie  n'ont  plus  besoin  d'être  considérés  à  part;  il  ne  reste 
plus  à  avoir  égard  qu'aux  cas  exceptionnels  déjà  ainsi  dénommés 
et  dont  l'existence  tient  à  la  nature  de  la  question. 

Le  problème  donné  dans  l'équation  (7)  acquiert  un  intérêt  par- 
ticulier et  une  utilité  particulière  pour  les  applications  ultérieures 
lorsqu'on  le  traite  en  employant  des  coordonnées-points  et  des 
coordonnées-lignes  homogènes.  Gomme  alors  l'expression  dy — pdjc 
doit  être  remplacée  par  u^x  ou  dux  sous  la  condition  Ux=  o^  nous 
avons  évidemment  le  problème  suivant. 

On  demande  d'indiquer  les  conditions  auxquelles  les  fonctions 

(*  )  f^oir  la  noie  de  la  page  .'|58. 
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4>,,  4>a,  4>3,  Fj,  F2,  F3  doivent  satisfaire  pour  qnil  existe  une 
équation  de  la  forme 

de  laquelle  résulte,  en  vertu  de  iix=  o,  Téquation  symétrique 

(i3)  Fi«/*i-l-  F,«?*, -+-  F^d^i  =  x^dui-h  JC^duj^~h  x^du^. 

Dans  le  second  membre  de  (12),  nous  pourrions  ajouter  un  fac- 
teur p  comme  dans  (7);  toutefois,  nous  imaginerons  que  ce  fac- 
teur est  compris  dans  les  4>/,  et  nous  admettrons  qu'il  ait  toujours 
élé  déterminé  de  telle  sorte  que  toutes  les  fonctions  $,•  et  F/  soient 
de  dimension  nulle  en  x  et  u. 

Nous  écrirons  Péquation  (12)  sous  la  forme 

i      k  i      k 

d^où  Ton  tire  immédiatement 

i  i 

On  obtient  ensuite,  par  dilTérentiation, 


à^h 


dit/i  Zd  '  àx,,       dxk  Zà   '  àuh  '~' 


y      dF/ à   Y     dFi  _ 

Zu  '  àx^       dxk  Zà   '  àuk~    ' 


^Y     ^ ^Y     dF/  _ 

du  h  Zà  '  ^'a       ^«*  Zié   '  dtf/i  "~ 


d'où,  en  développant 


Y  (à^i  dF/  _  ^  dF^X  _         Y  /d*£  dF/  _^  d*/  dF^X  _ 

2j\d^  d-c;t       djr^fr  ôx^l  "~  '     Zrf\dttA  dx^       d^A-  àuf,)  ~^* 

i  i 

V'  / d*/  dF/  _^  d*/  dF^\  _         y  /d*^  dFj  _^  d*^  dF^X  _ 

Zd\àuk  dxj^       dj:k  dukj '"  '     ii\d£fAd£/4       àu^  du,J  ~^* 
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Ces  quatre  relations  expriment  que  des  six  équations  (i  =^  i,  a,  3) 


-2( 


k 

résultent  les  six  autres 


ôj^k        OUI,    y 


V/     <^*-  à?i\ 

i 
i 

SI  donc  on  porte  ces  valeurs  de  j^hj  ^h  dans  les  équations  précé- 
dentes, il  doit  en  résulter  des  identités,  et  de  cette  manière  on 
trouve  que  Ton  doit  avoir  aussi  les  relations  suivantes  : 

{i5)     (F„F,-)  =  o,     (F,,n)=o;     (*,,*^.)  =  o,     (F„  ♦,)=!, 

où,  d'une  manière  générale,  le  symbole  (PQ)  désigne  l'expression 
dont  révanouisscment  donne,  d'après  (ii),  la  condition  de  la  si- 
tuation en  involution  pour  les  équations  P=o,  Q  =  o,  où,  par 
conséquent, 

Le  même  raisonnement  peut  être  poursuivi  en  sens  inverse;  on  a, 
en  conséquence,  l'important  théorème  qui  suit  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence  des 
équations  [\^)  et  (i3)  sont  données,  sous  le  brné/ice  de  Mj=o, 


(*)  Foir  les  Mémoires  de  S.  Lie,  Abhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissensehafeem 
zu  Christiania,  3  mai  1872  et  21  mai  18, 3,  et  Math,  jinnalen,  t.  VIII,  où  la  démons- 
tration est  déduite  du  problème  de  Pfafp.  Pour  la  marche  suivie  an  texte,  'voir 
A.  Mayek,  Gôttinger  Nachrichten,  avril  1874»  ou  Math,  jinnalen,  t.  VIII,  p.  3o4,  et 
Lie,  ibid,  t.  I\.  Si  l'on  ajoute  au  second  membre  de  (13)  pour  raison  de  généralité 
un  facteur  p,  à  la  place  de  la  dernière  équation  (i5)  se  présentera  l'équation 
(F|^i)  =  ^,  mais  tout  le  reste  demeure  inaltéré.  ( ^oi>  Mateb,  loc,  cit.).  Dans  les 
formules  de  Maycr,  il  sufHt  de  prendre  toujours  z  constant  pour  obtenir  celles  du 
texte. 
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par  les  équations  aux  dérivées  partielles  {i5)  dont  le  sens  est  mis 
en  lumière  par  (  1 6  ) . 

Ces  derniers  développements,  et  en  particulier  les  équations 
(i5),  deviennent  précisément  d'une  grande  utilité  lorsqu'il  s'agit 
d'établir  toutes  les  transformations  appelées  transformations  de 
contact.  On  comprend  sous  cette  désignation  les  transformations 
du  plan  qui  changent  des  courbes  qui  se  touchent  en  des  courbes 
possédant  la  même  propriété,  et,  par  conséquent,  des  transforma- 
tions vis-à-vis  desquelles  le  contact  est  une  propriété  inva- 
riante [*).  A  cette  classe  appartiennent  d'abord  les  collinéations 
du  plan  et,  en  général,  les  transformations  ponctuelles  proprement 
dites,  c'est-à-dire  les  transformations  de  la  forme 

puis  aussi  toutes  les  transformations  dualistiques.  Déjà,  dans  ces» 
dernières,  il  peut  arriver  qu'une  courbe  (et  pour  préciser  une 
droite)  soit  transformée  en  un  point,  et  quelque  chose  d'analogue 
se  présente  dans  le  cas  plus  général  où  l'on  prend  pour  base  de 
la  détermination  de  coordonnées,  non  le  point,  mais  Vêlement 
principal,  et  où  Ton  définit  conséquemmcnt  comme  courbe  une 
variété  simplement  infinie  d'éléments  principaux  dont  deux  élé- 
ments voisins  sont  en  situation  réunie.  Cette  conception  conduit 
aux  transformations  les  plus  générales  dans  lesquelles  le  contact 
est  une  relation  invariante.  Nous  pouvons,  en  effet,  définir  éga- 
lement une  transformation  de  contact  en  disant  :  une  transfor- 
juation  qui  change  des  éléments  voisins  réunis  en  des  éléments  de 
même  nature. 

Nous  ferons  d'abord  de  nouveau  usage  de  coordonnées  non 
homogènes  pour  la  représentation  analvtique.  D'après  notre  der- 
nière définition,  nous  obtenons  la  transformation  de  contact  la 
plus  générale  en  remplaçant  les  coordonnées  a.*,  j^  p  d'un  élément 
principal  par  des  fonctions  des  nouvelles  coordonnées  x',  j',  p 


(')  Elites  ont  ëié  introduites  par  Lie  (bien  que  considérées  déjà  occasionnellement 
|Mir  PlÛuKkr  et  J.\coai).  ^oir  le  Mémoire  de  Lie,  Begr'ùndung  eiiter  Invar iantentheorie 
lier  Ucruhrungstraitsformationen  (Math,  jinnalcn,  t.  VIII),  où  les  rebjltats  des  diflc- 
rcnts  travaux  antérieurs  sont  résumés. 

Clesscu.  —   Géométrie f   III.  OO 
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telles  que  les  expressions 

dr'  —  p'  dx'     et     riy  —  p  dx 
s'évanouissent  toujours  ensemble.  Si  donc  nous  posons 

(17)  x'=rf[x,y,p),    f  =  '^[x,y,p),     p'=zx[x,r,p), 

entre  cp,  ^,  -^  doit  avoir  lieu  Téquation  (7),  et  de  nos  développe- 
ments précédents  résulte  la  proposition  suivante  : 

Les  équations  {17)  représentent  une  transformation  de  contact 
si  la  condition  (6)  oa  (9)  est  remplie,  c^est^à-dire  si 


relation  où 


df  à^ 
dx  dp 

ôf  d^  ^ 

dp  dx 

d 

dx 

ô            à 

A  côté  de  cette  représentation  la  plus  générale  dans  laquelle  îl  n\ 
a  pas  de  distinction  entre  les  cas  où  ce  sont  des  points  et  ceux  où 
ce  sont  des  courbes  qui  correspondent  aux  points  x,  y^  s'en  pré- 
sentent de  plus  particulières. 

Par  exemple,  si  aux  points  x^y  correspond  un  nombre  double- 
ment infini  de  courbes,  celles-ci  peuvent  être  supposées  données 
par  l'équation  [œquaiio  directrix  de  Plûcker) 

(18)  a[x,jr,x\y)z=Oy 

en  vertu  de  laquelle  aux  éléments  principaux  en  nombre  infini 
Xy  y  y  p  qui  comprennent  le  point  x,  y  répondent  les  éléments 
principaux  en  nombre  infini  j/,  y'^  p'  qui  se  réfèrent  à  la  courbe 
û  =r  o.  Aux  points  d'une  cowrhe  f[x  y  y)  =  o  correspond  alors  un 
ensemble  de  courbes  il  =  o,  et  l'enveloppe  de  ces  dernières  (qui 
peut  aussi  se  composer  de  points  séparés)  est  la  courbe  homologue 
de  la  courbe  y  =  o  (  *  ).  Un  élément  x,  y  y  p  qui  comprend  les  deux 
points  Xyy  elx  +  (ix,y  ■+-  dy  et  qui  satisfait,  par  suite,  à  la  con- 
dition   dy  —  pdx  =  o,  a   pour  correspondant  l'élément  qui  est 


(  *)  Voir  Plûcher,  Analjrtisch  geometrische  Entwicklungen,  t.  II,  Essen^  i83t,  [x.  35i. 
Un  exemple  est  fourni  par  le  cas  conaidéré,  t.  II,  p.  8-H,  où  les  courbes  XI  =  o  sont 
données  par  les  premières  polaires  d'une  courbe  donnée. 


} 


'bes 


'<> 
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do.  ,         do. 


':^       •*>.  dr  Or 


^^ 


V 


*  d'intersection  des  deux   courbes,  la 
^  évidemment  donnée  par 


<» 


->-  -  '<^. 


'^    \  %   n  / 


•5», 


• 


-  o. 


V 


.  contact  qui  n'est  pas  une  simple  trans- 
peut,  par  conséquent,  être  aussi  représentée 
^  de  la  forme 

do.  do. 


.•9")  '      _      ^■'^      „/—       ^•'-' 


do'    ^  "~       <9a 


Au  contraire,  les  transformations  de  contact  qui  sont  de  simples 
transformations  ponctuelles  peuvent  être  représentées  par  les  équa- 
tions (i6) 

on  a  alors 

d9        d9 


d.r         àjr 

Les  définitions, analytiques  données  ici  des  transformations  de 
contact  peuvent  s'énoncer  immédiatement  pour  le  cas  des  coor- 
données homogènes  si  Ton  se  rappelle  que  la  condition  dy — pdx=o 
doit  être  remplacée  par  ujjc=  o  ou  [du)j:=  o,  et  qu'alors  la  con- 

3o. 
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dition  (7)  se  change  en  Téqualion  (12)  ou  (i3).  Nous  avons  ainsi 
d'abord  ce  ihéorcnie  qui  embrasse  tous  les  cas  : 

Par  les  équations 

dans  lesquelles  les  fonctions  F/,  ^isont  des  fonctions  homogènes 
de  dimension  nulle,  se  trouve  représentée  une  transformation  de 
contact  si  les  conditions 

[Yi\\.)  =  G,      (F,*^.)  =  o,      (*,.*^)  =:  o,      (F,*,)=  I. 

sont  satisfaites. 

En  effet,  il  vient  alors,  en  vertu  de  i^^=  o,  Ux^=o^ 

2  «7  (ifi  =z^Ui  dxiy      2  r ,  (U\  =  i  .r  /  dui . 

Les  équations  (ly)  donnent,  d'autre  part,  cette  proposition  :  Toute 
transformation  de  contact  qui  n^est  pas  une  transformation  ponc- 
tuelle peut  être  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

(?.2)  <  du  du 

Si,  enfin,  il  s'agit  d'une  transformation  ponctuelle,  on  peut  em- 
ployer la  représentation  suivante.  On  partira  de  deux  équations 
entre  les  .r,  et  \csji 

ii:{.c,x)  =  o     et     a"(x,j)=:o, 

et  Ton  déterminera  un  élément  principal  passant  par  x  au  nioven 
d'un  paramètre  X  par  les  équations 

L'élément  principal  correspondant  qui  passe  par  y  est  alors  dé- 
terminé par 

àj\  àji         ' 


(*)  foir  Jacooi,  Vorlesungen  uber  Djrnamih,  p.  470,  et  Lie,  Math.  Annalett,  t.  VI II, 
p.  aa3. 
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et 

/' 

ensemble 

des 

équations 

a' 

—  O, 

o!'  — 

0, 

plfi' 

(TPi  = 
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représente  la  transformation  de  contact. 

L'importance  fondamentale  des  transformations  de  contact  pour 
la  théorie  des  équations  différentielles  est  déjà  évidente  d'après 
leur  définition  et  ressortira  encore  davantage  dans  ce  qui  suit.  En 
effet,  de  notre  définition  de  l'intégrale  M|  d'une  équation  différen- 
tielle (p.  4^6),  il  résulte  immédiatement  que  : 

Les  transformations  de  contact  sont  identiques  aux  transfor^ 
mations  d'une  équation  différentielle  [ou  d'un  connexe)  dans 
lesquelles  l'intégrale  M|  de  l'équation  donnée  se  transforme  en 
Vintégrale  M|  de  la  nouvelle  équation. 

La  chose  a  lieu  en  même  temps  pour  toute  équation  différen- 
tielle quelconque,  et  par  là  se  trouve  établie  une  différence  entre 
les  transformations  générales  de  contact  et  ces  transformations  que 
nous  avons  considérées  précédemment  et  auxquelles  était  simple- 
ment imposée  la  condition  restrictive  de  ramener  l'intégrale  M| 
d'i/Tze  équation  donnée  à  l'intégrale  M,  de  l'équation  transformée, 
et  qui,  par  suite,  sont  à  peu  près,  par  rapport  aux  transformations 
générales  de  contact,  ce  que  sont  les  transformations  unidétcrmi- 
natives  d'une  courbe  particulière  par  rapport  aux  transformations 
Cremona  de  tout  le  plan.  Bien  que  nous  ayons,  dans  des  considé- 
rations précédentes,  supposé  le  caractère  unidéterminatif  de  la 
transformation,  cette  supposition  est  inutile  pour  les  questions 
qui  se  présentent  actuellement  ;  en  effet,  les  développements  donnés 
alors,  et  en  vertu  desquels  la  transformation  (ai)  doit  satisfaire 
aux  équations  aux  dérivées  partielles  suivantes  : 

^♦,(F,-,/)  =  K/-f-L«^, 

i 

i 

pour  présenter    à  l'égard  d'une  équation  y(jr,  a)  =:  o  la  relation 
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précitée  (p.  4^3),  continuent  à  être  vrais  indépendamment  de  la 
circonstance  dont  il  s'agit. 

Si  ces  conditions  doivent  être  remplies  indépendamment  de 
/=  o,  en  vertu  de  Uj:=  o,  on  en  déduit  de  nouveau  les  équations 
(i4),  dont  sont  dérivées  les  équations  (i5).  Il  suffit,  en  effet,  dans 
ce  but,  de  remplacer  f  dans  le  second  membre  de  la  première 

équation  par  \  j— m/»  à  part  un  facteur  numérique,  et  dans  la  se- 
conde  équation  par  \  -r—  xi.  Si  Ton  annule  alors  individuellement 

les  coefficients  des  errandeurs  -r — i  -^»  on. tire  de  nouveau  de  la 

première  équation  les  conditions  (i4)>  ^  P^^^  1^  facteur  K  qui  se 
présente  dans  le  second  membre,  et  de  la  seconde  les  équations 
correspondantes  au  point  de  vue  dualistique 


1'' 


-—  :=Kxju^       >  ri-T—  =o. 


Mentionnons  immédiatement  ici  l'important  théorème  qui  suit  : 

Toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  peut  être  changée 
par  des  transformations  de  contact  en  une  équation  différentielle 
quelconque  du  premier  ordre  (  *  )  ;  elle  n'a  donc  point  d* invariants 
"vis-à-vis  de  ces  transformations. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  montrer  que  l'on  peut  ramener  l'in- 
tégrale Mj  de  l'une  des  équations  à  celle  de  l'autre;  et,  pour  aper- 
cevoir immédiatement  que  cela  est  possible,  il  suffit  d'observer 
que  tout  système  doublement  infini  de  courbes  peut  être  trans- 
formé en  la  do^ible  infinité  des  points  du  plan  et  que,  par  suite, 
tout  système  simplement  infini  de  courbes  peut  l'être  dans  les 
points  d'une  droite  telle  que  Xi  =  o.  La  possibilité  de  transformer 
toute  équation  différentielle  en  une  autre  quelconque  résulte,  en 
effet,  de  la  possibilité  démontrée  par  là  de  mettre  toute  équation 
sous  la  forme  canonique  Xj  =  o.  Avec  la  réduction  de  l'équation 


(*)  Le  fait  n'a  plus  lieu  pour  les  équations  d'ordre  supérieur.  (Tolr  Lie,  Gôttiuger 
JVachricheen,  1872). 
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difTérentielle  à  cette  forme  très  simple,  son  intégration  serait  naturel- 
lement fournie  aussi,  car  les  courbesintégrales  de  l'équation  Xi  sont 
connues  ;  elles  se  composent,  d'après  ce  qui  précède,  des  points  de 
la  ligne  x,  =  o  considérés  comme  sommets  de  faisceaux  de  rayons. 
C'est  là  une  manière  très  digne  d'attention  de  formuler  le  pro- 
blème d'intégration. 

Comme  vis-à-vis  des  transformations  de  contact  les  points  et  les  \ 

courbes  ne  diffèrent  pas  essentiellement,  dans  le  but  d'obtenir  une 
généralité  complète,  nous  ne  parlerons  plus  de  coordonnées-points. 
Au  contraire,  nous  désignerons  actuellement,  en  fmissant,  par  Xi , 
X2,  JCz  les  paramètres  homogènes  d'un  système  doublement  infîni 
de  courbes  (M^)  que  nous  appellerons  système  «  spécial  ».  Une 
équation 


eprésentera  la  courbe  enveloppée  par  les   courbes  spéciales  M| 
lont  les  paramètres  Xt  satisfont  à  l'équation  ^  =  o^  L'équation 


r 
do 


«1  Xj  4-  «jXj  4-  «3-^3  =  O 


représente,  si  les  x/  sont  considérés  comme  des  paramètres,  un 
nouveau  système  linéaire  doublement  infini  de  courbes  Mi  que 
nous  appellerons  système  conjugué  du  système  originaire.  Si  l'on 
attribue  aux  grandeurs  j:/,  uî  des  valeurs  fixes  telles  que  celte 
équation  soit  satisfaite,  nous  appellerons  encore  ces  grandeurs  les 
coordonnées  d'un  élément  principal.  Il  ressort  immédiatement  de 
la  signification  par  nous  attribuée  à  une  équation  ^{x)  =  0  que 
deux  courbes  des  systèmes  conjugués  l'un  à  l'autre  qui  forment 
un  élément  principal  se  touchent  respectivement;  c'est  ainsi  que 
s'exprime  géométriquement  la  condition  réciproque  dans  les  deux 
sens  qui  intervient  à  la  place  de  la  condition  de  la  situation 
réunie  du  point  et  de  la  droite.  En  général,  dans  notre  détermi- 
nation actuelle  de  coordonnées,  la  spécialité  de  rôle  que  nous 
avons  attribuée  jusqu'ici  au  point  et  à  la  droite  disparaît.  La  divi- 
sion des  transformations  de  contact  en  transformations  ponctuelles 
ou  tangenlielles  proprement  dites  et  en  transformations  plus  géné- 
rales d'éléments  perd  également  ici  son  principal  caractère.  Il  doit 
naturellement  subsister  une  semblable  division  dans  les  formules, 
mais  cette  division  ne  répond  plus  à  des  conditions  géométriques  ; 
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la  séparation  n'est  plus  que  relative  et  dépendante  du  système  de 
coordonnées  choisi  ;  elle  n'est  pas  absolue. 

A  l'égard  des  éléments  principaux  ainsi  définis,  ont  lieu  tous  les 
théorèmes  précédents  si  l'on  définit  encore  la  situation  réunie 
d'éléments  voisins  par  la  condition  Udx"^  —  (^/«)x=o.  En  parti- 
culier, une  équation  (p(j:,  u)  =  o  qui  renferme  d'une  manière  ho- 
mogène les  X  et  les  u  et  qui  est  supposée  liée  avec  Ux^=  o  sera 
appelée  une  équation  différentielle.  Intégrer  cette  dernière,  ce  sera 
établir  une  nouvelle  équation 

ij/(.r,  tt,  a)  =  o 

renfermant  un  paramètre  a,  de  telle  façon  qu'en  vertu  de  9  =  0, 
<J;  =  o,  «x=  O)  on  ait  aussi 

«r/x  =0       ou       (  //«  )ar  =  o 

(p.  460),  et  ainsi  de  suite.  Toutefois  nous  ne  nous  proposons  pas 
de  parcourir  ici  cette  systématisation  générale. 

Nous  avons  considéré  plus  haut  des  transformations  linéaires 
infiniment  petites  (p.  4^7 )•  O"^  peut  de  même  établir  des  trans- 
formations de  contact  infiniment  petites.  Nous  représenterons 
une  transformation  de  celte  espèce  sous  la  forme 

t  désignant  une  grandeur  infiniment  petite,  les  f/  étant  du  degré 
zéro  par  rapport  aux  z*/,  du  premier  par  rapport  aux  x,-,  et  les  tf, 
étant  du  premier  degré  par  rapport  aux  /i/,  du  degré  zéro  par 
rapport  aux  x/.  En  opposition  à  nos  hypothèses  précédentes,  nous 
faisons  donc  usage  maintenant  de  fonctions  de  la  première  di- 
mension (*).  Les  seconds  membres  des  équations  (aS)  doivent 
satisfaire  encore  ici  aux  conditions  (i3)  si  l'on  pose 

Fi  =  Xi  4-  ty/,     */  =  «/  -f-  «•!'/. 
Mais  on  trouve  alors,  en  développant  et  négligeant  les  grandeurs 

(')  Une  fonction  de  la  première  dimension  par  rapport  aux  x  sera,  en  généra), 
do  la  forme  SAjJ^j,  les  A,-  étant  des  fonctions  do  dimension  nulle  en  x  et  u.  On 
Toit  facilement  que  les  équations  (i3)  subsistent  aussi  pour  les  fonctions  de  dimen- 
sion non  nulle. 
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infinitésimales  du  second  ordre, 

dl/A         àui        Ô.rfg  dUi         du/:        dui 

les  lettres  Ar,  i  pouvant  recevoir  toutes  les  valeurs  i,  2,  3  et,  en 
particulier  aussi,  toutes  deux  une  même  valeur.  Ces  équations  ex- 
priment qu'il  existe  une  fonction  H  pour  laquelle 

^        oui      ^  dxi 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  doivent  être  du  même  degré 
en  x^  u  que  les  seconds  membres  de  (23);  on  a  donc 

d'où 


USu.'-^\  =  ^. 


(?"'^)" 


du 


àufg  \  ^     dui  j       ôufg       djck  l  ^     ôui  j       ôxfg 
et,  en  intégrant  et  négligeant  une  constante  inutile  à  considérer, 

>  Ui  - —  =  H     et  (le  même       >  xi  - —  =  H  ; 

i  i 

c'est-à-dire  que  H  doit  être  une  fonction  de  la  première  dimension 
par  rapport  aux  Xt  et  aux  ui.  Si  l'on  pose  encore,  dans  (  a3  ),  x  -f-  dx 
à  la  place  de  r,  u-h  du  à  la  place  de  ç^,  et  dt  à  la  place  de  e,  on 
obtient  ce  théorème  ; 

H  étant  une  Jonction  de  la  première  dimension  par  rapport  aux 
Xi  et  aux  Ui,  toute  transformation  de  contact  infiniment  petite 
peut  être  représentée  sous  la  forme  (  *  ) 

.    ^ .  fixi dH       dui ^H 

^   ^'  dt        ÔUi*      dt  ""        âxi' 

Au  moyen  de  ces  équations,  à  tout  élément  principal  d'une  éqiia- 


(*)  roir  Lie,  Gotiinger   Nachrichutty   187'!,   p.   337,   et  Math.   Ânnaleiif   l.   VIII, 
p.  339. 
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lion  <I>  =  o  répond  un  élément  principal  voisin.  Il  peut  arriver  en 
particulier  que  ce  dernier  appartienne  de  même  à  l'équation  ♦  =  o, 
et  alors  cette  équation  est  évidemment  ramenée  à  elle-même  par 
la  transformation  {2^),  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  également 
vu  plus  haut  pour  les  transformations  linéaires.  Parmi  les  équa- 
tions $  =  o  de  cette  espèce  figure,  en  premier  lieu,  l'équation 
H  =  o  elle-même.  En  eflet,  si,  dans  H,  on  pose  x  +  dx  à  la  place 
de  X  et  u -h  du  à  la  place  de  u,  H  se  transforme,  eu  égard  à  (24), 
en 

H-f-  >  -j—dri-^  y  -—</«,.=  H. 

^  OJCi  ^j  oui 

C.    Q.    F.    D. 

Si  l'on  applique,  au  contraire,  la  transformation  H,  c'est-à-dire  la 
transformation  (24)»  à  une  équation  quelconque  4>  =  o,  il  vient 

V— /        V—  /—         d\  (—  î?!i  _  ^*  <^H'\ 
^àjTi  Aaàui     '  ^\àxi  dui       dui  djci)'* 

la  fonction  <I>  se  transforme  donc  en  elle-même  lorsque  ($,  H)  =0, 
en  vertu  de  4>  =0  (ou  4>  identiquement  nul),  mais  ne  s'annule 
pas  immédiatement  en  vertu  de  H  =  o. 

Le  problème  de  l'intégration  de  l' équation  4>  =r  o  est,  dans  ce 
sens,  identique  au  problème  de  la  détermination  d'une  transjor^ 
mation  infiniment  petite  qui  ramène  la  fonction  4>  à  elle-même. 
Mais  toute  fonction  H  qui  représente  une  équation  différentielle 
en  involution  avec  ^  ne  représente  pas  réciproquement  sans  pré- 
paration une  transformation  infiniment  petite.  On  reconnaît  par 
cette  proposition  combien  l'étude  plus  étendue  de  ces  transforma- 
lions  présente  d'intérêt;  toutefois  nous  ne  nous  étendrons  pas 
davantage  sur  ce  sujet  (  *  ). 

A  ces  explications  sur  la  notion  idéale  des  équations  différen- 
tielles, nous  ajouterons  pour  finir  quelques  remarques  sur  leurs 


(')  Ëii  particulier,  on  obtient  une  nouvelle  manière  de  conceTotr  U  proposition 
appelée  Théorème  de  Poisson  et  de  Jacobi.  {Voir  Jacobi,  VorUsUngen  ûber  Djnamik, 
p.  a68).  On  arrive  ensuite  à  interpréter  {géométriquement  la  théorie  du  facteur  d'ia- 
grabilité.  Sur  ce  dcruier  point  de  vue,  nH>ir  un  Mémoire  de  Lie,  jibhandlungen  der 
Gesellschaft  der  Wisseinchaften  zu  Chrhtiatiia,  18741  p.  a^'  etsuiv. 
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solutions  singulières .  On  a  coutume  d'introduire  ces  dernières  de 
la  manière  suivante  (*).  L'équation 

dans  laquelle  a  est  un  paramètre,  représentant  une  infinité  de 
courbes,  on  considérera  le  lieu  des  points  d'intersection  des 
courbes  consécutives,  lieu  dont  l'équation  s'obtient  en  éliminant  of 
entre 

(ï5)  /=o     et    -^=o. 

Ce  lieu,  s'il  n'existe  pas  de  relations  particulières  entre  les  con- 
stantes de  la  fonction  f^  est  V enveloppe  des  courbes  f=  o,  et  il 
se  présente  comme  solution  singulière  de  l'équation  différentielle 
dont  les  courbes  intégrales  sont  précisément  données  par  f=^  o. 
Or  il  peut  arriver  que  la  courbe  ainsi  trouvée  ne  soit  pas  une 
courbe  proprement  dite,  mais  soit  absorbée  en  tout  ou  en  partie 
par  le  lieu  des  points  doubles  des  courbesy=  o  ou  d'autres  points 
singuliers  mobiles,  ou  qu'il  n'y  ait  pas  de  courbe  du  tout,  comme, 
par  exemple,  si/=  ^  -f-  OL^t  c'est-à-dire  si/ =  o  représente  un  fai- 
sceau de  courbes.  D'ailleurs  on  peut,  dans  ce  dernier  cas,  en  consé- 
quence de  notre  définition  générale  des  courbes  intégrales  (p.  4^7), 
considérer  comme  figure  enveloppe  les  points  de  base  d'un  faisceau 
de  courbes  envisagés  chacun  comme  sommet  d'un  faisceau  de  rayons 
et,  dans  ce  sens,  parler  encore  d'une  solution  singulière.  Si,  au  con- 
traire, les  points  d'intersection  de  y  =  o,  ^[>  =  o,  par  exemple,  se 
réunissent  par  couples,  toutes  les  courbes  intégrales  se  touchent  aux 
points  dont  il  s'agit,  et  il  existe  un  nombre  fini  d'éléments  princi- 
paux spéciaux,  mais  aucune  solution  singulière  formée  par  eux. 

En  présence  des  diverses  hypothèses  possibles,  on  doit  se  poser 
tout  d'abord  cette  question  :  Qu^ arrive^t-il  en  général  (^)?  c'est- 


(*)  Pour  ce  qui  concerne  une  exposition  systématique  de  ces  théories  sous  leur  aspect 
usuel  et,  en  particulier,  dans  leur  développement  historique,  Doir  Roole,  ^  treatise 
on  differential  équations,  a*  éd.,  Cambridge  and  Dublin,  i8G5,  p.  i63  et  suiv.,  cl 
Supplementarx  'volume ,  p.  28  et  suiv. 

(*)  Voir,  pour  ce  qui  suit,  Darbocx,  Sur  les  solutions  singulières  des  équations  aux 
dérivées  ordinaires  du  premier  ordre  {^Comptes  rendus  des  séances  de  l'jécadèmie  des 
Sciences,  t.  LXXI,  et  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  IV,  1873),  ainsi  que 
Cled$€H  (  yfath,  Ànnalen,  l.  VI.  p.  211). 
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à-dire  sî  les  coefficients  de  Féquation  difierenlielle  donnée  ne  sa- 
tisfont à  aucune  relation  particulière.  En  premier  lieu,  il  est  clair 
que  pour  tout  point  de  la  courbe  intégrale  singulière  deux  des  di- 
rections d'avancement  correspondantes  (éléments  principaux)  se 
confondent.  Or  le  lieu  des  points  pour  lesquels  cette  circonstance 
se  présente  est,  en  général,  le  lieu  des  rebroussemcnts  des  courbes 
intégrales,  et  n'est  pas,  à  proprement  parler,  une  courbe  enve- 
loppe, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu  précédemment  dans  les  équa- 
tions différentielles  algébriques  (p.  391),  et  qu'on  le  démontre 
absolument  de  la  mémo  manière  pour  les  autres  équations.  D'autre 
part,  il  va  de  soi  que  l'on  déduit  des  équations  (25)  une  courbe 
enveloppe  proprement  dite  si  les  coefficients  de  f=  o  sont  de  na- 
ture générale  (  *  ).  Nous  pouvons  exprimer  ce  fait  dans  la  proposi- 
tion suivante  : 

Les  constantes,  dans  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  sont  assujetties  à  satisfaire  à  des  conditions  particulières  y 
si  les  courbes  intégrales  doivent  avoir  une  courbe  enveloppe pro- 
prement  dite;  dans  le  cas  contraire,  il  existe  entre  les  constantes 
de  l'équation  intégrale  des  relations  telles  qu'à  la  place  de  cette 
courbe  se  présente  un  lieu  de  points  de  rebroussement.  La  ques- 
tion de  savoir  lequel  des  deux  cas  se  présente  en  général  dépend 
de  la  question  de  savoir  si  Ton  suppose  que  l'équation  différen- 
tielle ou  l'équation  intégrale  soit  donnée  comme  générale  ('). 

Il  nous  reste  à  indiquer  les  conditions  moyennant  lesquelles  on 
obtient  une  courbe  enveloppe  proprement  dite.  Notre  raisonne- 
ment précédent,  qui  nous  a  conduits  au  lieu  de  rebroussements 


(*)  II  peut  naturel Icmontsc  présenter  dans  des  cas  particuliers  des  exceptions  d'une 
autre  espèce.  Ainsi,  par  exemple,  de  la  courbe  déduite  de  (a5)  se  séparera  le  lieu  des 
points  doubles  des  courbcsy=o,  ainsi  qu'il  a  été  observe,  lorsqu'il  se  rencontrera 
un  lieu  de  cette  nature;  il  se  pourrait  aussi  que  la  courbe  fût  absorbée  tout  entière 
par  un  lieu  semblable,  et  alors  il  n'y  a  pins  d'enveloppe.  Un  tel  lieu  de  points 
doubles  n'a  d'ailleurs  plus  de  rapport  avec  le  lieu  des  rebroussemcnts,  car  pour  an 
point  du  premier  deux  des  rayons  homologues  de  coïncidence  ne  se  confondent  nulle 
part. 

(')  Le  fait  qu'un  lieu  de  rebroussement  se  présente  lorsqu'il  n'existe  pas  de  couri>es 
enveloppes  proprement  dites  a  déjà  été  démontré  par  De  Morgan  :  On  some  points 
ofthe  calculus  (  Transactions  of  the  Cambridge Philosophical  Society,  Vol.  IX,  Part  II). 
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F  =  o  ne  devient  inexact  que  si  la  direction  d'avancement,  qui 
appartient  à  un  point  de  F  =  o  et  qui  doit  être  comptée  double, 
se  confond  avec  la  tangente  de  F  en  ce  point,  car  alors  une  courbe 
intégrale  peut  s'approcher  de  ce  point  et  s*en  éloigner  de  nouveau 
sans  franchir  la  courbe  F  et  sans  pourtant  former  un  rebrousse- 
ment  précisément,  parce  qu'elle  touche  la  courbe  F  au  point  dont 
il  s'agit;  la  courbe  $  =  o  enveloppée  par  les  droites  des  éléments 
principaux  comptant  double  (dont  les  points  sont  situés  sur 
F  =  o)  doit,  par  conséquent,  se  confondre  avec  F  =  o.  Mais  la 
condition  du  contact  proprement  dit  est  réciproque  par  rapport  à 
elle-même;  la  même  courbe  F  sera  donc  nécessairement  aussi  en- 
veloppée par  les  droites  qui  sont,  en  général,  les  tangentes  d'in- 
flexion des  courbes  intégrales  (tangentes  de  F'=<)),  c'est-à-dire 
qui,  complétées  par  un  point  comptant  double,  forment  un  élé- 
ment principal  comptant  double  de  l'équation  différentielle;  et 
enfin  le  lieu  $'=  o  de  ces  derniers  points  sera  identique  à  F  =  o. 

Si  donc  une  solution  singulière  (une  courbe  enveloppe  propre- 
ment dite)  doit  se  produire,  il  faut  que  le  lieu  des  points  de  re- 
broussement  des  courbes  intégrales  (F  =  o),  ou  une  partie  de  ce 
lieu,  se  confonde  avec  le  lieu  des  tangentes  d'inflexion  de  cas 
courbes  (F'=  o),  ou  av^ec  une  partie  de  ce  dernier.  Avec  l'enve- 
loppe se  confondent  alors  le  lieu  des  points  d'inflexion  et  l'enve- 
loppe des  tangentes  d'inflexion,  ou  du  moins  des  parties  de  cette 
courbe. 

La  formation  des  équations  F  =  o,  F'=  o  peut  s'eflectuer  de  la 
manière  décrite  précédemment,  car  les  règles  qui  v  sont  relatives 
sont  applicables  aussi  bien  aux  courbes  transcendantes  qu'aux 
courbes  algébriques.  On  peut  alors  reconnaître  immédiatement  sur 
ces  équations  s'il  existe  une  solution  singulière  et  indiquer  cette 
dernière  ;  F  doit  précisément  renfermer  un  facteur  (/ni,  repré  - 
sente  en  coordonnées-lignes,  est  précisément  identique  à  un  fac- 
teur de  F'.  Des  facteurs  linéaires  de  F  et  F',  s'il  s'en  présente, 
exigent  seuls  des  études  spéciales,  parce  qu'ils  ne  sont  représen- 
tables que  dans  un  seul  système  de  coordonnées.  Dans  ce  qui  pré- 
cède, sont  renfermés  les  principes  d'après  lesquels  on  tranchera 
de  la  manière  la  plus  avantageuse  ce  genre  de  questions. 

Nous  observerons  encore  seulement  que,  dans  des  cas  particu- 
liers, les  courbes  intégrales  peuvent  être  liées  à  la  courbe  F  =  o 
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d'une  l'açon  encore  plus  étroite.  Si,  par  exemple,  les  courbes  inté- 
grales se  composent  des  cercles  de  courbure  d'une  courbe  plane, 
cette  dernière  est  une  enveloppe  d'osculation;  elle  est  en  même 
temps  touchée  et  traversée  par  les  courbes  intégrales.  Ou  encore, 
si  les  courbes  intégrales  appartiennent  à  un  réseau 

A-hBX^-+-CÀ^=:o, 

la  jacobienne  du  réseau  est  non  le  lieu  des  rebrou ssemenls  des 
courbes  intégrales,  mais  le  lieu  de  leurs  points  de  contact  avec 
elles-mêmes,  sans  cependant  être  une  courbe  enveloppe  (t.  II, 
p.  97).  Pour  finir,  nous  éclaircirons  ces  explications  par  une  série 
d* exemples  (*  ). 

I.   Soit  donnée  l'équation  différentielle 
(  26  )  xdf  =  j'flr  log  r, 

ou,  en  coordonnées  homogènes, 

(^7)  -i  _i  +iog--?  =  o. 

•^î    '*3  •''3 

Ici,  évidemment,  le  point  oTi  =  o,  a:2  =  X3,  c'est-à-dire  x  =  o, 
-)=!,  est  commun  à  toutes  les  courbes  intégrales  (lesquelles  sont 
représentées  par j^' =  e^' (*).  Comme  les  14/  entrent  linéairement, 
il  n'y  a  pas  de  lieu  de  rebroussemcnts.  Pour  obtenir  l'enveloppe  des 
tangentes  d'inflexion  F'=  o,  il  faut  représenter  Téquation  ponc- 
tuelle (27)  en  coordonnées-lignes  v',  c'est-à-dire  éliminer  p  et  v/ 
entre  les  équations 

f      //j  JC^    Ux  I  I 

et  entre  (27).  Cela  donne 

(-■       '-(-r:s)-e-^:)=»- 

De  là  prend  naissance  F'  pour  m  =  ^'  ;  on  a  donc 
(29)  F' =7/5-*- If,  =  0 


(*)  On  trouve  d'autres  exemples  dans  DARBorx,  loc.  cit. 

(')  Sur  l'intégrale  particulière.;'  =  o  de  celte  équation,  vuir  Booi.e,  op.  cit.  {Su/f 
jtlementarj'  vo/umCf  p.  i4  et  17). 
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pour  la  courbe  cherchée.  Celle  dernière  se  confond  avec  le  point 
commun  des  courbes  intégrales  et  donne  une  solution  singulière. 
En  effet,  on  ne  peut  pas  déduire  l'équation  (29),  par  une  valeur 
particulière  de  C,  de  l'équation  des  courbes  intégrales  en  coor- 
données-lignes 

V  =  log(-I  ^)  _CÎ^  4-1  =  0; 

cette  équation  s'obtient,  au  contraire,  par  élimination  de  C  entre 

d^ 
W=zo    et     -^  =  o 

II.  L'équation  différentielle  (  *  ) 

a  l'intégrale  générale 

et,  par  suite ^  la  solution  singulière 
(3i)  4^'*^*  —  J*^  {inx  —  j*)[iia.r  -\-j*]  =0. 

De  (3o)  nous  déduisons  le  connexe 

a*i/Ja:,x,  —  x*  tt3«i=  o. 
La  forme  F  lire  donc  son  origine  de 

si  l'on  pose  u  =  ^  ;  on  a  donc 

F  =  4ttî«J  — «•«1  =  0, 

et  l'on  trouve  de  même 

F'^  ^a^jc\j^l  — tj  z=  o. 

Les  deux,  dernières  équations  représentent  en  fait  la  nicme 
courbe  (3i). 

IIL  Les  courbes  intégrales  de  l'équation  différentielle 

(*]  ScHLÔMiLCO,  Compendium  der  hàheren  Analysis,  3*  éd.,  t.  I,  p.  609. 
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l'ornienl  un  système  de  courbes  du  troisième  ordre  à  rebit)usse- 
ments 

Les  rebroussements  occupent  la  ligne  0:3=0.  Nous  obtenons  le 

connexe 

«J  JT, —  «Ja*3=  o. 

La  courbe  F,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  va- 
leurs de  Ui  l  U2  se  confondent,  se  compose  de  X8=o,  le  lieu  des 
rebroussements,  et  de  .r2=:o,  tangente  d'inflexion  fixe  ;  le  point 
de  rencontre  des  deux  lignes  est  le  point  d'inflexion  commun;  il  ne 
représente  pas  de  solution  singulière,  parce  qu'il  lui  correspond 
une  seule  direction  spéciale  d'avancement. 

IV.  L'équation  difierentielle  (*) 

(3.)  ,._..^^^(.+..)(|y_.  =  o 

est  caraclérisée  par  le  fait  que  ses  courbes  intégrales 

se  composent  des  tangentes  d'une  conique  fixe;  elle  correspond 
donc  dualistiquement.  à  une  équation  qui  ne  renferme  pas  les 
différenlielles  des  coordonnées  (*'^),  et  dont  les  intégrales  se  com- 
posent de  l'ensemble  des  points  d'une  courbe  fixe  (p.  45t)).  Le 
connexe  auquel  répond  l'équation  (3a)  ne  peut  donc  pas  renfermer 
les  coordonnées-points  x,  et  par  le  fait  on  trouve,  pour  ce  con- 
nexe, Féqualion 

u\  —  u\-{-  ul=.  o. 

11  représente  en  même  temps  la  solution  singulière  de  (Sa)  en 
coordonnées-lignes. 


(*)  C'est  sur  elle  que  Lagra!<ge  a  d'abord  développé  sa  théorie  dos  solutions  siogu- 
lières.  {Voir  Boole,  loc.  cit.^  p.  1^9  et  i6j.) 

(*)  Plûcker  a  également  appelé  l'attenlion  sur  ce  faiti  que,  dans  la  transformation 
d'une  équation  dilTérentielle  de  coordonnées  de  points  en  coordonnées  de  plan,  les 
dérivées  peuvent  disparaitre  totalement,  et  que  l'équation  de  surface  qui  prend  ain>i 
naissance  est  une  solution  singulière,  {f^oir  son  Ouvrage  :  System  der  Géométrie  <ie$ 
RaumeSf  Dûsscldurr,  18^6,  p.  27.) 
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mann,  178. 

Formules  de  correspondance,  100,  112. 

Formules  de  Plûcker,  865. 

Fouret,  4o5. 

Frahm,  346. 

Fuchs,  i85,  336,  237. 

Geiser,  80,  345,  246. 

Géométrie  sur  une  courbe,  i  et  suiv.  ;  — 
sur  une  courbe  du  troisième  ordre, 
4 11;  —  sur  une  courbe  du  troisième 
ordre  à  point  double,  808. 

Genre  d'une  courbe,  voir  Courbe;  —  d'un 
connexe,  878  et  suiv.  ;  —  d'une  coïn- 
cidence, 882  ;  ~  d'un  couple  de  cour- 
bes, 383  ;  —  d'une  équation  dilTéren- 
tielle,  899.  —  Conservation  (du — } 
dans  les  transformations  unidétermi- 
uatives,  7,  37.  —  Genre  de  deux  courbes 
liées  l'une  à  l'autre  par  une  relation 
à  détermination  multiple,  37. 

Godt,  488.  443. 

Gordan,  309,  394,  811,  34 1,  345;  inmV 
Clebsch  et  Gordan. 

Groupes  de  points  à  propriétés  spéciales 
sur  une  courbe,  76,  108,  106,  ti8. 

Groupes  spéciaux,  33,  48.  ~  Exemples, 
35,  38,  45,  357. 

Haase,  395. 
Halphen,  17,  898. 
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IIamac\[,  ig5,  3i5,  4oS*  4^  >• 

Hart,  323. 

Hermite,  i49f  173, 32i.  —  Courbe  de  Her- 
mite  pour  un  réseau  tangentiel  de  co- 
niques, 44^- 

Hesse,  334,  a45  et  suIy. 

Hint,  36o,  43o. 

Holzmûller,  ^26, 

Intégrale  abélienne,  i35;  voir  Intégrale 
algébrique.  —  Intégrale  algébrique,  i35. 
.Exemples,  137,  i45.  —  Mode  d'exis- 
tence en  des  points  particuliers,  162.  — 
Décomposition  en  formes  normales,  i52, 
161. 

intégrale  de  première  espèce,  187,  igo  ;  — 
de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  186. 

Intégrale  hyperelliptique,  201,  note,  220, 
note. 

Intégrale  normale  de  première  espèce, 

187,  190;  —  de  troisième  espèce,   187 
et  suiv.,  267;  —  de  deuxième  espèce, 

188,  263. 

Intégration  d'une  équation  différentielle, 
457,  462. 

Jacobi,  121,  168,  209,  220,  tiSSf  ^65^ 
468,  474  i  —  Théorème  de  Jacobi,  209, 

2l5. 

Jacobienne,  4i  ^o;  —  d'un  réseau  tan- 

gentiel  de  coniques,  4^3* 
Jordan,  260. 

Klein,  28,  246,  266,  392,  426. 
Klein  et  Lie,  427  et  suiv. 
Kônigsberger,  168. 
Kronecker,  54»  337. 

Lagrange,  480. 

Legendre,  168. 

Lie,  4^6,  464f  47^  î  ^o"'  Klein  et  Lie. 

Lindemann,  90,  262. 

Logarithmique,  l^Si. 

Lûroth,  178,  289. 

Marie,  173,  188. 

Matrice,  33,  39,  104»  11 3,  122,  i23. 

Mayer,  4^* 

Môbiusy  290. 

Modules,  32,  66;  voir  Périodes. 

Morgan  (de),  476. 


Mouvement,  4^8,  note. 
Mûller,  . . .  P 


Neamann,  i35,   179,   195,  220  et  suiv. , 

239,  269  et  suiv.,  33 1. 
Nother,  8, 39, 378, 38i;  i^oir  Brill  et  Nôther. 

Olivier,  i34. 

Périodes  des  intégrales  abéliennes,  i83, 
186,  191,  227,  note. 

Pliicker,  245,  35t,  387,  466  et  suiv.,  480. 

Poiot  double;  —  d'une  cubique,  3o8;  — 
d'une  courbe  du  genre  /»  =  o,  295  ;  — 
d'une  courbe  du  genre  p  =  1,  325. 

Point  exceptionnel  d'une  correspondance, 

Points  fondamentaux,  3,  28. 

Points  d'inflexion  ;  —  dans  une  courbe  du 
genre  /»  =  o,  396  ;  —  propriétés  dans 
les  cubiques,  309. 

Point  d'intersection  de  deux  courbes, 
118  et  suiv.,  211. 

Points  multiples.  —  Ce  qu'ils  deviennent 
lors  d'une  transformation  unidétermi- 
native,  10. 

Point  et  rayon  de  coïncidence,  385. 

Points  de  ramification,  178. 

Principe  de  correspondance.  —  Applica- 
tion, 39a  et  suiv. 

Principe  de  correspondance  étendu,  23. 

Principe  de  translation  dans  les  con- 
nexes, 358. 

Principe  de  translation  de  Hesse,  292, 
note. 

Problème  de  l'inversion  des  intégrales 
abéliennes;  —  suivant  Jacobi,  220,  268; 
—  suivant  Riemann,  23o,  note. 

Quételet,  322. 

Rayons  principaux  d'un  connexe  (i,/?)* 

435; -(1,2)444. 

Réduction  à  la  forme  canonique  en  géné- 
ral, 376;  —  d'un  connexe,  4^0. 

Représentation  paramétrique  d'une  co- 
nique, 392  ;  —  d'une  cubique,  3o8  ; 
d'une  cubique  à  point  double,  3o8; 
d'une  courbe  du  genre  77  =  0,  289: 
d'une  courbe  du  genre  /»  =  i,  3i6,  32i, 
325. 
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Représentation  typique  des  formes  bi- 
naires, 4i6. 

Réseau  de  courbes.  —  Relation  avec  une 
courbe  fixe,  4y  77- 

Réseau  tangentiel  de  courbes  de  deuxième 
classoi  443  ;  —  de  courbes  de  troisième 
classe,  44^* 

Riemann,  7,  27,  28,  4^»  48i  62,  68  et 
suiT.,  i35,  162,  168,  179,  i85,  xgS,  221 
et  suiy.,  228  et  suit.,  260,  272. 

Roberts,  54* 

Roch,  52,  188,  223,  226,  248,  262,  280. 

Rosanes,  407. 

Rosenhain,  i85,  267,  33 1. 

Rosenow,  293,  3o8. 

Rotation,  4^8,  note. 

Salmon,  7,  29,  245,  285. 

Scbiafli,  i85. 

Schlômilch,  479» 

Schottky,  242. 

Schrôter,  3 12. 

Schubert,  84> 

Section  transverse,  28,  179. 

Serret,  4o5. 

Singularités  dans  les  connexes,  365, 
366. 

Situation  d'involution  de  deux  équations 
différentielles,  4^3. 

Smith,  407. 

Solution  singulière,  392,  475. 

Spirale  logarithmique,  426. 

Steiner,  245,  3 12. 

Steinérienne,  ses  singularités,  i3. 

Stephanos,  366,  note. 

Substitution,  iwir  Transformation. 

Surface  de  Riemann,  28,  178. 

Surface  de  Steiner,  4o6,  note. 

Systèmes  de  coUinéations,  417- 

Systèmes  de  courbes  de  contact,  234. 

Systèmes  équivalents,  336.  —  Exemples, 
338,  342,  347. 

Système  réduit  proprement  dit,  346. 

Systèmes  spéciaux,  255,  266.  —  Détermi- 
nation, 53,  57. 


Tangente  commune  de  deux  courbée  de 
la  deuxième  classe,  44^* 

Tangente  double  d'une  courbe  du  qua- 
trième ordre,  244*  447f  —  d'une  courbe 
du  quatrième  ordre  à  point  double, 
280,  283  ;  —  d'une  courbe  du  quatrième 
ordre  de  genre  p  =  0,  3o3  ;  —  d'une 
courbe  générale  du  genre  /»  =  o,  396, 297. 

Théorème  d'Abel,  193,  196,  202,  212,  at4i 
220,  3oi,  3o2,  322,  324. 

Théorème  de  Camot,  121,  note,  219. 

Théorème  de  Jacobi,  309,  21 5. 

Théorème  du  reste,  192,  196. 

Théorème  de  Riemann  et  Roch  pour  les 
courbes  adjointes,  33,  48,  5i,  52,  117, 
124,  262;  —  pour  les  courbes  non  ad- 
jointes, 266  et  suiv. 

Thomây  117,  i85. 

Transformation  des  formes  ternaires,  336. 
417.  —  Cas  d'exception,  429;  —  iden- 
tique, 434  ;  —  infiniment  petite,  427;  — 
perspective,  4^3;  —  quadratique,  354: 

'  unidéterminative,  i,  354;  —  au  moyen 
d'ady ointes  C„-,,  34,  36. 

Transformation  dnalistique  ou  récipro- 
que, 354* 

Transformation  d'un  connexe,  376;  — 
d'une  coïncidence  principale,  399;  — 
d'une  conique  en  elle-même,  4^5. 

Transformation  de  contact,  ^o'i,  note. 
465,  468. 

Translation,  4^8,  note,  433,  note. 

Trisection  des  fonctions  hyperelliptiques, 
33i. 

Valeur  minima  du    nombre  des  points 

dans  les  groupes  spéciaux,  60. 
Voss,  29. 

Weber,  201,  226,  275. 
Weierstrass,  70,  i35,  i85,  33 1. 
Weyr,  294. 

Zeuthen,  7,  27,  29,  219,  228,  2^5. 
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ERRATA. 


Tome  1,  page  a38,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  «rx,,  rx^,  lises  vx^,  rx,. 

Page  38o,  ligne  10  en  remontant,  au  lieu  de  coTariants,  lisez  coordonnées. 


Tome  II,  page  i^b,  ligne  17,  au  lieu  de  «„  lises  «. 

Page  3a3,  ligne  i5  de  la  note,  au  lieu  de  B^^\  lisez  S^^\ 

Page  323,  ligne  20  de  la  note,  au  lieu  de  S<«°+^P),  Usez  8(«n+^®). 

Page  3a3,  ligne  33  de  la  note,  au  lieu  de  S^^\  lisez  $^^\ 

Page  338,  ligne  3  en  remontant.  La  courbe  représentée  par  ces  équations 

n'est  pas  la  cayleyenne  de  la  courbe  (11)  proposée,  mais  de  celle 

dont  (11)  est  la  hessienne. 

Page  342,  Iigne4,aH//Vfttrf<?|xa(....H-9;«F»),  lisez^x)i{2'j^¥—9S*)'^gX*¥\ 


Tome  III,  page  39.  Quant  à  la  démonstration  de  M.  Zeuthen  mentionnée  ici,  comparez 

Schubert,  Mathematische  Annalen,  t.  XVI,  p.  180. 
Page  54,  note,  au  lieu  de  Robert,  Usez  Roberts. 

Page  3i3.  Sur  l'étude  des  expressions  différentielles  homogènes,  particu> 
liérement  dans  l'établissement   du   théorème   d'Abel,  comparez 
ClBMOSiA  :  Sugli  integrali  a  differenziale  algehrica  {^Memorie  delV 
Accademia  délie  Scienze  delV  Istituto  di  Bologna,  série  II,  T.  X, 
1870). 
Page  335,  ligne  10  en  remontant,  après  r,  ajoutez  et  m;  même  ligne,  au 
lieu  de  M  =:  M',s,  r  =  r',s,   Usez   M  =  M'j,  r  =z  r' s^   m  =  m' s. 
Page  335,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  M',/^,  lisez  m\r\ 
Page  336,  ligne  11  et   is,  au  lieu  de  M  =  M' s,  r=.r's^  M',  r*  étant  des 
nombres  premiers  entre  eux,  lises  M  =  M'j,  r  z=  r's^  m=:m's\ 
m',  r^  étant  des  nombres  premiers  entre  eux. 
Page  336,  ligne  i3  et  i4t  att  lieu  de  dans  le  cas  seulement  où  M  et  r  sont 
des  nombres  premiers  entre  eux,  Usez  dans  le  cas  où  m,  r  et  M 
n'ont  pas  de  facteur  commun. 
Page  393,  note,  au  Ueu  de  principe  de  la  translation,  Usez  principe  de 
translation. 
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